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Prefacio

“El miedo es la principal fuente de supersticién y una de
las principales fuentes de crueldad. Vencer al miedo es el
principio de la sabiduria, tanto en la btsqueda de la verdad
como en la busqueda de una vida digna.”

—Beltrand Russell

Este libro pretende explicar un tépico de la Matematica, propio del
Algebra Abstracta y de la Teorfa de Ntmeros; que normalmente queda
fuera del alcance de las grandes mayorias (incluyendo al autor).

Para los matemaéticos, las Curvas Elipticas y sus colaterales (formas
modulares, representaciones de Galois, etc.) son temas de investigacion
de frontera; donde muchos rompen sus lanzas y pocos conquistan lau-
reles. Sin embargo, es posible un leve entendimiento de las Curvas
Elipticas; sin comprometer la propiedad y el monopolio que de ellas
pretenden y ostentan los matematicos. Intentaremos buscar interpreta-
ciones mas o menos tangibles de estas “nuevas” entidades, que de este
modo extenderan su derecho de ciudadania dentro de la matematica
para adquirirlo dentro de la sociedad.

Para leer este material, no se requieren pre requisitos mayores a
saber leer y saber contar (sobre todo saber leer). Cualquiera con un
dominio medio de la matematica de bachillerato pudiera entender la
esencia de lo que se plantea. Sin embargo, un poco de mas matematica
permitird visualizar el problema general con mayor profundidad; lo que
ayudaria a sopesar la utilidad presente y futura de la Curvas elipticas
en distintas areas de la cotidianidad humana.
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vii

Si usted solo aspira conocer la esencia de lo que se plantea: me
permito sugerirle que lea con cuido e interés solo el capitulo sobre las
Curvas Elipticas; Capitulo 3. Luego, si requiere mas detalles, puede
decidir leer el resto de los capitulos; centrandose minuciosamente en el
segundo de ellos (La Nueva Algebra, Capitulo 2 ). Si usted solo quiere
presumir de que ley6 algo referido a “elipticas”, entonces por lo menos
lea el Capitulo 4; u observe sonriente las figuritas de todo el libro ...
detalladamente. Pero si usted quiere aprender algo sustancial sobre las
Curvas Elipticas, entonces, ademés de este libro, consulte la bibliografia
y lecturas recomendadas; y expanda sus conocimientos hasta la fronteras
actuales de la investigacion matematica al respecto.

En el Apéndice A, se presenta una herramienta para aquellos que
requieran profundizar en la comprension de lo que se plantea, mediante
la ayuda del programa mateméatico Sage; una biblioteca de codigo
abierto de rutinas computacionales para mateméaticas simbodlicas, exactas
y numéricas. Sage estd disenado para ser una “alternativa viable y
gratuita de codigo abierto a: Magma, Maple, Mathematica y Matlab”. Un
poco de mas matematicas, de teoria de niimeros (casi sin niimero) serd
benéfica para entender la importancia de las Curvas Elipticas; y de su
enraizamiento a las teorias modernas.

Es posible que se tenga la opinién de que las Curvas Elipticas son
una abstraccion, propia de matemaéticos y afines, que en nada afecta
la vida cotidiana de los seres humanos del inicio del primer cuarto
del siglo XXI. Pero, la cotidianidad de la monedad electronica, de
las criptomonedas y los contratos inteligentes, imponen la necesidad
de saber de qué se trata y de como intervienen dichas curvas, en la
seguridad del mundo digitalizado. Ademas, si tienes un teléfono, un
juego de consola o simplemente usas las redes bancarias, redes sociales u
otros servicios sobre la Internet, entonces, con plena seguridad, utilizas
frecuentemente un cimulo de logros matematicos de mas de dos siglos
referidos a las Curvas Elipticas. Basicamente asociado a la criptografia
de la informacion: la seguridad de los datos y de los protocolos utilizados
en las redes de comunicacion entre computadoras. Todo esto ha sido
posible, gracias a cientos de anos de investigacion en lo que antes se
llegd a pensar que era una rama de la Matematica inttil: la Teoria de
Ntmeros y el Algebra Abstracta. Ahora se pueden encontrar curvas
elipticas en casi todos los equipos de alta tecnologia que actualmente
utilizamos. No podemos predecir con absoluta certeza hacia donde nos
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https://www.mathworks.com/
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conducira ésta importante tecnologia fundamental en nuestra era de la
informacion.

Solo resta decir, que por costumbre, escribir sobre matematicas ha
sido siempre el reto de tratar de comunicar ideas complejas con precision
y concision en un lenguaje «formalista» y «axiomatico». Estaria muy
contento si puedo comunicar esas ideas en lenguaje natural con referen-
cias formales (a pesar de sus complejidades); en conciencia de que las
entidades matematicas al igual que las ideas, han sido solo abstracciones
que divagan en nuestra mente; pero que ahora pueden representar o
salvaguardar nuestro mas privados y tangibles tesoros.

El autor
Cumana - Venezuela
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Parte 1

El Algebra



Capitulo 1

Preliminares

Nada en la vida debe ser temido, solo debe ser entendido.
Ahora es el momento de entender mds, para que podamos
temer menos.

—Marie Curie

Se considera necesaria, una cierta madurez matematica para estudiar
y comprender los planteamientos del algebra abstracta. Se dice que,
es aconsejable tener conocimiento basico de la teoria de conjuntos, la
induccion matematica, las relaciones de equivalencia y de las matrices.
Pero, lo verdaderamente importante es la capacidad de poder leer y
comprender los planteamientos matematicos.

Trataremos de solventar tan abrumadores requisitos “pasando por
alto” un obligatorio curso de algebra abstracta; esperamos aproximarnos
a la idea ... sin que un profundo dominio del lenguaje formal simbélico
matematico, nos impida la comprension de lo que se pretende.

El lenguaje matematico, opera utilizando un lenguaje formalizado,
simbdlico y artificial; realizando una abstracciéon de los contenidos
conceptuales, de los conjuntos, sus elementos y de los espacios de trabajo.
Tanto asi, que el dlgebra abstracta, no requiere trabajar con objetos
numéricos; aunque estos son necesarios para enumerar los elementos
de los conjuntos o los estados del objeto de su estudio. Por ello los
nimeros no son excluidos de su entorno; por el contrario, a todo objeto
estudiado con la “lupa” del algebra abstracta, se le llama ndmero.

En matematicas, la eleccion de la base numérica es crucial. Dos
principios fundamentales guian esta seleccion: en primer lugar, la capaci-
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dad de ser cardinal, lo que implica adoptar un signo o digito estandar
para las unidades y repetirlo segiin sea necesario; en segundo lugar, la
capacidad de ser ordinal, donde cada niimero tiene sus propios digitos
distintivos. Sin embargo, estas consideraciones no son suficientes por
si solas; es esencial que el sistema minimice el conjunto de simbolos
numeéricos utilizados, como en el sistema posicional, en el cual los digitos
se disponen de derecha a izquierda, comenzando desde las unidades
inferiores hasta las superiores, permitiendo una representacion eficiente.
A lo largo de la historia, diversas culturas han empleado métodos
numéricos distintos [19], marcando todos ellos el inicio de las abstrac-
ciones en el estudio de las matematicas; utilizando signos propios y
empleando bases numéricas adecuadas (principalmente las bases 5, 10,
12, 20 y 60); cada quién aprovecho las ventajas de su seleccion [16].

Figura 1.1 Quipu de Cutusuma, Bolivia. Los quipu de la civilizacion
Inca, consisten en una serie de cuerdas o cordeles, generalmente de lana
o algodén, atados a una cuerda principal. Los nudos en los cordeles y
su posicién codificaban informacién; se utilizaban para llevar registros
numéricos y contables [Ntimero 36.392 del Museo de Ciencia y Arte de
la Universidad de Pennsylvania].

1.1 El lenguaje de los matematicos

Uno de los principales objetos de las matematicas superiores es demostrar
teoremas. Los teoremas son los pilares donde se sustenta el gran edificio
matematico: en general todas las ciencias. No se debe dejar a un lado
la frase atribuida a Pitagoras de Samos “Dios habla matemdticas”.
Los teoremas matematicos, sin embargo, no se expresan de forma
oral, sino escrita. La mayor dificultad que presentan las matematicas


https://www.semanticscholar.org/paper/El-quipu%3A-escritura-andina-en-las-redes-incaicas-y-Tun/9d3b46bcb5de8a9e22afdee8976491c1250f6e73?utm_source=direct_link
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para el profano es, precisamente, la lectura e interpretacion de esos
teoremas; no tanto la légica de sus construcciones, sino mas bien la
semidtica y la abstraccion que rodean sus signos. Los matematicos
delimitan: el contexto, los objetos, sus propiedades y las herramientas
que aplican sobre ellos.

Es comprensible que la rigurosidad de sus planteamientos requiera de
un lenguaje formal y de esquemas propios para representar su enfoque
axiomatico; pero igual comprensién debe permitirse (y suponerse) para
que otro ser humano —indistintamente de su especializaciéon o nivel
académico— pueda aproximarse al entendimiento de lo que proponen.
La estricta formalidad del lenguaje matematico, es el primer causante
del alejamiento de las grandes mayorias a sus asuntos.

1.1.1 El Pretérito del Ntimero; Mesopotamia

Los asiriélogos estudiosos de las civilizaciones mesopotamicas han deter-
minado que durante el perfodo llamado arcaico (3200 a 2800 a.C), los
signos numéricos se organizaron en una docena de sistemas metrologi-
cos diferentes, los cuales designaban cantidades discretas, unidades de
superficie y volumen. En ese periodo, los signos utilizados adquieren
valor dependiendo del sistema metrologico en el que se empleen. El sigu-
iente nivel se alcanza en el llamado periodo protodindstico (2800-2350
a.C.), «la escritura se desarrolla y permite la reproduccién del lenguaje
hablado». Se minimiza el plural de sistemas metrolégicos, al poder
escribirse las unidades correspondientes de manera explicita. Cuando el
imperio se centraliza (alrededor del principio del sequndo milenio), esa
diversidad se unifica hacia un sistema de escritura contable: la escritura
cuneiforme [6]; que evoluciona al final del ese periodo hacia un sistema
unico de base 60 semejante al utilizado anteriormente para las unidades
discretas (sistema S).

Por ejemplo, el nimero decimal 14646, equivaldria en base 60 a: 446;
ya que 4 x 60% + 4 x 60! + 6 x 60° = 14646 [Nota A.4.1]; se requiere
de otros caracteres o signos para expresar cualquier niimero en la base
60. Para la base decimal, s6lo requerimos de diez; y para la binaria
de dos. El nimero 214646, se puede escribir en base 60, como: xbQ;
completando con letras los digitos mas alla del décimo.


https://math.tools/calculator/base/10-60
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Relictos de esa herencia —base 60— es evidente

cuando medimos angulos; también cuando ex- v [———
presamos coordenadas geograficas o nos referi- (bssm.o",m ‘Ab":mblmn
mos a la medida del tiempo (en horas, minu- 1 T r

tos y segundos); incluso cuando contamos en * « «
docenas, dado que 60 es divisible por 12, la ” Y %
docena es una forma natural de subdividir las ” I S
unidades en el sistema sexagesimal. A partir de * T« T«
ese momento, en Babilonia y su drea de influen- % T« T<«
cia, quedan establecidos los nimeros abstractos; w | 1% ™
cuya escritura y manejo ya no dependen de "
los objetos que designan (Babilonia se cita sélo . M W=
como ciudad de referencia; otras grandes urbes 00 ¥ i
le precedieron). La figura a la derecha, muestra o |wwE T <
la evolucion de los numerales mesopotamicos; e L
antes y después del eclipse de la civilizacién O R O

sumeria [19]. Ese fue un largo proceso de lib-
eracién del nimero de las unidades contables y Figura 1.2
metrolégicas [12].

71 P11 L 21 &7 31 <y 41 <&y 51
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v 3 My 13 AP 23 T 33 Qm 43 fg(m 53
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Figura 1.3 Sistema tardio de numeracién mesopotamico en escritura
cuneiforme —estrictamente base 10—, utilizado por: sumerios, acadios
y babilonios [Wikipedial.

1.1.2 Los Griegos

Los griegos, luego del periodo clasico, atn visualizan y conciben al
nimero apegados a la geometria (jun milenio después de que los niimeros
se pasearan libremente en la mente de maestros y estudiantes en Ba-


https://w.wiki/7o5Z
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bilonial).

El gran matematico griego Euclides (ca. 300 a.C.), retoma lo pretérito
y define al nimero como una multiplicidad de unidades; siendo la unidad
un concepto primitivo no necesario de definir, “que ya estd ahi”. En su
imponente libro “Los Elementos”, Euclides razona sobre niimeros que no
especifica: ni siquiera dice si las representaciones numéricas que utiliza
mediante segmentos, equivalen a 1, 2 o 3, etc.; asi que podemos definirlos
como: «representaciones de niimeros abstractos». Simplemente cuando
quiere expresar un numero, lo designa mediante un segmento; al cual le
aplica razonamiento matematico mediante un enfoque axiomatico [18].

Los estudios gramaticales se iniciaron en Grecia a partir del siglo V
a.C.; estos estudios se vincularon con «el arte de escribir bien», dado
que en ese tiempo se consideraba el lenguaje escrito mas importante
que el lenguaje oral. No es casual, que, a partir de ese momento en
los textos griegos conocidos (principalmente de Euclides, Arquimedes y
Apolonio), también quedara establecido el «canony ideal para los textos
matematicos.

Los griegos hicieron de la geometria una herramienta que le permitia
incursionar en la teoria de niimeros, que expresaban como razones
geométricas. Esta abstraccion griega del niimero, perduré mas de un
milenio y medio.

1.1.3 Los Indios

En la literatura arabe y persa, aparecen referencias al respecto de que
los indios tuvieron la gloria de grandes logros matematicos'; entre ellos:

o El sistema posicional decimal.

e Fl refinamiento del cdlculo aritmético en la base decimal.

'En la leyenda de Sessa; referida al juego del Shaturanja (ancestro del ajedrez).
Queda reflejada la explicacién que los calculistas le hacen al rey; al respecto del
sistema de calculo posicional utilizado en el reino: se requieren 9 simbolos para
representar las unidades, que adquieren diferentes valores en relacion a la posicién de
orden que tengan en la escritura de un nimero. Y la utilizacién de un décimo simbolo
para representar al «cero» que tiene valor nulo y sélo se utiliza para rellenar el lugar
de las unidades del orden que no estan presentes. Dice finalmente el calculista “con
este sistema podemos representar cualquier nimero sin importar el largo que pueda
tener y esa misma simplicidad permite cualquier célculo aritmético.” [19]
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El cero y los ntimeros negativos?, aparecen en la matemaética india
a partir de la alta Edad Media occidental. El cero, fue introducido
primeramente s6lo como simbolo de numeracién antes de ser considerado
como un numero; pero tanto como simbolo de relleno o nimero, el cero
fue un gran avance para las matematicas. Pero no se puede desconocer
que el “cero” ya era conocido por los babilonios de una manera menos
precisa. Los que no asimilaron la existencia del cero y de los niimeros
negativos, fueron los griegos; probablemente su teoria axiomaéatica de
las razones de magnitudes, resultaba inadecuada para operar con esas
abstracciones?.

Producto del estudio y del andlisis, los «niimeros» se diversifican.
Aparecen «nuevos numeros» como resultado de operaciones y de manip-
ulacion algebraica; entidades numéricas que en principio fueron llamadas
anti nimeros «falsos», «ficticios», «absurdosy, «imposiblesy, «imaginar-
iosy, etc.; e.g. formalmente, ateniéndose a la definicién, no debe tener
sentido la diferencia a — b de dos enteros naturales cuando es a < b.
Sin embargo, este “sin sentido”, no era tal para los indios; ellos eran
conscientes de la interpretacién de los nimeros negativos en algunos
casos, como las deudas comerciales® (algo semejante ocurrié en el en-
torno babilonio). “Para los griegos de la época clasica, buscadores ante

2Los indios eran conscientes de la interpretacién que se debia dar a los nimeros
negativos en algunos casos: por ejemplo, en problema comerciales (una deuda). Los
negativos, junto con una mejora progresiva de la notacién algebraica, es el tinico
progreso notable del Algebra al final de la Edad Media.

3El progreso hacia el rigor que bien expresa Euclides es sus escritos, genera
también un estancamiento, e incluso un retroceso, respecto a las técnicas del calculo
algebraico. La teoria de las magnitudes fue concebida para la Geometria; lo que
paraliza el desarrollo auténomo de la notacién algebraica. Los elementos que aparecen
en los célculos deben siempre ser «representados» geométricamente. Por otra parte,
las dos leyes de composicién que intervienen no estan definidas sobre el mismo
conjunto (la suma de dos razones no siempre estd definida, y el producto de dos
longitudes no es otra longitud sino un area), todo esto origina una complicacién
que hace casi imposible el manejo de relaciones algebraicas de grado superior al
segundo[6].

4Los hindtes establecieron su propia codificacién algebraica: La adicién fue
indicada por yuxtaposicién; la sustraccién por un punto sobre el sustraendo; la
multiplicacién por las letras bha (primera silaba de la palabra bhavita; “el producto”);
la division poniendo el divisor debajo del dividendo; la raiz cuadrada por la silaba ka
(de la palabra karana; “irracional”) antes de la cantidad. Brahmagupta (628) indica
las incognitas por ya, los enteros conocidos por ru y una segunda incoégnita por ka.
e.g. en su notacion, 5zy + /13 — 4 escribirfa como: ya ka 5 bha ka 13 ru 4 [9].
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todo de la claridad, estas extensiones hubieran sido inconcebibles; solo
podian venir de calculadores mas dispuestos que ellos a depositar una
confianza un poco mistica en el poder de sus métodos y a dejarse llevar
por el mecanismo de sus calculos sin pararse a comprobar lo licito de
cada paso, confianza en general justificada a posteriori por los resultados
exactos a que conducia la extension a estos nuevos entes matematicos
de las reglas de calculo tinicamente validas, en rigor, para los nimeros
conocidos anteriormente” [6].

1.1.4 Diofanto de Alejandria

No todos los griegos fueron atrapados por el rigor de la teoria de mag-
nitudes, Diofanto® hace grandes esfuerzos y rescata de las tradiciones
pasadas, las reglas heredadas de los egipcios y de los babilonios; que atin
sobrevivian sin modificaciones entre los calculistas profesionales (lla-
mados «logisticos»). Diofanto, no se complica con las representaciones
geométricas e inventa la suya propia: desarrolla de modo natural reglas
para el calculo algebraico abstracto. Actiia con libertad, sin preocuparse
mucho por las ideas generales que imperaban; como la concepcién ax-
iomética de las leyes de composiciéon®. Entre otras, Diofanto enuncia la
«regla de los signos», y realiza célculos con nimero negativo; relacionado
con el calculo de polinomios, permitiendo desarrollar productos tales
como: (a — b)(c — d); pero no llega a “conocer” o enunciar los niimero
negativo como objetos numéricos independientes [6].

5Matematico griego, llamado “el padre del &lgebra”, trabajé en la ciudad de
Alejandria [fundada por Alejandro Magno al norte de Africa], el principal centro de
intelectualismo cientifico en la antigiiedad. [20]

6La influencia de Diofanto (y la de sus seguidores inmediatos) respecto a la
concepcién axiomatica de las leyes de composicién, hacen que éstas no vuelvan a
aparecer en el Algebra hasta principios del siglo XIX.
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Figura 1.4 El africano Diofanto de Alejandria, segtin Baldor [3], y
muestra de su escritura matematica altamente simbolizada (Aritmética

2.8) [31].

Diofanto rompe con el «canony ideal griego para los textos matemati-
cos. En su Aritmética, opta por un estilo completamente diferente al
establecido; muy alejado al de Euclides. A pesar de que evita la teoria
axiomatica de las razones de magnitudes, cada problema es seguido por
el razonamiento que conduce a la determinacion de una solucion. Utiliza
regularmente simbolos para formular los problemas y el tipo de prueba
que les sigue, los cuales involucran enunciados relacionados con niimeros
e incégnitas; por primera vez usa un simbolo literal para representar una
incégnita; otro para identificar a los ntimeros desconocidos “s”7, otro
para los dngulos rectos, etc. [Cuadro 1.5]; sin embargo, estos simbolos
difieren en el fondo de la manera como se utilizan actualmente (en
un entorno puramente simboélicos). Al parecer ayudaron a formar el
significado de las declaraciones; como los simbolos en una abreviatura.
Pero sin duda alguna, sus simbolos ayudaron a mejoraron la capacidad
de reconocimiento de las expresiones, de la misma manera como lo hace
una escritura técnica especializada [9]; en ese sentido, facilitaron la
abstraccion y comprension de elementos mateméticos complejos; por
sus méritos, Diofanto es considerado uno de los padres del algebra|20].

"Diofanto utilizé ¢ (variacién de sigma mintscula) de manera especial para
denotar un ndmeros desconocido en general; el simbolismo fue el elemento mas
importante de su legado|9].
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Cuadro 1.5 Algunos Simbolos de Diofanto.

Signo Significado Origen-griego

S numero desconocido sigma minuscula

M signo negativo una A con un | central

AT incégnita cuadratica delta superindice epsilon

KT numero cubico kappa superindice epsilon
AUV incognita cubica delta superindice’U’

[ un numero al cuadrado

il catetos de un A rectangulo contexto pitagérico

]T4 las unidades inic. de la palabra 'monades’

1.1.5 Los Arabes

Desde lejanas geografias, los arabes portaron en sus caravanas y en sus
mentes, conocimiento de todo tipo y de todas las areas del saber. Entre
muchos: libros, instrumentos, técnicas, formulas y métodos de resolucion
de problemas matematicos; con todo esmero se dedicaron a recopilar
matematica y astronomia; de la India, de Grecia y de todo el mundo
antiguo por donde circularon, drenando y absorbiendo sus saberes. Pero
los arabes no se limitaron a ser simples transportes para las ciencias;
las cultivaron, las mejoraron, las sistematizaron y las asentaron por
escritos en libros y bibliotecas; ese sin duda fue su mayor aporte para
la humanidad. Por ellos y de la mano de ellos, en su forma y con su
grafia, el mundo occidental se entera del conocimiento pasado; «olvidado,
perdido o extraviadoy; gran parte de lo que se sabe del mundo antiguo,
lo dice la obra drabes (lamentablemente no pudieron decirnos todo ...
gran parte se perdié o continta extraviado).

El impulso civilizatorio (con cardcter de conquista) que Alejandro
Magno impuso sobre los pueblos del cercano oriente y mediterraneos
durante el llamado Periodo Heleno (323 a. C.-30 a. C.), no se agota
y culmina con el derrumbe del Imperio Romano (entre los siglos V' y
VII); no se diluye en la Edad Media. Fue retomado por los arabes y
cultivados en sus Escuelas y Universidades; en tinieblas fue esparcido
por el mundo y también al cimulo de reinos que se disputaban la
peninsula ibérica (donde atin no existia politicamente Espafia). Los
arabes asentaron en iberia al Estado Al Andaluz, al cual sembraron
de jardines, y palacios; en ellos amasaron los conocimientos propios
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y del mundo antiguo (babilonios, egipcios, indios, griegos, etc.). De
los peninsulares castellanos, pero también de los moros africanos y de
los arabes, es el mérito de que el conocimiento antiguo y “moderno”
llegaran al mal llamado Nuevo Mundo; donde el helenismo atin prosigue
conquistando espacio y alumbrando oscuridades.

Asi como en su tiempo hicieron los griegos, los arabes fueron eficiente
en organizar y axiomatizar los conocimientos matematicos, tantos que
hicieron propios, los provenientes de culturas anteriores, como los que
alcanzaron en virtud del estudio, de la razén y de la constancia.

Los arabes, luego del siglo IX, introdujeron el concepto fundamental
de ecuacion; como una concatenacién de argumentos 1ogicos (no sim-
bolizados). Una relacién que combinaba una magnitud desconocida (la
incégnita), con otras magnitudes conocidas; todo ello en un contexto
geométrico (frecuentemente relacionados con problemas de reparto de
herencias de tierras). Luego razonaron, que, dependiendo del problema,
la incégnita podia ser una magnitud geométrica o un nimero; se dieron
cuenta que podian manipular las magnitudes geométricas, mediante
un calculo aritmético realizado mediante ecuaciones que relacionaban
numeros; habia nacido una nueva algebra. Luego del siglo XII, con esta
algebra, realizaron calculos aproximados en notacién decimal (con cifras
detras de la coma); calculos polinémicos muy elaborados de potencias
—cuadraticas, cibicas y cuartas— e incluso potencias negativas; y final-
mente polinomios de raices® de orden cualquiera. jEuropa atin ignoraba
todo eso!

Los arabes siguieron escribiendo frases y sentencias para tratar las
ecuaciones en lenguaje ordinario, a pesar de los logros de los mateméti-
cos indios y del heleno—africano Diofanto; sélo los coeficientes fueron
indicados numéricamente.

8Se llama raiz (o cero) de un polinomio o de una funcién (definida sobre un cierto
cuerpo algebraico f(x)) a todo elemento z perteneciente al dominio de dicha funcién
de manera que se cumpla: f(x) = 0.
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1.1.6 René Descartes

“Entonces aparecié Descartes, e hizo lo contrario de
lo que debia hacer; en vez de estudiar la naturaleza
tratd de imaginarla. Era el gedmetra mas grande
de su siglo, pero la geometria deja al espiritu tal
como lo encuentra. El de Descartes se inclin-
aba demasiado a la invencion. Las obras del
primero de los matematicos casi no son otra cosa
que novelas de filosofia. Un hombre que desdend
las experiencias, que no cit6 jamds a Galileo, que  Figura 1.6 René
queria construir sin materiales, no podia Descartes [F. Hals,
levantar mds que un edificio imaginario. Lo 1650].

que tenia de novelesco fue aceptado, y las pocas

verdades mezcladas a sus quimeras fueron al prin-

cipio combatidas”[35].

En Europa, a finales del siglo XV, El Renacimiento, permitié que
la curiosidad humana emprendiera el rescate de sus valores perdidos,
igualmente hizo posible la aceptacion de nuevos cdnones; empezd a
diferenciarse una ciencia pura sin el predominio de la iglesia catdlica.
Un logro que el mundo musulman ya habia alcanzado por lo menos
cinco siglos antes. A inicios del siglo XVI, los matematicos italianos
comenzaron a trabajar con ecuaciones de tercer y cuarto grado; pronto
se vieron obligados a aceptar nuevos entes y campos numéricos como
habia sucedido con los nimeros negativos: los llamados imaginarios.
El francés Viete en 1646, introdujo las letras para designar a todos los
elementos en las ecuaciones algebraicas (datos e incégnita).

René Descartes en su Geometria (apéndice de El Discurso del Método;
1637 [14]), anuncia que una ecuacién algebraica tiene tantas raices como
grados; pero explica que estas raices no siempre eran reales; en su texto
introdujo formalmente el viejo término «imaginario» (Albert Girard , ya
los denominaba «imposibles» 1629). Sin embargo, ambos consideraban
a esos extrafios nimeros como intermediarios para tratar problemas en
forma general, no lo reconocieron como objetos numéricos propios (eso
tard6 un poco mas)|[18].

La notacion algebraica fue perfeccionada por Viete y Descartes; a
partir de este 1ltimo, la notacién algebraica ha sido (poco méas o menos)
la que empleamos hoy|6].

Uno de los legados méas perdurables de René Descartes fue el desar-
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rollo de la geometria analitica (llamada geometria cartesiana), donde
utiliza un refinado lenguaje simbdlico; lenguaje que se ha generalizado y
enriquecido por los matematicos luego de él, esta herencia se ha exten-
dido a toda la matematica. Descartes inici6 la convencién de representar
con letras las incognitas en las ecuaciones e.g., [x,y, z]; igual para los
datos conocidos e.g., [a, b, c]. También fue pionero en la notacién estan-
dar que usa super indices para mostrar las potencias o exponentes; e.g.,
los 2 utilizados en x? para indicar z al cuadrado [39)].

El cero, los nimeros negativos, las interpretaciones y abstrac-
ciones de caracter geométrico o cinemético; junto con las mejoras
progresiva de la notacion y la sintaxis algebraica iniciada por Dio-
fanto: representan el inico progreso notable del Algebra al final
de la Edad Media; antes de «El Renacimiento». En matemati-
cas, al renacimiento se le deberia llamar racionalismo; siendo
René Descartes el mejor representante de ese impulso que atin no
culmina.

1.1.7 Diversidad numérica y las reglas del algebra

La evolucién de los niimeros a lo largo de la historia ha sido testigo
de la emergencia de nuevos conceptos numéricos, resultado tanto de
operaciones matematicas como de reflexiones sobre su significado. Estas
nuevas entidades, inicialmente denominadas de diversas maneras: ‘anti
numeros’, ‘falsos’, ‘ficticios’, ‘absurdos’, ‘imposibles’; ‘imaginarios’, etc..
Por ejemplo, la nocién de niimeros negativos, parecia carecer de sentido
en ciertos contextos para algunas culturas antiguas; para los griegos de
la época clasica, buscadores ante todo de la claridad, estas extensiones
hubieran sido inconcebibles. Pero encontré justificacion en situaciones
como las deudas comerciales; reconocidas por civilizaciones como la
india y la babilonica.

Formalmente, ateniéndose a las antiguas definiciones, no debe detener
sentido la diferencia a — b de dos enteros naturales cuando es a < b;
pero los indios eran conscientes de la interpretaciéon de los niimeros
negativos en algunos casos, como las deudas comerciales (algo semejante
ocurrié en el entorno babilonio). A pesar de la resistencia inicial a
estas extensiones numéricas, su adopcion demostro ser esencial para la
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evolucion de las matematicas, abriendo nuevas posibilidades y revelando
la profundidad de su naturaleza. Confianza en general justificada a
posteriori por los resultados exactos a que conducia la adopcién de estos
nuevos entes matematicos, utilizando las reglas de calculo inicamente
validas, en rigor, para los niimeros conocidos anteriormente” [6]; pero
fue necesario adecuar la sintaxis matematica.

En algebra elemental, se conocen estas expresiones y transforma-
ciones fundamentales que imperan sobre la “sintaxis”, como reglas;
reglas de supresion de paréntesis, reglas de signos, etc. Al aplicar estas
reglas (combinaciones de trasformaciones elementales), uno se puede
olvidar que cada letra con que modernamente se trabajan las expre-
siones algebraicas, es s6lo un simbolo que representa a un ntimero; se
puede proceder mecanicamente con independencia del significado de la
transformacién; atentos solamente a las reglas que rigen las trasforma-
ciones.



