SISTEMI LINEARI

Sistemi di equazioni
Un sistema di equazioni € un insieme di equazioni per le quali si ceroaventuali soluzioni comuni.

Esempio
{x +y=7 Ognuna delle due equazioni ha infinite soluzioni.
x—y=1 La coppia(x = 4; y = 3) é la soluzione comune.

Un sistema si dicintero se tutte le equazioni che lo compongono sonoéanter
Un sistema si dicfrazionario se almeno una delle equazioni che lo compongamdegjuazione frazionaria.
Il grado di un sistema intero € il prodotto dei gradi dslle equazioni.

Esempi
x+2y—3z=1
x%2+y%2 =134 x%+y% =34 y _
+v=8 v = 15 3x+2y—z=7
xTy= xy= 2x+y—2z=3
Sistema di 2 equazioni Sistema di 2 equazioni Sistema di 3 equazioni
in 2 incognite di 2° grado in 2 incognite di 4° grado in 3 incognite di 1° grado

Un sistema si dicdeterminato quando ha un numero finito di soluzioni.
Un sistema si dicindeterminato quando ha infinite soluzioni.
Un sistema si diciampossibile quando non ha soluzioni.

Sistemi lineari

Un sistema di due equazioni lineari in due incognite € un sistema formato da due equazioni di primdara
nelle stesse due incognite.

Un sistema di due equazioni lineari in due incognite ridotto a forma normale € un sistema del tipo:

{a x+by=c a, a', b, b’ sono dettcoefficienti delle incognite
a'x + b'y=c ¢, ¢ sono detttermini noti delle due equazioni
a b . N .
Se — =+ > Il sistema aleterminato
a
a b ¢ . .
Se —=—=— Il sistema éndeterminato
a b ¢
b .
Se 3, =—# 5, Il sistema é@mpossibile
a b ¢
Esempi
X+y=5 1 1 . .
1 B p—— Il sistema € determinat
X—y= | sistema e determinato
2x —2y =6 2 -2 . L. .
X y — == Il sistema € indeterminato
xX—y= 1 -1
+y=3 1 1 3 . .. -
prry B = Il sistema & impossibile
x+y=>5 1 175




Metodo di sostituzione

Per risolvere un sistema di due equazioni lingadue incognite occorre:

ridurre il sistema in forma normal&pplicando i principi di equivalenza delle equagjo

verificare se il sistema é determinaio caso affermativo continuare con la risoluzione)

ricavare un’incognita da una delle due equazioni

sostituire I'espressione dell’incognita trovataladtra equazione

risolvere I'equazione in un’incognita ottenuta

sostituire la soluzione trovata nell’altra equaeiqer determinare il valore dell’altra incognita
scrivere la coppia dei valori soluzione del sistema

effettuare la verifica della soluzioi@n obbligatoria)

©NOo bk bR

Esempio

x-D+1)=xy o :
{ x N y 3 Riduciamo il sistema in forma normale
5 2
xy+x—y—-1=xy

2x + 5y =30
X—V= I o . :
12x + 5y = 30 Verifichiamose il sistema e determinato

(ﬁ = l) + (2 = __1> Essendo il sistema determinato, continuiamo netduzione

Ricaviamo l'incognitax dalla prima equazione

Sostituiamo I'espressione dell’'incognita trovatd’akkra equazione

Risolviamo I'equazione nell'incognita ottenuta

7y = 28
- Sostituiamo la soluzione trovata nell’altra equagie@ determiniamo il
y=+4 valore dell’altra incognita
{x =144
y=+4
=5 - , , . . .
{; —a Scriviamo la coppia dei valori soluzione del sistem

Verifica della soluzione

G-1DA+1)=5-4
{ 5 N 4 3 Sostituiamo le soluzioni trovate al posto delle thomgnite x e y
5 2
{Li '+52=_53' 4 essendo le due eguaglianze vere il sistema érgatto correttamente.

Matematica www.mimmocorrado.it



Metodo del confronto
Per risolvere un sistema di due equazioni lingadue incognite occorre:

1. ridurre il sistema in forma normal&pplicando i principi di equivalenza delle equaszjo
2. verificare se il sistema é determinaio caso affermativo continuare con la risoluzione)
3. ricavare la stessa incognita da entrambe le equiazio
4. uguagliare le due espressioni delle incognite teva
5. risolvere I'equazione in un’incognita ottenuta
6. sostituire la soluzione trovata in una delle dugagipni per determinare il valore dell’altra incagn
7. scrivere la coppia dei valori soluzione del sistema
8. effettuare la verifica della soluzio@n obbligatoria)
Esempio
x-Dy+1)=xy o .
{ x y Riduciamo il sistema in forma normale
—+==3
5 2
xy+x—y—1=xy
2x + 5y =30
X—y= e - R .
12x + 5y = 30 Verifichiamo se il sistema & determinato
(ﬁ — l) + (2 — __1> Essendo il sistema determinato, continuiamo netduzione
a 2 b 5
{ x=1+y Ricaviamo l'incognitax da entrambe le equazioni
2x =30 — 5y gnitax q
{x =1+y
x=15—-—=
>y
1+y=15- Ey Uguagliamo le due espressioni delle incognite ti®earisolviamo
2 'equazione ottenuta

y=4 Sostituiamo la soluzione trovata in una delle dygagioni e determiniamo
il valore dellaltra incognita

Scriviamo la coppia dei valori soluzione del sistem

Verifica della soluzione

G-1DA+1)=5-4
{ 5 N 4 3 Sostituiamo le soluzioni trovate al posto delle thomgnite x e y
5 2
{Li '+52=_53' 4 essendo le due eguaglianze vere il sistema érgatto correttamente.
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Metodo di riduzione (o di addizione e sottrazione)
Per risolvere un sistema di due equazioni lingadue incognite occorre:

AR A

ridurre il sistema in forma normal&pplicando i principi di equivalenza delle equagjo

verificare se il sistema é determinaio caso affermativo continuare con la risoluzione)

moltiplicare la prima equazione per il coefficientgla prima incognita della seconda equazione
moltiplicare la seconda equazione per il coeffitaettella prima incognita della prima equazione

Se i coefficienti della prima incognita, nelle degquazioni, sono uguali si effettua la sottrazione

membro a membro. Se invece sono opposti si es&gldidione.

© o NOo

Esempio

x-D@+1D=xy
x Yy
57277
xy+x—y—1=xy
2x +5y =30
x—y=1
2x +5y =30

(2= ) (b—”)
a b5
b+ s
2- { x—y=1

1-(2x +5y =30
{2x—2y=2 -
2x +5y =30 =

—7y = —28

y=4
{xz 1+4
y=4

{x =5
y=4
Verifica della soluzione

{(5-1)(4-+1) =54

—4+-=3
572
{+5=54
1+2=3

risolvere la semplice equazione in un’incognit@otta

sostituire la soluzione trovata nell’altra equaeiqer determinare il valore dell’altra incognita
scrivere la coppia dei valori soluzione del sistema

effettuare la verifica della soluzio&n obbligatoria)

Riduciamo il sistema in forma normale

Verifichiamo se il sistema é determinato

Essendo il sistema determinato, continuiamo nedt@uzione

Moltiplichiamo la prima equazione per il coefficterdella prima incognita
della seconda equazione

Moltiplichiamo la seconda equazione per il coeéde della prima
incognita della prima equazione

Siccome i coefficienti della prima incognita, neflee equazioni, sono ugu
si effettua la sottrazione membro a membro e avedl valore della prima
incognita

Sostituiamo la soluzione trovata in una delle dygazioni per determinare
il valore dell'altra incognita

Scriviamo la coppia dei valori soluzione del sistem

Sostituiamo le soluzioni trovate al posto delle ¢hcognitex e y

essendo le due eguaglianze vere il sistema éritatto correttamente.
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Teorema di Cramer

- . . o . . ax +by=c
Dato il sistema lineare di due equazioni in due incognite , , ,
ax +by=c
- \ . . D D
Se D #0 ilsistema e determinato e ha soluzione (x = 3" ;Y= Fy)
. + indeterminato se D,=0 A D,=0
Se D=0 ilsistemaeé: x Y
+ impossibile se Dy,#0 Vv D,#0
_la b . .
Con D = |a’ b’| determinante del sistema
D, = |£, ll)” determinante relativo all’incognita x del sistema
a c . . . . .
y = |a' c’| determinante relativo all'incognita y del sistema

Dimostrazione

Supponiamo, per semplicita, che i coefficienti’abab’ del sistema lineare siano tutti diversi dero.

Applichiamo quindi il metodo di addizione e sotioae :

Moltiplicando i due membri della prima equazione pe
e i due membri della seconda equazionemper

{ab’ X+ bb'y=>b'c
a'bx + bb'y = bc’
Sottraendo membro a membro si ottiene:

ab'x —a'bx =b'c— bc’ da cui siricava:

Moltiplicando i due membri della prima equazione pe
e i due membri della seconda equazione @er

aa'x + adby=a'c
{aa’x + ab'y =ac’
Sottraendo la prima equazione dalla seconda st
ab'y —a'by =ac' —a'c da cuisiricava:

(ab’—a'b)x =b'c—bc'

(ab"—a'b)y =ac'—d'c

Seab’' —a'b # 0 siottengono le due espressioni

c b a ¢
b'c—bc' |c’ b’| D, _ac'—adc _ |a' c’| _Dby
x:ab’—a’b=|a b|- D y_ab’—a’b_|a bl D
d b a b

il sistema e determinato

Se inveceab’ —a'b =0

Seb'c—bc’=0 A ac —a'c=0 entrambe le equazioni del sistema sono indetetmi= S. indeterminato

Seb'c—bc' 0

V ac'—a'c# 0 unadelle due equazioni del sistema e impossigil S. impossibile.

Il risultati ottenuti, supponendo che a, @', b,d8no diversi da zero, possono essere dimostrathamer i casi in cui
gualcuno di questi coefficienti € nullo.

Esempio
4x —5y =3 _ Dy _ 46 Dy 23
{3x+2y=8 (x=2=5=2; y=2=2=1)

D = |‘3L _25|=4-2—3-(—5)=8+15=23

_ 13 =5 _a2.9_a.r_cy— _ _ 14 3| _ 4.9 _2.2-29_09—
Dx—|8 2|_32 8- (=5) = 6+ 40 = 46 Dy=|; g|=48-33=32-9=23
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