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t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡ s❤♦❝❦s ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝❛❧❧②✳ ❊❛❝❤ ♣❡r✐♦❞✱ ❛❣❡♥ts ♦❜s❡r✈❡ ♦♥❡ ♠♦r❡

♣✐❡❝❡ ♦❢ ❞❛t❛ ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡ t❤❡✐r ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✶ s❤♦✇s ❤♦✇ t❤✐s ♣r♦❝❡ss

❧❡❛❞s t♦ ❧♦♥❣✲❧✐✈❡❞ r❡s♣♦♥s❡s ♦❢ ❜❡❧✐❡❢s t♦ tr❛♥s✐t♦r② ❡✈❡♥ts✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❡①tr❡♠❡✱ ✉♥❧✐❦❡❧② ♦♥❡s✳

❚❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ❢♦r s✉❝❤ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ✐s t❤❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❜❡❧✐❡❢s✳ ❚❤❡

❧♦❣✐❝ ✐s t❤❛t ♦♥❝❡ ♦❜s❡r✈❡❞✱ t❤❡ ❡✈❡♥t r❡♠❛✐♥s ✐♥ ❛❣❡♥ts✬ ❞❛t❛ s❡t✳ ▲♦♥❣ ❛❢t❡r t❤❡ ❞✐r❡❝t ❡✛❡❝t

♦❢ t❤❡ s❤♦❝❦ ❤❛s ♣❛ss❡❞✱ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❛t t❛✐❧ ❡✈❡♥t ❛✛❡❝ts ❜❡❧✐❡❢s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❝♦♥t✐♥✉❡s

t♦ r❡str❛✐♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❝t✐✈✐t②✳

✶❙❡❡ ❡✳❣✳✱ ❑r✉❣♠❛♥ ✭✷✵✷✵✮✱ ❘❡✐♥❤❛rt ❛♥❞ ❘♦❣♦✛ ✭✷✵✷✵✮ ❛♥❞ ❈♦❝❤r❛♥❡ ✭✷✵✷✵✮✳

✷



❖✉r ❛♥❛❧②s✐s ❛❧s♦ ♣♦✐♥ts t♦ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♠❡ss❛❣❡ ❢♦r ♣♦❧✐❝②✲♠❛❦❡rs✳ ❲❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ✐♥t❡r✲

✈❡♥t✐♦♥s ✭❡✳❣✳ t❤❡ r❡❝❡♥t st✐♠✉❧✉s ♣❛❝❦❛❣❡✮ ❛r❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡✳ ❚❤❡ ❝♦st ✐s ♦❢t❡♥ ❡❛s② t♦ s❡❡✱ ❜✉t

✇❤❛t ❛r❡ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts❄ ■♥ t❤❡ s❤♦rt✲t❡r♠✱ t❤❡② ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡✱ ❤❡❧♣ ♣r♦t❡❝t t❤❡ ♠♦st ✈✉❧✲

♥❡r❛❜❧❡ s❡❝t✐♦♥s ♦❢ s♦❝✐❡t② ❛♥❞ ❤❡❧♣ ❜✉s✐♥❡ss❡s s✉r✈✐✈❡✳ ❇✉t✱ ✇❤❛t ❛r❡ t❤❡✐r ❧♦♥❣✲t❡r♠ ❡✛❡❝ts❄

❖✉r ❛♥❛❧②s✐s s❤♦✇s t❤❛t ♣♦❧✐❝✐❡s t❤❛t ❤❡❧♣ ♣r❡✈❡♥t ❝❛♣✐t❛❧ ❞❡♣r❡❝✐❛t✐♦♥ ♦r ♦❜s♦❧❡s❝❡♥❝❡✱ ❡✈❡♥

✐❢ ✐t ❤❛s ♦♥❧② ♠♦❞❡st ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❡✛❡❝ts ♦♥ ♦✉t♣✉t✱ ❝❛♥ ❤❛✈❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❜❡♥❡✜ts✱ ❛♥

♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ s❤♦rt✲r✉♥ ❜❡♥❡✜t t❤❛t ♣♦❧✐❝② ♠❛❦❡rs t②♣✐❝❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r✳

◆♦ ♣♦❧✐❝② ❝❛♥ ♣r❡✈❡♥t ♣❡♦♣❧❡ ❢r♦♠ ❜❡❧✐❡✈✐♥❣ t❤❛t ❢✉t✉r❡ ♣❛♥❞❡♠✐❝s ❛r❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t❤❛♥ t❤❡②

♦r✐❣✐♥❛❧❧② t❤♦✉❣❤t✳ P♦❧✐❝② ❝❛♥ ❤♦✇❡✈❡r ❛✛❡❝t ❤♦✇ t❤❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ❝r✐s✐s ❛✛❡❝ts ❝❛♣✐t❛❧ r❡t✉r♥s✳ ❇②

❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❛t ♠❛♣♣✐♥❣✱ t❤❡ ❝♦sts ♦❢ ❜❡❧✐❡❢ s❝❛rr✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ♠✐t✐❣❛t❡❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇✐❞❡s♣r❡❛❞

❜❛♥❦r✉♣t❝✐❡s ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❞❡str✉❝t✐♦♥ ♦❢ s♣❡❝✐✜❝ ✐♥✈❡st♠❡♥ts ❛♥❞ ❛ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❡r♦s✐♦♥ ✐♥ t❤❡

✈❛❧✉❡ ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ t②♣❡s ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧✳ ❲❤✐❧❡ ♣♦❧✐❝② ♠❛❦❡rs ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❢r♦♠ t❤❡ st❛rt t❤❛t ♣r❡✈❡♥t✐♥❣

❜❛♥❦r✉♣t❝✐❡s ✇❛s ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ❜❡❧✐❡❢s ❧❡❛❞s ♦♥❡ t♦ ❞r❛st✐❝❛❧❧② ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡

❥✉st ❤♦✇ ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❛t ♠✐ss✐♦♥ ✐s✳

❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❜❡❧✐❡❢ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ❡♠❜❡❞s ♦✉r ❜❡❧✐❡❢

✉♣❞❛t✐♥❣ t♦♦❧ ✐♥ ❛ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❧✐♥❦ t❛✐❧ ❡✈❡♥ts ❧✐❦❡

t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝r✐s✐s t♦ ♠❛❝r♦ ♦✉t❝♦♠❡s ✐♥ ❛ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ♣❧❛✉s✐❜❧❡ ✇❛② ❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✕

❡✳❣✳ ❜② ●♦✉r✐♦ ✭✷✵✶✷✮ ❛♥❞ ❑♦③❧♦✇s❦✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✷✵✮ ✕ t♦ st✉❞② t❤❡ ✷✵✵✽✲✵✾ ●r❡❛t ❘❡❝❡ss✐♦♥✳ ■t

❢❡❛t✉r❡s✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡r ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❜❛♥❦r✉♣t❝② r✐s❦ ❛♥❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡ s❤♦❝❦s t♦ ❝❛♣✐t❛❧ q✉❛❧✐t②✳ ❚❤✐s

s❡t ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✐s ♥♦t ♦✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳ ■t ✐s s✐♠♣❧② ❛ ❧❛❜♦r❛t♦r② ✇❡ ❡♠♣❧♦② t♦

✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ♣❡rs✐st❡♥t ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡✛❡❝ts ❢r♦♠ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❡①tr❡♠❡ ❡✈❡♥ts✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ❞❡s❝r✐❜❡s

t❤❡ ❞❛t❛ ✇❡ ❢❡❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ♦✉r ❜❡❧✐❡❢ ❡st✐♠❛t❡s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ❝♦♠❜✐♥❡s ♠♦❞❡❧

❛♥❞ ❞❛t❛ ❛♥❞ ✉s❡s t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s t♦ s❤♦✇ ❤♦✇ ❜❡❧✐❡❢ ✉♣❞❛t✐♥❣ ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛t❡ ❧❛r❣❡✱

♣❡r♠❛♥❡♥t ❧♦ss❡s✳ ❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ ♦✉r r❡s✉❧ts t♦ t❤♦s❡ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♠♦❞❡❧✱ ❜✉t ✇✐t❤

❛❣❡♥ts ✇❤♦ ❤❛✈❡ ❢✉❧❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t♦ ♣✐♥♣♦✐♥t ❜❡❧✐❡❢ ✉♣❞❛t✐♥❣ ❛s t❤❡ s♦✉r❝❡ ♦❢

t❤❡ ♣❡rs✐st❡♥❝❡✳

❖✉r ♠❛✐♥ ✐♥s✐❣❤t ❛❜♦✉t ✇❤② t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡✛❡❝t ♦❢ ❈❖❱■❉✲✶✾ ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ♣❡rs✐st ❞♦❡s ♥♦t

r❡st ♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❡❝♦♥♦♠✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ●♦✉r✐♦ ✭✷✵✶✷✮ ♠♦❞❡❧✱ ♦r ♦♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r

s❤♦❝❦ ♣r♦❝❡ss ❛s ❛ ❞r✐✈✐♥❣ ❢♦r❝❡✳ ❚❤❡ s❤♦❝❦ ✇❡ ✉s❡ ✐s ♦♥❡ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛❜♦r

❢r♦♠ ❝❛♣✐t❛❧✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ s♦❝✐❛❧ ❞✐st❛♥❝✐♥❣✳ ❲❤✐❧❡ ♠❛♥② ♣r♦❢❡ss✐♦♥s ❛r❡ ❛♠❡♥❛❜❧❡ t♦ r❡♠♦t❡

✇♦r❦✱ ♠❛♥② ❛r❡ ♥♦t✳ ■t ✐s ❛s ✐❢ ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ❤❛s ❞✐s❛♣♣❡❛r❡❞✱ ✐♥ t❤❡

s❡♥s❡ t❤❛t ✐t ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ✉s❡✳ ❚❛❦❡ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ r❡st❛✉r❛♥t✳ ■ts ❦✐t❝❤❡♥ ♠❛②

st✐❧❧ ❜❡ ✐♥ ✉s❡✱ ❜✉t ✐ts ❞✐♥✐♥❣ ❛r❡❛ ✐s ✉♥♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ❝❛♣✐t❛❧✱ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ❡❛r♥✐♥❣ ③❡r♦ r❡t✉r♥✳

❆ ❦❡② q✉❡st✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ✇❤❡t❤❡r t❤✐s ❝❛♣✐t❛❧ ✐s ❣♦♥❡ ❢♦r ❣♦♦❞✳ ❙✉r❡❧②✱ t❤❡ r❡st❛✉r❛♥t ❤❛s ♥♦t

❞✐s❛♣♣❡❛r❡❞✳ ■t ✐s ♣❤②s✐❝❛❧❧② st✐❧❧ t❤❡r❡✳ ❇✉t ✐t ❝♦✉❧❞ ❣♦ ❜❛♥❦r✉♣t✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢

✜r♠✲s♣❡❝✐✜❝ ✐♥✈❡st♠❡♥ts t❤❛t t❤❡② ♠❛❞❡ t♦ t❤❡✐r str✉❝t✉r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❧♦st ♣❡r♠❛♥❡♥t❧②✳ ❊✈❡♥ ✐❢

✸



t❤❡ r❡st❛✉r❛♥t s✉r✈✐✈❡s✱ ♣❡♦♣❧❡✬s ❤❛❜✐ts ❝♦✉❧❞ ❝❤❛♥❣❡ s♦ t❤❛t ❞✐♥✐♥❣ ♦✉t ✐s ✐♥ ❧♦✇❡r ❞❡♠❛♥❞

❢♦r ②❡❛rs t♦ ❝♦♠❡✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❛ s♦✉r❝❡ ♦❢ ♣❡r♠❛♥❡♥t ✐♠♣❛✐r♠❡♥t t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ s✉❝❤

❝❛♣✐t❛❧✳ ■♥ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t s❝❡♥❛r✐♦s ✕ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ♣❡r♠❛♥❡♥t

❛♥❞ tr❛♥s✐t♦r② s❤♦❝❦s ✕ t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ r♦❧❡ ♦❢ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ♦♥ ❧♦♥❣✲t❡r♠ ♦✉t❝♦♠❡s✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥❣r❡❞✐❡♥t ✐s ❛ ❜❡❧✐❡❢ ✉♣❞❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss t❤❛t ✉s❡s ♥❡✇ ❞❛t❛ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s❤♦❝❦s✱ ♦r ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡①tr❡♠❡ ❡✈❡♥ts✳ ■t ✐s ♥♦t ❝r✉❝✐❛❧

t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❢r❡q✉❡♥t✐st✳✷ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❛t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣♦s❡ t❤✐♥

t❛✐❧s✳ ❲❡ ✉s❡ ❞❛t❛ ♦♥ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♠❛r❦❡t ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ s❤♦❝❦s ❛♥❞

❡st✐♠❛t❡ t❤❡✐r ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ♣r✐♦r t♦ t❤❡ ❈❖❱■❉✲✶✾ ❝r✐s✐s✳

❚❤❡ t❤✐r❞ ♥❡❝❡ss❛r② ✐♥❣r❡❞✐❡♥t ✐s ❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❧✐♥❦s t❤❡ r✐s❦ ♦❢ ❡①tr❡♠❡ ❡✈❡♥ts

t♦ r❡❛❧ ♦✉t♣✉t✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ●♦✉r✐♦ ✭✷✵✶✷✱ ✷✵✶✸✮ ❤❛s t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❝✉r✈❛t✉r❡ ✭♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t② ✐♥

♣♦❧✐❝② ❢✉♥❝t✐♦♥s✮ t♦ ❞❡❧✐✈❡r ❛ s✐③❡❛❜❧❡ ♦✉t♣✉t r❡s♣♦♥s❡ ❢r♦♠ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❞✐s❛st❡r r✐s❦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

✇❤❡♥ ❛❣❡♥ts ❞♦ ♥♦t ❧❡❛r♥ ❢r♦♠ ♥❡✇ ❞❛t❛✱ t❤❡ s❛♠❡ ♠♦❞❡❧ s✉❝❝❡❡❞s ✐♥ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡ ✐♥✐t✐❛❧

♦✉t♣✉t ❞r♦♣✱ ❜✉t ❢❛✐❧s t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥② ❧♦♥❣✲r✉♥ s❝❛rr✐♥❣ ❡✛❡❝ts✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❞❛t❛ ♦♥ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❛✐❧ r✐s❦✳ ❖t❤❡rs ♣♦✐♥t

t♦ ❧♦✇ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s ❛s ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝❛✉s❡ ♦❢ st❛❣♥❛t✐♦♥✳ ❖✉r st♦r② ❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts t❤✐s ❧♦✇ ✐♥t❡r❡st

r❛t❡ tr❛♣ ♥❛rr❛t✐✈❡ ❜② ❞❡♠♦♥str❛t✐♥❣ ❤♦✇ ❤❡✐❣❤t❡♥❡❞ t❛✐❧ r✐s❦ ♠❛❦❡s s❛❢❡ ❛ss❡ts ♠♦r❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡✱

❞❡♣r❡ss✐♥❣ r✐s❦❧❡ss r❛t❡s ✐♥ ❛ ♣❡rs✐st❡♥t ❢❛s❤✐♦♥✳

❈♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ♥❡✇ st✉❞✐❡s ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❈❖❱■❉✲✶✾

♣❛♥❞❡♠✐❝ ♦♥ t❤❡ ❯✳❙✳ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❉✐♥❣❡❧ ❛♥❞ ◆❡✐♠❛♥ ✭✷✵✷✵✮ ❝❧❛ss✐❢② t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✇♦r❦✐♥❣

❛t ❤♦♠❡ ❢♦r ❛❧❧ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥s✿ ❆❜♦✉t ✸✹✪ ♦❢ ❯❙ ❥♦❜s✱ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r ✹✹✪ ♦❢ ♦✈❡r❛❧❧ ✇❛❣❡s✱

❝❛♥ ♣❧❛✉s✐❜❧② ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t ❤♦♠❡✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❑♦r❡♥ ❛♥❞ P❡t➤ ✭✷✵✷✵✮ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡♦r②✲❜❛s❡❞

♠❡❛s✉r❡s ♦❢ t❤❡ r❡❧✐❛♥❝❡ ♦❢ ❯✳❙✳ ❜✉s✐♥❡ss❡s ♦♥ ❤✉♠❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❜② ✐♥❞✉str② ❛♥❞

❣❡♦❣r❛♣❤✐❝ ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ▲❡✐❜♦✈✐❝✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✷✵✮ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡s t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s❤♦❝❦ ♦♥

❝♦♥t❛❝t✲✐♥t❡♥s✐✈❡ ✐♥❞✉str✐❡s ♠❛② ♣r♦♣❛❣❛t❡ t♦ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❆ ✺✶✪ ❞r♦♣ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧

❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ❣♦♦❞s ❛♥❞ s❡r✈✐❝❡s ❢r♦♠ ❝♦♥t❛❝t✲✐♥t❡♥s✐✈❡ ✐♥❞✉str✐❡s ✐♠♣❧✐❡s ❛ ✶✸✪ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ t❤❡

❣r♦ss ♦✉t♣✉t ♦❢ ❧♦✇ ❝♦♥t❛❝t✲✐♥t❡♥s✐✈❡ ✐♥❞✉str✐❡s ❛♥❞ ❛ ✷✹✪ ❞r♦♣ ✐♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❣r♦ss ♦✉t♣✉t✳

▼♦st❧② ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞✱ ❏♦r❞❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✷✵✮ st✉❞② r❛t❡s ♦❢ r❡t✉r♥ ♦♥ ❛ss❡ts ✉s✐♥❣ ❛ ❞❛t❛s❡t

str❡t❝❤✐♥❣ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ✶✹t❤ ❝❡♥t✉r②✱ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ✶✺ ♠❛❥♦r ♣❛♥❞❡♠✐❝s ✇❤❡r❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✵✵✱✵✵✵

♣❡♦♣❧❡ ❞✐❡❞✳ ❙✐❣♥✐✜❝❛♥t ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❢t❡r✲❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ♣❛♥❞❡♠✐❝s ♣❡rs✐st ❢♦r ❛❜♦✉t ✹✵ ②❡❛rs✱

✇✐t❤ r❡❛❧ r❛t❡s ♦❢ r❡t✉r♥ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❞❡♣r❡ss❡❞✳ ▲✉❞✈✐❣s♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✷✵✮ ✉s❡ ❱❆❘s t♦ ❡st✐♠❛t❡

t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ♣❛♥❞❡♠✐❝ ♦✈❡r t❤❡ ♥❡①t ❢❡✇ ♠♦♥t❤s✳ ■♥ ❛ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ ❈♦❝❤r❛♥❡

✭✷✵✷✵✮ ❡①♣❧♦r❡s ✇❤❡t❤❡r t❤❡ r❡❝♦✈❡r② ❢r♦♠ t❤❡ ❈❖❱■❉✲s❤♦❝❦ ✇✐❧❧ ❜❡ ❱✱ ❯ ♦r ▲ s❤❛♣❡❞✳ ❚❤✐s

✷❋♦r ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❇❛②❡s✐❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❛✐❧ r✐s❦s ✐♥ ❛ s❡tt✐♥❣ ✇✐t❤♦✉t ❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♠♦❞❡❧✱ s❡❡ ❖r❧✐❦ ❛♥❞
❱❡❧❞❦❛♠♣ ✭✷✵✶✹✮✳

✹



✇♦r❦ ❢♦r♠❛❧✐③❡s ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ ✐❞❡❛s ✐♥ t❤❛t ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳

❖✉ts✐❞❡ ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❜✐♦❧♦❣✐sts ❛♥❞ s♦❝✐♦✲❜✐♦❧♦❣✐sts ❤❛✈❡ ♥♦t❡❞ ❧♦♥❣ ❛❣♦ t❤❛t ❡♣✐❞❡♠✐❝s

❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❜♦t❤ ❤✉♠❛♥s ❛♥❞ ❛♥✐♠❛❧s ❢♦r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s✳ ▲♦❡❤❧❡ ✭✶✾✾✺✮ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡

s♦❝✐❛❧ ❜❛rr✐❡rs t♦ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐♥ ❛♥✐♠❛❧s ❛s ❛ ♠♦❞❡ ♦❢ ❞❡❢❡♥s❡ ❛❣❛✐♥st ♣❛t❤♦❣❡♥ ❛tt❛❝❦✳ P❛st

❞✐s❡❛s❡ ❡✈❡♥ts ❤❛✈❡ ❡✛❡❝ts ♦♥ ♠❛t✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s✱ s♦❝✐❛❧ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡✱ ❣r♦✉♣ s✐③❡✱ ❣r♦✉♣ ✐s♦❧❛t✐♦♥✱

❛♥❞ ♦t❤❡r ❜❡❤❛✈✐♦rs ❢♦r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s✳ ●❛♥❣❡st❛❞ ❛♥❞ ❇✉ss ✭✶✾✾✸✮ ✜♥❞ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ s✐♠✐❧❛r ❜❡✲

❤❛✈✐♦r ❛♠♦♥❣ ❤✉♠❛♥ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s✳

■♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝s r❡❛❧♠✱ ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✲❜❛s❡❞ t❤❡♦r✐❡s ♦❢ ❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡s ❛❧s♦

❞❡❧✐✈❡r ♣❡rs✐st❡♥t ❡✛❡❝ts ❢r♦♠ ♦t❤❡r s♦rts ♦❢ tr❛♥s✐t♦r② s❤♦❝❦s✳ ■♥ ❙tr❛✉❜ ❛♥❞ ❯❧❜r✐❝❤t ✭✷✵✶✸✮

❛♥❞ ❱❛♥ ◆✐❡✉✇❡r❜✉r❣❤ ❛♥❞ ❱❡❧❞❦❛♠♣ ✭✷✵✵✻✮✱ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ s❤♦❝❦ t♦ ♦✉t♣✉t r❛✐s❡s ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱

✇❤✐❝❤ ❢❡❡❞s ❜❛❝❦ t♦ ❧♦✇❡r ♦✉t♣✉t✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ❝r❡❛t❡s ♠♦r❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ❚♦ ❣❡t ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ♣❡r✲

s✐st❡♥❝❡✱ ❋❛❥❣❡❧❜❛✉♠ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✇✐t❤ ❛♥ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❝♦st✱

❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛t❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤❡s❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✲

❜❛s❡❞ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❡♠❜❡❞ ✐♥ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❉❙●❊ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ t♦ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ✇✐t❤

♠❛❝r♦ ❛♥❞ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❞❛t❛✳

❖✉r ❜❡❧✐❡❢ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❜② ❏♦❤❛♥♥❡s ❡t ❛❧✳

✭✷✵✶✺✮✱ ❈♦❣❧❡② ❛♥❞ ❙❛r❣❡♥t ✭✷✵✵✺✮ ❛♥❞ ❑♦③❡♥✐❛✉s❦❛s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮ ❛♥❞ ✐s ❛❞✈♦❝❛t❡❞ ❜② ❍❛♥s❡♥

✭✷✵✵✼✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ♣❛♣❡rs ❢♦❝✉s ♦♥ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ❡❝♦♥♦♠✐❡s ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧

❢♦r ♣❡rs✐st❡♥t ❡✛❡❝ts ✐♥ ❛ s❡tt✐♥❣ ✇✐t❤ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳✸ ❚❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❛t ♦✉r

♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❜❡❧✐❡❢s ❛❜♦✉t t❛✐❧ r✐s❦✳

✶ ❇❡❧✐❡❢ ❋♦r♠❛t✐♦♥

❇❡❢♦r❡ ❧❛②✐♥❣ ♦✉t t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ✇❡ ❜❡❣✐♥ ❜② ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ ❤♦✇ ✇❡ ❢♦r✲

♠❛❧✐③❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❜❡❧✐❡❢ s❝❛rr✐♥❣✳ ❆❢t❡r ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲st❛♥❞❛r❞✱ ❜✉t ♠♦st ❝r✉❝✐❛❧ ♣❛rt

♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❡♠❜❡❞ ✐t ✐♥ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❜❡❧✐❡❢ ❝❤❛♥❣❡s

❢♦r♠ t❤❡ ❈❖❱■❉✲✶✾ ♣❛♥❞❡♠✐❝ ♦♥ t❤❡ ❯❙ ❡❝♦♥♦♠②✳

◆♦ ♦♥❡ ❦♥♦✇s t❤❡ tr✉❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s❤♦❝❦s t♦ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❲❡ ❡st✐♠❛t❡ s✉❝❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱

✉♣❞❛t✐♥❣ ♦✉r ❜❡❧✐❡❢s ❛s ♥❡✇ ❞❛t❛ ❛rr✐✈❡s✳ ❚❤❡ ✜rst st❡♣ ✐s t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❡st✐♠❛t✐♦♥

♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❆ ❝♦♠♠♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ❛ss✉♠❡ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡ ✐ts ♣❛r❛♠❡t❡rs

✭♥❛♠❡❧②✱ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡✮✳ ❲❤✐❧❡ tr❛❝t❛❜❧❡✱ t❤✐s ❤❛s t❤❡ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ t❤❛t t❤❡ ♥♦r♠❛❧

❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ✐ts t❤✐♥ t❛✐❧s✱ ✐s ✉♥s✉✐t❡❞ t♦ t❤✐♥❦✐♥❣ ❛❜♦✉t ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❛✐❧ r✐s❦✳ ❲❡ ❝♦✉❧❞

❝❤♦♦s❡ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠♦r❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ✐♥ ❤✐❣❤❡r ♠♦♠❡♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✇✐❧❧ r❛✐s❡ ♦❜✈✐♦✉s

✸❖t❤❡r ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣❛♣❡rs ✐♥ t❤✐s ✈❡✐♥ ✐♥❝❧✉❞❡ ♣❛♣❡rs ♦♥ ♥❡✇s s❤♦❝❦s✱ s✉❝❤ ❛s✱ ❇❡❛✉❞r② ❛♥❞ P♦rt✐❡r ✭✷✵✵✹✮✱
▲♦r❡♥③♦♥✐ ✭✷✵✵✾✮✱ ❱❡❧❞❦❛♠♣ ❛♥❞ ❲♦❧❢❡rs ✭✷✵✵✼✮✱ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② s❤♦❝❦s✱ s✉❝❤ ❛s ❏❛✐♠♦✈✐❝❤ ❛♥❞ ❘❡❜❡❧♦ ✭✷✵✵✻✮✱
❇❧♦♦♠ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮✱ ◆✐♠❛r❦ ✭✷✵✶✹✮ ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❜❡❧✐❡❢ s❤♦❝❦s✱ s✉❝❤ ❛s ❆♥❣❡❧❡t♦s ❛♥❞ ▲❛✬❖ ✭✷✵✶✸✮ ♦r ❍✉♦
❛♥❞ ❚❛❦❛②❛♠❛ ✭✷✵✶✺✮✳

✺



❝♦♥❝❡r♥s ❛❜♦✉t t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ r❡s✉❧ts t♦ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✉s❡❞✳ ❚♦

♠✐♥✐♠✐③❡ s✉❝❤ ❝♦♥❝❡r♥s✱ ✇❡ t❛❦❡ ❛ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ❧❡t t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥❢♦r♠ t❤❡ s❤❛♣❡

♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❡♠♣❧♦② ❛ ❦❡r♥❡❧ ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ♦♥❡ ♦❢ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ❛♣✲

♣r♦❛❝❤❡s ✐♥ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❊ss❡♥t✐❛❧❧②✱ ✐t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t❤❡ tr✉❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝✲

t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ s♠♦♦t❤❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❛ ❤✐st♦❣r❛♠ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛✳ ❇② ✉s✐♥❣ t❤❡

✇✐❞❡❧②✲✉s❡❞ ♥♦r♠❛❧ ❦❡r♥❡❧✱ ✇❡ ✐♠♣♦s❡ ❛ ❧♦t ♦❢ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ♦♥ ♦✉r ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❜✉t ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇

❢♦r ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t②✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❤❛♥❞❢✉❧ ♦❢ ♦t❤❡r ❦❡r♥❡❧ ❛♥❞ ❇❛②❡s✐❛♥

s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞❡❞ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts✳

❙❡t✉♣ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ s❤♦❝❦ φt ✇❤♦s❡ tr✉❡ ❞❡♥s✐t② g ✐s ✉♥❦♥♦✇♥ t♦ ❛❣❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❚❤❡

❛❣❡♥ts ❞♦ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡ s❤♦❝❦ φt ✐s ✐✳✐✳❞✳ ❚❤❡✐r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡t ❛t t✐♠❡ t✱ ❞❡♥♦t❡❞ It✱ ✐♥❝❧✉❞❡s

t❤❡ ❤✐st♦r② ♦❢ ❛❧❧ s❤♦❝❦s φt ♦❜s❡r✈❡❞ ✉♣ t♦ ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t✳ ❚❤❡② ✉s❡ t❤✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛ t♦

❝♦♥str✉❝t ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ĝt ♦❢ t❤❡ tr✉❡ ❞❡♥s✐t② g✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ ❛t ❡✈❡r② ❞❛t❡✱ ❛❣❡♥ts ❝♦♥str✉❝t t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦r♠❛❧ ❦❡r♥❡❧ ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t♦r ♦❢ t❤❡ ♣❞❢ g

ĝt (φ) =
1

ntκt

nt−1
∑

s=0

Ω

(

φ− φt−s

κt

)

✇❤❡r❡ Ω (·) ✐s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠❛❧ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✱ κt ✐s t❤❡ s♠♦♦t❤✐♥❣ ♦r ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r

❛♥❞ nt ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ ❛t ❞❛t❡ t✳ ❆s ♥❡✇ ❞❛t❛ ❛rr✐✈❡s✱ ❛❣❡♥ts ❛❞❞ t❤❡

♥❡✇ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t♦ t❤❡✐r ❞❛t❛ s❡t ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡ t❤❡✐r ❡st✐♠❛t❡s✱ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❜❡❧✐❡❢s

{ĝt}✳

❚❤❡ ❦❡② ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♥ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s t❤❡ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❜❡❧✐❡❢ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② tr❛♥s✐t♦r②

φt s❤♦❝❦s✳ ❚❤✐s st❡♠s ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❜❡❧✐❡❢s ✲ ✐✳❡✳ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ t✐♠❡✲

t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭It✮✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❛ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡✳ ❚❤✉s✱ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ t❤❡ ❛❣❡♥t

❡①♣❡❝ts ❤❡r ❢✉t✉r❡ ❜❡❧✐❡❢ t♦ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❤❡r ❝✉rr❡♥t ❜❡❧✐❡❢s✳ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ❤♦❧❞s ❡①❛❝t❧② ✐❢ t❤❡

❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r κt ✐s s❡t t♦ ③❡r♦ ❛♥❞ ❤♦❧❞s ✇✐t❤ t✐♥② ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡rr♦r ✐♥ ♦✉r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳✹

■♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✳✺ ❆s

❛ r❡s✉❧t✱ ❛♥② ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❜❡❧✐❡❢s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ♥❡✇ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②

✹❆s κt → 0✱ t❤❡ ❈❉❋ ♦❢ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ Ĝ0
t (φ) =

1

nt

∑nt−1

s=0
1 {φt−s ≤ φ}✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❛♥② φ✱ j ≥ 1

Et

[

Ĝ0
t+j (φ)

∣

∣

∣
It

]

= Et

[

1

nt + j

nt+j−1
∑

s=0

1 {φt+j−s ≤ φ}

∣

∣

∣

∣

∣

It

]

=
nt

nt + j
Ĝ0

t (φ) +
j

nt + j
Et [1 {φt+1 ≤ φ}| It]

❚❤✉s✱ ❢✉t✉r❡ ❜❡❧✐❡❢s ❛r❡✱ ✐♥ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✱ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t✇♦ t❡r♠s ✲ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❜❡❧✐❡❢ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥❡✇ ❞r❛✇s ❛r❡ ♠❛❞❡✳ ❙✐♥❝❡ ♦✉r ❜❡st ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❜❡❧✐❡❢✱ t❤❡ t✇♦ t❡r♠s

❛r❡ ❡①❛❝t❧② ❡q✉❛❧✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ Et

[

Ĝ0
t+j (φ)

∣

∣

∣
It

]

= Ĝ0
t (φ)✳

✺❙❡❡ ❍❛♥s❡♥ ✭✷✵✶✺✮✳

✻



♣❡r♠❛♥❡♥t✳ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ♣❧❛②s ❛ ❝❡♥tr❛❧ r♦❧❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❧♦♥❣✲❧✐✈❡❞ ❡✛❡❝ts ❢r♦♠ tr❛♥s✐t♦r②

s❤♦❝❦s✳

✷ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ▼♦❞❡❧

❚♦ ❣❛✉❣❡ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ s❝❛rr✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❈❖❱■❉✲✶✾ ♣❛♥❞❡♠✐❝ ♦♥ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝

♦✉t❝♦♠❡s✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❡♠❜❡❞ ✐t ✐♥ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❚♦ ❤❛✈❡ ❛♥② ❡✛❡❝t ♦❢ t❛✐❧ r✐s❦ ❜❡✲

❧✐❡❢s✱ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ♥❡❡❞s t✇♦ ❦❡② ❢❡❛t✉r❡s✳ ❋✐rst✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ tr❛♥s✐t♦r② ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧

❞❡♣r❡❝✐❛t✐♦♥ ♦r ♦❜s♦❧❡s❝❡♥❝❡ s❤♦❝❦s t❤❛t ✇❡ ✉s❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❈❖❱■❉ ❡✈❡♥t✳ ❆ tr❛♥s✐t♦r② ❡❢✲

❢❡❝t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞✉❡ t♦ ❧♦st ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❞✉❡ t♦ s✐❝❦ ✇♦r❦❡rs✱ ♠✐s✲♠❛t❝❤❡❞ ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡

❝❛♣❛❝✐t②✱ ❛♥❞ st❛②✲❛t✲❤♦♠❡ ♦r❞❡rs ♣r❡✈❡♥t✐♥❣ s❡r✈✐❝❡s ❢r♦♠ r❡❛❝❤✐♥❣ ❝♦♥s✉♠❡rs✳ ❇✉t✱ ✐♥ ♦r❞❡r

t♦ s♣❡❛❦ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❡q✉✐t② ✈❛❧✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♠✉st ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t②

♦❢ ❛ ❧♦ss ♦❢ s♦♠❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ❝❛♣✐t❛❧✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ t❤❡ r❡st❛✉r❛♥t t❤❛t ✇❡♥t ❜❛♥❦r✉♣t✱ t❤❡

✉♥✉s❡❞ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❤♦t❡❧ t❤❛t ✇✐❧❧ ♥♦t ✜❧❧ ❛❣❛✐♥ ❢♦r ♠❛♥② ②❡❛rs t♦ ❝♦♠❡✳ ❚❛st❡s✱ ❤❛❜✐ts✱ ❛♥❞

❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s ♠❛② ❝❤❛♥❣❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t❧②✱ r❡♥❞❡r✐♥❣ s♦♠❡ ❝❛♣✐t❛❧ ♦❜s♦❧❡t❡ ♦r ✇♦rt❤❧❡ss✳

❖♥❡ ♠✐❣❤t t❤✐♥❦ t❤✐s ✐s ❤❛r❞✲✇✐r✐♥❣ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❨❡t✱ t❤✐s ❝❛♣✐t❛❧ ❞❡str✉❝t✐♦♥

❜② ✐ts❡❧❢✱ ❤❛s ❛ s❤♦rt ❧✐✈❡❞ ❡✛❡❝t ❛♥❞ t②♣✐❝❛❧❧② tr✐❣❣❡rs ❛♥ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❜♦♦♠✱ ❛s t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②

r❡❜✉✐❧❞s ❝❛♣✐t❛❧ ❜❡tt❡r s✉✐t❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡✇ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t t❛❦❡ ❛ st❛♥❞ ♦♥ ❤♦✇

♠✉❝❤ ❧♦ss ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ✈❛❧✉❡ ✈❡rs✉s ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② s❤♦❝❦ t❤❡ ♣❛♥❞❡♠✐❝ ✇✐❧❧ tr✐❣❣❡r✳ ❚❤❛t ❧✐❦❡❧②

❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ♣♦❧✐❝② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ■♥st❡❛❞✱ ✇❡ ❡①♣❧♦r❡ t❤r❡❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s❝❡♥❛r✐♦s t❤❛t ❤✐❣❤❧✐❣❤t

t❤❡ ❡♥♦r♠♦✉s ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ♣r❡✈❡♥t✐♥❣ ❝❛♣✐t❛❧ ♦❜s♦❧❡s❝❡♥❝❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ s❝❛rr✐♥❣ ♦❢ ❜❡❧✐❡❢s✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❦❡② ✐♥❣r❡❞✐❡♥t ✐s ❛ s❡tt✐♥❣ ✇❤❡r❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❝t✐✈✐t② ✐s s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢

❡①tr❡♠❡ s❤♦❝❦s t♦ ❝❛♣✐t❛❧ r❡t✉r♥s✳ ❚✇♦ ❦❡② ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts ✕ ♥❛♠❡❧②✱ ❊♣st❡✐♥✲❩✐♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞

❝♦st❧② ❜❛♥❦r✉♣t❝② ✕ ❝♦♠❜✐♥❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t② ✐♥ ♣♦❧✐❝② ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱

♣r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❛t s❤✉t ❞♦✇♥ ✇❡❛❧t❤ ❡✛❡❝ts ♦♥ ❧❛❜♦r ❛✈♦✐❞ ❛ s✉r❣❡ ✐♥ ❤♦✉rs ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❝r✐s❡s✳

◆♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts ❣✉❛r❛♥t❡❡s ♣❡rs✐st❡♥t ❡✛❡❝ts✳ ❆❜s❡♥t ❜❡❧✐❡❢ r❡✈✐s✐♦♥s✱ t❤❡s❡ s❤♦❝❦s

❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ tr❛❥❡❝t♦r② ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r r❡s♣♦♥s❡s

✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ❞❡❜t ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ r❡s♣♦♥s❡✱ ❜✉t ❜② t❤❡♠s❡❧✈❡s

❞♦ ♥♦t ❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥② ✐♥t❡r♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❚❤❡② s✐♠♣❧② ❣♦✈❡r♥ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❛❝t✱

❜♦t❤ ✐♥ t❤❡ s❤♦rt ❛♥❞ ❧♦♥❣ r✉♥✳

❚♦ t❤✐s s❡tt✐♥❣✱ ✇❡ ❛❞❞ ❜❡❧✐❡❢ s❝❛rr✐♥❣✳ ❲❡ ♠♦❞❡❧ ❜❡❧✐❡❢s ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❡st✐♠❛t✐♦♥

❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇✐t❤ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡

♠❛❝r♦ ❞❛t❛✱ ❛✈♦✐❞✐♥❣ ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤✐s ❜❡❧✐❡❢ ✉♣❞❛t✐♥❣ ♣✐❡❝❡ ✐s ♥♦t t❤❡r❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡

r✐❣❤t s✐③❡ r❡❛❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❤♦❝❦✳ ■♥st❡❛❞✱ ❜❡❧✐❡❢ ✉♣❞❛t✐♥❣ ❛❞❞s t❤❡ ♣❡rs✐st❡♥❝❡✳

✼



✷✳✶ ❙❡t✉♣

Pr❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✿ ❆♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❤♦r✐③♦♥✱ ❞✐s❝r❡t❡ t✐♠❡ ❡❝♦♥♦♠② ❤❛s ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛✲

t✐✈❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✱ ✇✐t❤ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦✈❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✭Ct✮ ❛♥❞ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② ✭Lt✮✿

Ut =

[

(1− β)

(

Ct −
L
1+γ
t

1 + γ

)1−ψ

+ βEt
(

U
1−η
t+1

)

1−ψ

1−η

]
1

1−ψ

✭✶✮

✇❤❡r❡ ψ ✐s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ η ✐♥❞❡①❡s r✐s❦✲❛✈❡rs✐♦♥✱ γ

✐s ✐♥✈❡rs❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧②✱ ❛♥❞ β r❡♣r❡s❡♥ts t✐♠❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡✳✻

❚❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ❛❧s♦ ♣♦♣✉❧❛t❡❞ ❜② ❛ ✉♥✐t ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ✜r♠s✱ ✐♥❞❡①❡❞ ❜② i ❛♥❞ ♦✇♥❡❞ ❜②

t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✳ ❋✐r♠s ♣r♦❞✉❝❡ ♦✉t♣✉t ✇✐t❤ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ❧❛❜♦r✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛

st❛♥❞❛r❞ ❈♦❜❜✲❉♦✉❣❧❛s ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ztk
α
itl

1−α
it ✳

❆❣❣r❡❣❛t❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ φt✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐✳✐✳❞✳ ♦✈❡r

t✐♠❡ ❛♥❞ ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ g(·)✳ ❚❤❡ ✐✳✐✳❞✳ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ❛♥

❛❞❞✐t✐♦♥❛❧✱ ❡①♦❣❡♥♦✉s✱ s♦✉r❝❡ ♦❢ ♣❡rs✐st❡♥❝❡✳ ✼ ❚❤✐s s❤♦❝❦ ❤❛s ❜♦t❤ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❛♥❞ tr❛♥s✐t♦r②

❡✛❡❝ts ♦♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✇♦r❦s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❆ ✜r♠ t❤❛t ❡♥t❡rs t❤❡

♣❡r✐♦❞ t ✇✐t❤ ❝❛♣✐t❛❧ k̂it ❤❛s ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝❛♣✐t❛❧ kit = φtk̂it✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ φ r❡✢❡❝ts ❛ ❧♦♥❣✲

❧❛st✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧✳ ❆ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ φ < 1 ❝❛♣t✉r❡s

t❤❡ ❧♦ss ♦❢ s♣❡❝✐✜❝ ✐♥✈❡st♠❡♥ts ♦r ♦t❤❡r ❢♦r♠s ♦❢ ❧❛st✐♥❣ ❞❛♠❛❣❡ ❢r♦♠ ❛ ♣r♦❧♦♥❣❡❞ ❞✐sr✉♣t✐♦♥✱

❡✳❣✳ t❤❡ ❧♦st ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❝r✉✐s❡ s❤✐♣s t❤❛t ✇✐❧❧ ♥❡✈❡r s❛✐❧ ❛❣❛✐♥✱ r❡st❛✉r❛♥ts t❤❛t ❞♦ ♥♦t r❡✲♦♣❡♥✱

❛✐r♣❧❛♥❡s t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❣r♦✉♥❞❡❞ ❞✉❡ t♦ ❛ ❧❛st✐♥❣ ❞r♦♣ ✐♥ ❜✉s✐♥❡ss tr❛✈❡❧✱ ♦r ♦✣❝❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣s s♣❛❝❡

t❤❛t ✇✐❧❧ st❛② ❡♠♣t② ❢♦r ❛ ✇❤✐❧❡ ❛s ✇♦r❦✐♥❣ ❢r♦♠ ❤♦♠❡ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ t❤❡ ♥♦r♠✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ❛❧❧

t❤❡s❡ ❢♦r♠s ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ✇✐❧❧ st✐❧❧ ❤❛✈❡ s♦♠❡ r❡s✐❞✉❛❧ ✈❛❧✉❡✿ ❜✉t✱ ❛ s✐③❡❛❜❧❡ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ✈❛❧✉❡

✇❛s s♣❡❝✐✜❝ t♦ t❤❛t ♣✉r♣♦s❡ ❛♥❞ ✐t ✇✐❧❧ r❡q✉✐r❡ ❝♦st❧② ✐♥✈❡st♠❡♥ts t♦ r❡♣✉r♣♦s❡ t❤❡♠✳ ❆s ✇❡

✇✐❧❧ s❡❡✱ t❤✐s ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐s ❡①❛❝t❧② ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ✐♥ ❛ st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ✇❤❛t t❤❡ s❝❛rr✐♥❣

❡✛❡❝t ♦❢ ❜❡❧✐❡❢s ♣r❡✈❡♥ts✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤✐s ♣❡r♠❛♥❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ t❤❡ s❤♦❝❦ φt ❛❧s♦ ❤❛s ❛ t❡♠♣♦r❛r② ❡✛❡❝t✱ t❤r♦✉❣❤

t❤❡ ❚❋P t❡r♠ zt = φνt ✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ν ❣♦✈❡r♥s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t♦r② ❝♦♠♣♦✲

♥❡♥t✳ ❚❤✐s s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝❛♣t✉r❡ ❜♦t❤ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❛♥❞ tr❛♥s✐t♦r② ❞✐sr✉♣t✐♦♥s ✇✐t❤

♦♥❧② ♦♥❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② φ✳ ❇② ✈❛r②✐♥❣ ν✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❛♣t✉r❡ ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ s❝❡♥❛r✐♦s ✇✐t❤ ❤❛✈✐♥❣

t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❤♦❝❦s✳

❋✐r♠s ❛r❡ ❛❧s♦ s✉❜❥❡❝t t♦ ❛♥ ✐❞✐♦s②♥❝r❛t✐❝ s❤♦❝❦ vit✳ ❚❤❡s❡ s❤♦❝❦s s❝❛❧❡ ✉♣ ❛♥❞ ❞♦✇♥ t❤❡

✻❚❤✐s ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ r✉❧❡s ♦✉t ✇❡❛❧t❤ ❡✛❡❝ts ♦♥ ❧❛❜♦r✱ ❛s ✐♥ ●r❡❡♥✇♦♦❞ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✽✮✳
✼❚❤❡ ✐✳✐✳❞✳ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛❧s♦ ❤❛s ❡♠♣✐r✐❝❛❧ s✉♣♣♦rt✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✉s❡ ♠❛❝r♦ ❞❛t❛ t♦ ❝♦♥str✉❝t

❛ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❢♦r φt✳ ❲❡ ❡st✐♠❛t❡ ❛♥ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ 0.15✱ st❛t✐st✐❝❛❧❧② ✐♥s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ■♥ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦✱ ✇❡
s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤✐s ❣❡♥❡r❛t❡s ❛❧♠♦st ♥♦ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ r❡s♣♦♥s❡✳

✽



t♦t❛❧ r❡s♦✉r❝❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❡❛❝❤ ✜r♠ ✭❜❡❢♦r❡ ♣❛②✐♥❣ ❞❡❜t✱ ❡q✉✐t② ♦r ❧❛❜♦r✮

Πit = vit
[

ztk
α

it
l1−α

it
+ (1− δ)kit

]

✭✷✮

✇❤❡r❡ δ ✐s t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❞❡♣r❡❝✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❤♦❝❦s vit ❛r❡ ✐✳✐✳❞✳ ❛❝r♦ss t✐♠❡ ❛♥❞ ✜r♠s ❛♥❞

❛r❡ ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ ❛ ❦♥♦✇♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ F ✳✽ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ✐❞✐♦s②♥❝r❛t✐❝ s❤♦❝❦ ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞

t♦ ❜❡ ♦♥❡✿
∫

vit di = 1✳ ❚❤❡ ♣r✐♠❛r② r♦❧❡ ♦❢ t❤❡s❡ s❤♦❝❦s ✐s t♦ ✐♥❞✉❝❡ ❛♥ ✐♥t❡r✐♦r ❞❡❢❛✉❧t r❛t❡

✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ♦❢ ❝r❡❞✐t s♣r❡❛❞s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✜r♠s ❤✐r❡ ❧❛❜♦r ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ♠❛r❦❡t ❛t ❛ ✇❛❣❡ Wt✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤✐s ❞❡❝✐s✐♦♥

✐s ♠❛❞❡ ❛❢t❡r ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ s❤♦❝❦ ❜✉t ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✐❞✐♦s②♥❝r❛t✐❝ s❤♦❝❦s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞✱

✐✳❡✳ ❧❛❜♦r ❝❤♦✐❝❡ ✐s s♦❧✈❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❛t✐❝ ♣r♦❜❧❡♠✿

max
lit

zt(φtk̂it)
αl1−α

it
−Wtlit

❈r❡❞✐t ♠❛r❦❡ts ❛♥❞ ❞❡❢❛✉❧t✿ ❋✐r♠s ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ ❛ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ♥♦♥✲❝♦♥t✐♥❣❡♥t ❞❡❜t ♠❛r✲

❦❡t✱ ✇❤❡r❡ ❧❡♥❞❡rs ♦✛❡r ❜♦♥❞ ♣r✐❝❡ ✭♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ ✐♥t❡r❡st r❛t❡✮ s❝❤❡❞✉❧❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢

❛❣❣r❡❣❛t❡ ❛♥❞ ✐❞✐♦s②♥❝r❛t✐❝ st❛t❡s✱ ✐♥ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ ❊❛t♦♥ ❛♥❞ ●❡rs♦✈✐t③ ✭✶✾✽✶✮✳ ❆ ✜r♠ ❡♥t❡rs

♣❡r✐♦❞ t + 1 ✇✐t❤ ❛♥ ♦❜❧✐❣❛t✐♦♥✱ bit+1 t♦ ❜♦♥❞❤♦❧❞❡rs ❚❤❡ s❤♦❝❦s ❛r❡ t❤❡♥ r❡❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ t❤❡

✜r♠✬s s❤❛r❡❤♦❧❞❡rs ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r t♦ r❡♣❛② t❤❡✐r ♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s ♦r ❞❡❢❛✉❧t✳ ❉❡❢❛✉❧t ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r

s❤❛r❡❤♦❧❞❡rs ✐❢✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✱

Πit+1 − bit+1 + Γt+1 < 0

✇❤❡r❡ Γt+1 ✐s t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉❡❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥

♦❢ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ✜r♠ ✭♦✉t♣✉t ♣❧✉s ✉♥❞❡♣r❡❝✐❛t❡❞ ❝❛♣✐t❛❧ ❧❡ss ✇❛❣❡s Πit+1✮ ❛♥❞

t❤❡ ♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s t♦ ❜♦♥❞❤♦❧❞❡rs (bit+1 )✳ ▲❡t rit+1 ∈ {0, 1} ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ♣♦❧✐❝② ♦❢ t❤❡ ✜r♠✳

■♥ t❤❡ ❡✈❡♥t ♦❢ ❞❡❢❛✉❧t✱ ❡q✉✐t② ❤♦❧❞❡rs ❣❡t ♥♦t❤✐♥❣✳ ❚❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ r❡s♦✉r❝❡s ♦❢ ❛ ❞❡❢❛✉❧t✐♥❣

✜r♠ ❛r❡ s♦❧❞ t♦ ❛♥ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♥❡✇ ✜r♠ ❛t ❛ ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ♣r✐❝❡✱ ❡q✉❛❧ t♦ ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ θ < 1 ♦❢ t❤❡

✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t✐♥❣ ✜r♠✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❡❞s ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣r♦✲r❛t❛ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❜♦♥❞❤♦❧❞❡rs✳✾

▲❡t qit ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❜♦♥❞ ♣r✐❝❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ❢❛❝❡❞ ❜② ✜r♠ i ✐♥ ♣❡r✐♦❞ t✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ✜r♠ r❡❝❡✐✈❡s qit ✐♥

❡①❝❤❛♥❣❡ ❢♦r ❛ ♣r♦♠✐s❡ t♦ ♣❛② ♦♥❡ ✉♥✐t ♦❢ ♦✉t♣✉t ❛t ❞❛t❡ t+1✳ ❉❡❜t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❝❛rr② ❛ t❛①

❛❞✈❛♥t❛❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝r❡❛t❡s ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❢♦r ✜r♠s t♦ ❜♦rr♦✇✳ ❆ ✜r♠ ✇❤✐❝❤ ✐ss✉❡s ❞❡❜t ❛t ♣r✐❝❡ qit

❛♥❞ ♣r♦♠✐s❡s t♦ r❡♣❛② bit+1 ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❡r✐♦❞✱ r❡❝❡✐✈❡s ❛ ❞❛t❡✲t ♣❛②♠❡♥t ♦❢ χqitbit+1✱ ✇❤❡r❡

χ > 1✳ ❚❤✐s s✉❜s✐❞② t♦ ❞❡❜t ✐ss✉❛♥❝❡✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❞❡❢❛✉❧t✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ✐♥

✽❚❤✐s ✐s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✲ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♦❢ ✜r♠s ❛♥❞ ❛ st❛t✐♦♥❛r② s❤♦❝❦ ♣r♦❝❡ss✱ ✜r♠s ❝❛♥ ❧❡❛r♥
t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ✐❞✐♦s②♥❝r❛t✐❝ s❤♦❝❦s ❛❢t❡r ♦♥❡ ♣❡r✐♦❞✳

✾■♥ ♦✉r ❜❛s❡❧✐♥❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❞❡❢❛✉❧t ❞♦❡s ♥♦t ❞❡str♦② r❡s♦✉r❝❡s ✲ t❤❡ ♣❡♥❛❧t② ✐s ♣✉r❡❧② ♣r✐✈❛t❡✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t
❝r✉❝✐❛❧ ✲ ✐t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ r❡❧❛① t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❛❧❧ ♦r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t
r❡♣r❡s❡♥ts ♣❤②s✐❝❛❧ ❞❡str✉❝t✐♦♥ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s✳

✾



t❤❡ ✜r♠✬s ❝❛♣✐t❛❧ str✉❝t✉r❡ ❞❡❝✐s✐♦♥✱ ❜r❡❛❦✐♥❣ t❤❡ ▼♦❞✐❣❧✐❛♥✐✲▼✐❧❧❡r t❤❡♦r❡♠✳✶✵

❋♦r ❛ ✜r♠ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❞❡❢❛✉❧t✱ t❤❡ ❞✐✈✐❞❡♥❞ ♣❛②♦✉t ✐s ✐ts t♦t❛❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡s✱ ♠✐♥✉s

✐ts ♣❛②♠❡♥ts t♦ ❞❡❜t ❛♥❞ ❧❛❜♦r✱ ♠✐♥✉s t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ♥❡①t ♣❡r✐♦❞✬s ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ✭t❤❡

✉♥❞❡♣r❡❝✐❛t❡❞ ❝✉rr❡♥t ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ Πit✮✱ ♣❧✉s t❤❡ ♣r♦❝❡❡❞s ❢r♦♠ ✐ss✉✐♥❣ ♥❡✇

❞❡❜t✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✐ts t❛① s✉❜s✐❞②

dit = Πit − bit − k̂it+1 + χqitbit+1. ✭✸✮

■♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t r❡str✐❝t ❞✐✈✐❞❡♥❞s t♦ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞✐✈✐❞❡♥❞s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞

❛s ✭❝♦st❧❡ss✮ ❡q✉✐t② ✐ss✉❛♥❝❡✳ ❚❤✉s✱ ✜r♠s ❛r❡ ♥♦t ✜♥❛♥❝✐❛❧❧② ❝♦♥str❛✐♥❡❞✱ r✉❧✐♥❣ ♦✉t ❛♥♦t❤❡r

♣♦t❡♥t✐❛❧ s♦✉r❝❡ ♦❢ ♣❡rs✐st❡♥❝❡✳

❚✐♠✐♥❣ ❛♥❞ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✿

✶✳ ❋✐r♠s ❡♥t❡r t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✇✐t❤ ❛ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ k̂it ❛♥❞ ♦✉tst❛♥❞✐♥❣ ❞❡❜t bit✱

✷✳ ❚❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❝❛♣✐t❛❧ q✉❛❧✐t② s❤♦❝❦ φt ✐s r❡❛❧✐③❡❞✳ ▲❛❜♦r ❝❤♦✐❝❡ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❛❦❡

♣❧❛❝❡✳ ❚❤❡ ✜r♠✲s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦✜t s❤♦❝❦s vit ❛r❡ r❡❛❧✐③❡❞✳

✸✳ ❚❤❡ ✜r♠ ❞❡❝✐❞❡s ✇❤❡t❤❡r t♦ ❞❡❢❛✉❧t ♦r r❡♣❛② ✭rit ∈ {0, 1}✮ ✐ts ❜♦♥❞ ❝❧❛✐♠s✳

✹✳ ❚❤❡ ✜r♠ ♠❛❦❡s ❝❛♣✐t❛❧ k̂it+1 ❛♥❞ ❞❡❜t bit+1 ❝❤♦✐❝❡s ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❡r✐♦❞✳

■♥ r❡❝✉rs✐✈❡ ❢♦r♠✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ✜r♠ ✐s

V (Πit, bit, St) = max

[

0, max
dit,k̂it+1,bit+1

dit + EtMt+1V (Πit+1, bit+1, St+1)

]

✭✹✮

s✉❜❥❡❝t t♦

❉✐✈✐❞❡♥❞s✿ dit ≤ Πit − bit − k̂it+1 + χqitbit+1 ✭✺✮

❘❡s♦✉r❝❡s✿ Πit = vit+1

[

max
lit

zt(φtk̂it)
αl1−α

it −Wtlit + (1− δ)φtk̂it

]

✭✻✮

❇♦♥❞ ♣r✐❝❡✿ qit = EtMt+1

[

rit+1 + (1− rit+1)
θṼit+1

bit+1

]

✭✼✮

❚❤❡ ✜rst ♠❛① ♦♣❡r❛t♦r ✐♥ (4) ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ✜r♠✬s ♦♣t✐♦♥ t♦ ❞❡❢❛✉❧t✳ ❚❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ Et

✐s t❛❦❡♥ ♦✈❡r t❤❡ ✐❞✐♦s②♥❝r❛t✐❝ ❛♥❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡ s❤♦❝❦s✱ ❣✐✈❡♥ ❜❡❧✐❡❢s ❛❜♦✉t t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ s❤♦❝❦

✶✵❚❤❡ s✉❜s✐❞② ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♣❛✐❞ ❜② ❛ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t t❤❛t ✜♥❛♥❝❡s ✐t t❤r♦✉❣❤ ❛ ❧✉♠♣✲s✉♠ t❛① ♦♥ t❤❡
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✳

✶✵



❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ❞❡❢❛✉❧t✐♥❣ ✜r♠ ✐s s✐♠♣❧② t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ✜r♠ ✇✐t❤ ♥♦ ❡①t❡r♥❛❧

♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ Ṽit = V (Πit, 0, St)✳

❚❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ st❛t❡ St ❝♦♥s✐sts ♦❢ (Πt, Lt, It) ✇❤❡r❡ Πt ≡ ztAK
α

t
L1−α

t + (1 − δ)Kt ✐s t❤❡

❛❣❣r❡❣❛t❡ r❡s♦✉r❝❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ❛♥❞ It ✐s t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✲✇✐❞❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡t✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✼✮ r❡✈❡❛❧s

t❤❛t ❜♦♥❞ ♣r✐❝❡s ❛r❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜r♠✬s ❝❛♣✐t❛❧ k̂it+1 ❛♥❞ ❞❡❜t bit+1✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡

st❛t❡ St✳ ❚❤❡ ✜r♠ t❛❦❡s t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ qit = q
(

k̂it+1, bit+1, St

)

❛s ❣✐✈❡♥✱

✇❤✐❧❡ r❡❝♦❣♥✐③✐♥❣ t❤❛t ✐ts ✜r♠✲s♣❡❝✐✜❝ ❝❤♦✐❝❡s ❛✛❡❝t ✐ts ❜♦♥❞ ♣r✐❝❡✳

■♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❜❡❧✐❡❢s ❛♥❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❚❤❡ s❡t It ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❤✐st♦r② ♦❢ ❛❧❧ s❤♦❝❦s φt

♦❜s❡r✈❡❞ ✉♣ t♦ ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t✐♠❡✲t✳ ❋♦r ♥♦✇✱ ✇❡ s♣❡❝✐❢② ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❞❡♥♦t❡❞ Ψ✱ ✇❤✐❝❤

♠❛♣s It ✐♥t♦ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r Et ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤

r❡s♣❡❝t t♦ t❤✐s s♣❛❝❡✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♠❛❦❡ t❤✐s ♠♦r❡ ❝♦♥❝r❡t❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❦❡r♥❡❧

❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶ t♦ ♠❛♣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡t ✐♥t♦ ❜❡❧✐❡❢s✳

❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❜❡❧✐❡❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ Ψ✱ ❛ r❡❝✉rs✐✈❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r ✭✐✮ ❛❣❣r❡❣❛t❡

❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❛❜♦r t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡ ✭✶✮ s✉❜❥❡❝t t♦ ❛ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t✱ ✭✐✐✮ ✜r♠ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞

♣♦❧✐❝✐❡s t❤❛t s♦❧✈❡ (4) ✱ t❛❦✐♥❣ ❛s ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❜♦♥❞ ♣r✐❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ (7) ❛♥❞ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐s❝♦✉♥t

❢❛❝t♦r ✐s s✉❝❤ t❤❛t ✭✐✐✐✮ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❛❜♦r ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❤♦✐❝❡s✳

✷✳✷ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥

❚❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡t ♦❢ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s✳

❋✐rst✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❧❛❜♦r ❝❤♦✐❝❡ ♣r♦❜❧❡♠

lt =

[

(1− α)zt
Wt

]
1

α

φtk̂t

❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ ❞✐✈✐❞❡♥❞s ✭✺✮ ✇✐❧❧ ❜✐♥❞ ❛t t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ t♦ s✉❜st✐t✉t❡ ❢♦r

dit ❛♥❞ lit ✐♥ t❤❡ ✜r♠✬s ♣r♦❜❧❡♠ ✭✹✮✳ ❚❤✐s ❧❡❛✈❡s ✉s ✇✐t❤ ✷ ❝❤♦✐❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s (k̂it+1, bit+1) ❛♥❞

❛ ❞❡❢❛✉❧t ❞❡❝✐s✐♦♥✳ ❖♣t✐♠❛❧ ❞❡❢❛✉❧t ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ r✉❧❡ ✐♥ t❤❡ ✐❞✐♦s②♥❝r❛t✐❝

♦✉t♣✉t s❤♦❝❦ vit✿

rit =

{

0 ✐❢ vit < v (St)

1 ✐❢ vit ≥ v (St)

■t t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ r❡❞❡✜♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❝❛st t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ❛ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢

k̂it+1 ❛♥❞ ❧❡✈❡r❛❣❡✱ levit+1 ≡
bit+1

k̂it+1

✳ ❲❡ r❡❧❡❣❛t❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❢✉❧❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥

t♦ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✳ ❙✐♥❝❡ ❛❧❧ ✜r♠s ♠❛❦❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❝❤♦✐❝❡s ❢♦r t❤❡s❡ ♦❜❥❡❝ts✱ ✐♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡

s✉♣♣r❡ss t❤❡ i s✉❜s❝r✐♣t✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r k̂t+1 ✐s✿

✶✶



1 = E[Mt+1R
k

t+1] + (χ− 1)levt+1qt − (1− θ)E[Mt+1R
k

t+1h(v)] ✭✽✮

✇❤❡r❡ Rk

t+1 =
ztφ

α

t+1k̂
α

t+1l
1−α

t+1 −Wt+1lt+1 + (1− δ)φt+1k̂t+1

k̂t+1

✭✾✮

❚❤❡ t❡r♠ Rk

t+1 ✐s t❤❡ ❡①✲♣♦st ♣❡r✲✉♥✐t✱ ♣r❡✲✇❛❣❡ r❡t✉r♥ ♦♥ ❝❛♣✐t❛❧✱ ✇❤✐❧❡ v ≡
levt+1

Rk

t+1

h (v) ≡

∫

v

−∞
vf(v)dv ✐s t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t✲✇❡✐❣❤t❡❞ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✐❞✐♦s②♥❝r❛t✐❝ s❤♦❝❦✳

❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✽✮ ✐s t❤❡ ✉s✉❛❧ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞✐r❡❝t r❡t✉r♥ ❢r♦♠ ✐♥✈❡st✐♥❣✱

✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ t❡r♠s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❞❡❜t✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞

t❡r♠ r❡✢❡❝ts t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t ❜❡♥❡✜t t♦ ✐♥✈❡st✐♥❣ ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ t❛① ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❞❡❜t ✲ ❢♦r ❡❛❝❤

✉♥✐t ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧✱ t❤❡ ✜r♠ r❛✐s❡s bt+1

k̂t+1

qt ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦♥❞ ♠❛r❦❡t ❛♥❞ ❡❛r♥s ❛ s✉❜s✐❞② ♦❢ χ− 1 ♦♥ t❤❡

♣r♦❝❡❡❞s✳ ❚❤❡ ❧❛st t❡r♠ ✐s t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤✐s str❛t❡❣② ✲ ❞❡❢❛✉❧t✲r❡❧❛t❡❞ ❧♦ss❡s✱ ❡q✉❛❧ t♦ ❛ ❢r❛❝t✐♦♥

1− θ ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡s✳

◆❡①t✱ t❤❡ ✜r♠✬s ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❧❡✈❡r❛❣❡✱ levt+1 ✐s

(1− θ)Et

[

Mt+1

levt+1

Rk
t+1

f

(

levt+1

Rk
t+1

)]

=

(

χ− 1

χ

)

Et

[

Mt+1

(

1− F

(

levt+1

Rk
t+1

))]

. ✭✶✵✮

❚❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐s t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❧❡✈❡r❛❣❡ ✲ ✐t r❛✐s❡s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❧♦ss❡s ❢r♦♠

t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ♣❡♥❛❧t② ✭❛ ❢r❛❝t✐♦♥ 1 − θ ♦❢ t❤❡ ✜r♠✬s ✈❛❧✉❡✮✳ ❚❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐s t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧

❜❡♥❡✜t ✲ t❤❡ t❛① ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t✐♠❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❞❡❜t ✐ss✉❡❞✳

❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ (8) ❛♥❞ (10) , ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ s✐❞❡✱ ❢♦r♠

t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❡ s♦❧✈❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✳

✸ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❙♦❧✉t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s ❤♦✇ ✇❡ ✉s❡ ♠❛❝r♦ ❞❛t❛ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❜❡❧✐❡❢s ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱

❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦✉r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❆ str❡♥❣t❤ ♦❢ ♦✉r t❤❡♦r② ✐s t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡

❞❛t❛ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❜❡❧✐❡❢s ❛t ❡❛❝❤ ❞❛t❡✳

▼❡❛s✉r✐♥❣ ♣❛st s❤♦❝❦s ❲❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❈❖❱■❉✲✶✾ s❤♦❝❦ ❛s ❛♥ ✐♥❛❜✐❧✐t② t♦ ♣❛✐r ✇♦r❦❡rs ✇✐t❤

♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ❝❛♣✐t❛❧✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❛t ✐♥❛❜✐❧✐t② ✐s t❡♠♣♦r❛r②✳ ❇✉t s♦♠❡ ♦❢ ✐t r❡♣r❡s❡♥ts ❛

♠♦r❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❧♦ss ♦❢ ✈❛❧✉❡✳ ❆ ❤❡❧♣❢✉❧ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❞❡♣r❡❝✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② s❤♦❝❦s

✐s t❤❛t t❤❡✐r ♠❛♣♣✐♥❣ t♦ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛ ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳ ❆ ✉♥✐t ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥st❛❧❧❡❞ ✐♥ ♣❡r✐♦❞

t − 1 ✭✐✳❡✳ ❛s ♣❛rt ♦❢ K̂t✮ ✐s✱ ✐♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ t❡r♠s✱ ✇♦rt❤ φt ✉♥✐ts ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❣♦♦❞s ✐♥ ♣❡r✐♦❞

t✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ✐ts ♠❛r❦❡t ✈❛❧✉❡ ❢r♦♠ t− 1 t♦ t ✐s s✐♠♣❧② φt✳

✶✷



❲❡ ❛♣♣❧② t❤✐s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t str❛t❡❣② t♦ ❛♥♥✉❛❧ ❞❛t❛ ♦♥ ♥♦♥✲r❡s✐❞❡♥t✐❛❧ ❝❛♣✐t❛❧ ❤❡❧❞ ❜② ❯❙

❝♦r♣♦r❛t❡s✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ✉s❡ t✇♦ t✐♠❡ s❡r✐❡s ◆♦♥✲r❡s✐❞❡♥t✐❛❧ ❛ss❡ts ❢r♦♠ t❤❡ ❋❧♦✇ ♦❢ ❋✉♥❞s✱

♦♥❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t ♠❛r❦❡t ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞✱ ❛t ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❝♦st✳✶✶ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ t✇♦ s❡r✐❡s

❜② NFAMV

t
❛♥❞ NFAHC

t
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚♦ s❡❡ ❤♦✇ t❤❡s❡ t✇♦ s❡r✐❡s ②✐❡❧❞ ❛ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❢♦r φt✱

♥♦t❡ t❤❛t✱ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛❜♦✈❡✱ NFAMV

t
♠❛♣s ❞✐r❡❝t❧② t♦ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥ t❤❡

♠♦❞❡❧✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ ❧❡tt✐♥❣ P k

t
t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❣♦♦❞s ✐♥ t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ P k

t
Kt = NFAMV

t
✳

■♥✈❡st♠❡♥t Xt ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ s❡r✐❡s✱ P k

t−1
Xt = NFAHC

t
−(1− δ)NFAHC

t−1
✳

❈♦♠❜✐♥✐♥❣✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥str✉❝t ❛ s❡r✐❡s ❢♦r P k

t−1
K̂t✿

P k

t−1
K̂t = (1− δ)P k

t−1
Kt−1 + P k

t−1
Xt

= (1− δ)NFAMV

t−1
+NFAHC

t
− (1− δ)NFAHC

t−1

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ φt =
Kt

K̂t

✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ♥♦♠✐♥❛❧ ♣r✐❝❡ ❝❤❛♥❣❡s✳ ❚♦ ❞♦ t❤✐s✱

✇❡ ♣r♦①② ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ P k

t
✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r✐❝❡ ✐♥❞❡① ❢♦r ♥♦♥✲r❡s✐❞❡♥t✐❛❧ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ◆❛t✐♦♥❛❧

■♥❝♦♠❡ ❛♥❞ Pr♦❞✉❝t ❆❝❝♦✉♥ts ✭❞❡♥♦t❡❞ PINDXt✮✳
✶✷ ❚❤✐s ②✐❡❧❞s✿

φt =
Kt

K̂t

=

(

P k

t
Kt

P k
t−1

K̂t

)

(

PINDXk

t−1

PINDXk
t

)

=

[

NFAMV

t

(1− δ)NFAMV
t−1

+NFAHC
t − (1− δ)NFAHC

t−1

](

PINDXk

t−1

PINDXk
t

)

✭✶✶✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥ (11)✱ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t ❛♥ ❛♥♥✉❛❧ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❢♦r ❝❛♣✐t❛❧ q✉❛❧✐t②

s❤♦❝❦s ❢♦r t❤❡ ❯❙ ❡❝♦♥♦♠② s✐♥❝❡ ✶✾✺✵✳ ❚❤❡ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✶ ♣❧♦ts t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s❡r✐❡s✳ ❚❤❡

♠❡❛♥ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡r✐❡s ♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ s❛♠♣❧❡ ❛r❡ 1 ❛♥❞ 0.03 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s st❛t✐st✐❝❛❧❧② ✐♥s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛t 0.15✳

❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❆ ♣❡r✐♦❞ ✐s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ ②❡❛r✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r β ❛♥❞ ❞❡✲

♣r❡❝✐❛t✐♦♥ δ t♦ t❛r❣❡t ❛ st❡❛❞② st❛t❡ ❝❛♣✐t❛❧✲♦✉t♣✉t r❛t✐♦ ♦❢ ✸✳✺ ✭t❤✐s ✐s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❈♦♦❧❡②

❛♥❞ Pr❡s❝♦tt ✭✶✾✾✺✮✮ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥✈❡st♠❡♥t✲♦✉t♣✉t r❛t✐♦ ♦❢ ✵✳✶✷ ✭t❤✐s ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❛t✐♦ ♦❢ ♥♦♥✲

r❡s✐❞❡♥t✐❛❧ ✐♥✈❡st♠❡♥t t♦ ♦✉t♣✉t ❞✉r✐♥❣ ✶✾✺✵✲✷✵✶✾ ❢r♦♠ ◆■P❆ ❛❝❝♦✉♥ts✮✳✶✸ ❚❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧

✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ α✱ ✐s 0.40✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❈♦♦❧❡② ❛♥❞ Pr❡s❝♦tt ✭✶✾✾✺✮✳ ❚❤❡ r❡✲

❝♦✈❡r② r❛t❡ ✉♣♦♥ ❞❡❢❛✉❧t✱ θ✱ ✐s s❡t t♦ 0.70✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ●♦✉r✐♦ ✭✷✵✶✸✮✳ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡

✐❞✐♦s②♥❝r❛t✐❝ s❤♦❝❦s✱ vit ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❧♦❣♥♦r♠❛❧✱ ✐✳❡✳ ln vit ∼ N
(

−
σ̂2

2
, σ̂2

)

✇✐t❤ σ̂2 ❝❤♦s❡♥

✶✶❚❤❡s❡ ❛r❡ s❡r✐❡s ❋▲✶✵✷✵✶✵✵✵✺ ❛♥❞ ❋▲✶✵✷✵✶✵✶✶✺ ❢r♦♠ ❋❧♦✇ ♦❢ ❋✉♥❞s✳
✶✷❖✉r r❡s✉❧ts ❛r❡ r♦❜✉st t♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ ♣r✐❝❡ ❝❤❛♥❣❡s✱ ❡✳❣✳ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r✐❝❡

✐♥❞❡① ❢♦r ●❉P ♦r P❡rs♦♥❛❧ ❈♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❊①♣❡♥❞✐t✉r❡✳
✶✸❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ✈❛❧✉❡s ❢♦r β ❛♥❞ δ ♦❢ ✵✳✾✶ ❛♥❞ ✵✳✵✸ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ ♦t❤❡r ❡st✐♠❛t❡s ✐♥ t❤❡

❧✐t❡r❛t✉r❡✳

✶✸



t♦ t❛r❣❡t ❛ ❞❡❢❛✉❧t r❛t❡ ♦❢ 0.02✳✶✹ ❚❤❡ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② ♣❛r❛♠❡t❡r✱ γ✱ ✐s s❡t t♦ ✵✳✺✱ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤

▼✐❞r✐❣❛♥ ❛♥❞ P❤✐❧✐♣♣♦♥ ✭✷✵✶✶✮✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ❋r✐s❝❤ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ✷✳

❋♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❣♦✈❡r♥✐♥❣ r✐s❦ ❛✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ✇❡

✉s❡ st❛♥❞❛r❞ ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❛ss❡t ♣r✐❝✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ s❡t ψ = 0.5 ✭♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ ❛♥ ■❊❙

♦❢ 2✮ ❛♥❞ η = 10✳ ❚❤❡ t❛① ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r χ ✐s ❝❤♦s❡♥ t♦ ♠❛t❝❤ ❛ ❧❡✈❡r❛❣❡ t❛r❣❡t ♦❢ 0.50✱

t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ❞❡❜t t♦ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥ t❤❡ ❯❙ ❞❛t❛ ✲ ❢r♦♠ ●♦✉r✐♦ ✭✷✵✶✸✮✮✳ ❚❛❜❧❡ ✶ s✉♠♠❛r✐③❡s

t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝❤♦✐❝❡s✳

P❛r❛♠❡t❡r ❱❛❧✉❡ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥
Pr❡❢❡r❡♥❝❡s✿
β 0.91 ❉✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r
η 10 ❘✐s❦ ❛✈❡rs✐♦♥
ψ 0.50 ✶✴■♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
γ 0.50 ✶✴❋r✐s❝❤ ❡❧❛st✐❝✐t②
❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✿
α 0.40 ❈❛♣✐t❛❧ s❤❛r❡
δ 0.03 ❉❡♣r❡❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡
σ̂ 0.25 ■❞✐♦s②♥❝r❛t✐❝ ✈♦❧❛t✐❧✐t②
❉❡❜t✿
χ 1.06 ❚❛① ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❞❡❜t
θ 0.70 ❘❡❝♦✈❡r② r❛t❡

❚❛❜❧❡ ✶✿ P❛r❛♠❡t❡rs

◆✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❇❡❝❛✉s❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✐♥ ♣♦❧✐❝② ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❡❛✲

t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ s♦❧✈❡s ❡q✉❛t✐♦♥s (8)− (10) ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r

❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✷ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❦❡❡♣ t❤❡

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ tr❛❝t❛❜❧❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ♦♥❡ ♠♦r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t ❞❛t❡✲t ❞❡❝✐s✐♦♥s

✭♣♦❧✐❝② ❢✉♥❝t✐♦♥s✮ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❡st✐♠❛t❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭ĝt(φ)✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ h ♦✈❡r ♥❡①t✲♣❡r✐♦❞ ❡st✐♠❛t❡s✱ ĝt+1(φ)✳ ❑❡❡♣✐♥❣ tr❛❝❦ ♦❢ h(ĝt+1(φ))✱ ✭❛ ❝♦♠♣♦✉♥❞

❧♦tt❡r②✮ ♠❛❦❡s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✇❤✐❝❤ r❡♥❞❡rs t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥tr❛❝t❛❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡

❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ĝt ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶ ♦✛❡rs ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉✲

t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡✣❝✐❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ♣r♦♣❡rt② ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡

❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ❧♦tt❡r② ✐s Et[ĝt+1(φ)] ≈ ĝt(φ)✱ ∀φ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣♦❧✐❝②

❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ h(ĝt+1(φ)) ✇✐t❤ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❧♦tt❡r② ĝt(φ)✱

✇❤✐❝❤ ✐s t♦❞❛②✬s ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❲❡ ✉s❡ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t♦

s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s q✉✐t❡ ❛❝❝✉r❛t❡✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r

✶✹❚❤✐s ✐s ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ t❛r❣❡t ✐♥ ❑❤❛♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮✱ t❤♦✉❣❤ ❛ ❜✐t ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ ●♦✉r✐♦ ✭✷✵✶✸✮✳
❲❡ ✈❡r✐✜❡❞ t❤❛t ♦✉r q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♥♦t s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤✐s t❛r❣❡t✳
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✐s t❤❛t h(ĝt+1) r❡s✉❧ts ✐♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝❡♥t❡r❡❞ ❛r♦✉♥❞ ĝt(φ)✱ ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✳

❊✈❡♥ ✸✵ ♣❡r✐♦❞s ♦✉t✱ ĝt+30(φ) ✐s st✐❧❧ q✉✐t❡ ❝❧♦s❡ t♦ ✐ts ♠❡❛♥ ĝt(φ)✳ ❋♦r ✶✲✶✵ q✉❛rt❡rs ❛❤❡❛❞✱

✇❤❡r❡ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ✇❡✐❣❤t ✐s✱ t❤✐s st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦r ✐s t✐♥②✳

❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♦✉r ❜❡♥❝❤♠❛r❦ r❡s✉❧ts✱ ✇❡ ❜❡❣✐♥ ❜② ❡st✐♠❛t✐♥❣ ĝ2019 ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ♦♥ φt

❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ●✐✈❡♥ t❤✐s ĝ2019✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ st❡❛❞② ❜② s✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧

❢♦r ✶✵✵✵ ♣❡r✐♦❞s✱ ❞✐s❝❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✜rst ✺✵✵ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ t✐♠❡✲❛✈❡r❛❣✐♥❣ ❛❝r♦ss t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣

♣❡r✐♦❞s✳ ❚❤✐s st❡❛❞② st❛t❡ ❢♦r♠s t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❢♦r ♦✉r r❡s✉❧ts✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t r❡s✉❧ts ❛r❡

✐♥ ❧♦❣ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤✐s st❡❛❞② st❛t❡ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ s✉❜❥❡❝t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡❝♦♥♦♠② t♦ t❤r❡❡

♣♦ss✐❜❧❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛❞✈❡rs❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ❢♦r ✷✵✷✵✱ ♦♥❡ ❛t ❛ t✐♠❡✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ♦♥❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛

♣♦✐♥t ❢♦r ❡❛❝❤ s❝❡♥❛r✐♦✱ ✇❡ r❡✲❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t♦ ❣❡t ĝ2020✳ ❚♦ s❡❡ ❤♦✇ ♣❡rs✐st❡♥t

❡❝♦♥♦♠✐❝ r❡s♣♦♥s❡s ❛r❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛ ❧♦♥❣ ❢✉t✉r❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ❲❡ ❞♦♥✬t ❦♥♦✇ ✇❤❛t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❢✉t✉r❡ s❤♦❝❦s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞r❛✇♥ ❢r♦♠✳ ●✐✈❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ❞❛t❛ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ✉s✱ ♦✉r ❜❡st ❡st✐♠❛t❡ ✐s ❛❧s♦

ĝ2020✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ s✐♠✉❧❛t❡ ❢✉t✉r❡ ♣❛t❤s ❜② ❞r❛✇✐♥❣ ♠❛♥② s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❢✉t✉r❡ φ s❤♦❝❦s ❢r♦♠

t❤❡ ĝ2020 ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❧♦t t❤❡ ♠❡❛♥ ❢✉t✉r❡ ♣❛t❤ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧ts

t❤❛t ❢♦❧❧♦✇✳

✹ ▼❛✐♥ ❘❡s✉❧ts

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ♦✉r ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ s❝❛rr✐♥❣ ❡✛❡❝t✳ ❚♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❜❡❧✐❡❢s✱

✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♠♣❛r❡ ♦✉r ❡st✐♠❛t❡s t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ ❛❣❡♥ts ❛r❡ ♣r❡s✉♠❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❢✉❧❧

❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✈❡r② ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✳ ❆ ♠❛❥♦r ❤✉r❞❧❡ t♦ q✉❛♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❧♦♥❣✲

r✉♥ ❡✛❡❝ts ✐s t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐♠♣❛❝t✳ ❲❤✐❧❡ t❤✐s ✇✐❧❧ s✉r❡❧② ❜❡

s♦rt❡❞ ♦✉t ✐♥ ♠♦♥t❤s✱ ❢♦r ♥♦✇✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❝r✐s✐s st✐❧❧ r❛❣✐♥❣ ❛♥❞ ♣♦❧✐❝② st✐❧❧ ❜❡✐♥❣ s❡t✱ t❤❡ ✐♠♣❛❝t

✐s ✉♥❝❡rt❛✐♥✳ ▼♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❧② ❢♦r ✉s✱ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ s❤♦❝❦ ✐s ✉♥❝❡rt❛✐♥✳ ■t ♠❛② ❜❡

❛ t❡♠♣♦r❛r② ❝❧♦s✉r❡ ✇✐t❤ ❢✉r❧♦✉❣❤s✱ ♦r ✐t ❝♦✉❧❞ ✐♥✈♦❧✈❡ ✇✐❞❡s♣r❡❛❞ ❜❛♥❦r✉♣t❝✐❡s ❛♥❞ ❝❤❛♥❣❡s

✐♥ ❤❛❜✐ts t❤❛t ♣❡r♠❛♥❡♥t❧② s❡♣❛r❛t❡ ✇♦r❦❡rs ❢r♦♠ ❝❛♣✐t❛❧ ♦r ♠❛❦❡ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ st♦❝❦ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧

✐❧❧✲s✉✐t❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡✇ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❞❡♠❛♥❞s✳ ❙✐♥❝❡ ✐t ✐s t♦♦ ❡❛r❧② t♦ ❦♥♦✇ t❤✐s✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤r❡❡

♣♦ss✐❜❧❡ s❝❡♥❛r✐♦s✱ ❝❤♦s❡♥ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ s❤♦❝❦

✇❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡✳ ❆❧❧ t❤r❡❡ ✐♥✈♦❧✈❡ ❡♥♦r♠♦✉s ❧♦ss❡s ✐♥ t❤❡ s❤♦rt t❡r♠ ❜✉t t❤❡✐r ❧♦♥❣✲t❡r♠ ❡✛❡❝ts

❛♥❞ t❤❡✐r ❧✐❢❡t✐♠❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❡✛❡❝ts ❢♦r t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❛r❡ ❞r❛st✐❝❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t✳

❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❛ s❝❡♥❛r✐♦ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r φ2020 ❛♥❞ ❛ ✈❛❧✉❡

❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ν t❤❛t ❞❡❧✐✈❡r t❤❡ s❛♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❜❧♦✇ t♦ ♦✉t♣✉t✱ ❛❝r♦ss ❛❧❧ t❤r❡❡ s❝❡♥❛r✐♦s✳ ❚❤❡

t❛r❣❡t ❢♦r t❤✐s ✐♥✐t✐❛❧ ✐♠♣❛❝t ✐s q✉✐t❡ ❧❛r❣❡✿ ❛♥ ✶✽✪ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ ●❉P✳ ❚❤✐s ✐s ❧✐❦❡❧② ❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡

❡st✐♠❛t❡ ❢♦r ◗✷ ✷✵✷✵✱ ❜✉t ♠♦r❡ ❡①tr❡♠❡ t❤❛♥ s♦♠❡ ❢♦r❡❝❛sts ❢♦r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ②❡❛r✳✶✺ ❚❤✐s ✐s ♣❛rt❧②

❜② ❞❡s✐❣♥ ✕ t❤❡ s❝❛rr✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s r❡❛❧❧② ♦♥❧② r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r ❛♥ ♦✉t❧✐❡r s❤♦❝❦✳ ❲❤✐❧❡ ◗✷ ✇✐❧❧

✶✺▲✉❞✈✐❣s♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✷✵✮ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r❡❝❛st ❛♥ ❛♥♥✉❛❧ ✶✸✲✶✼✪ ❞r♦♣ ✐♥ ♦✉t♣✉t✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s❡❝t♦r✳

✶✺



❜❡ ❝❡rt❛✐♥❧② ❜❡ ♦♥❡✱ ✇❤❡t❤❡r ✷✵✷✵ st❛♥❞s ♦✉t ❛s ❛♥ ♦✉t❧✐❡r ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❤♦✇ ◗✸ ❛♥❞ ◗✹

t✉r♥ ♦✉t✳ ■❢ t❤❡② ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♠♦r❡ ♠♦❞❡r❛t❡✱ t❤❡♥ ✇❡ ❛r❡ ♦✈❡rst❛t✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡

✐♠♣❛❝t ❛♥❞ t❤❡ s❝❛rr✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ✉s❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞❡❧

✭❡✳❣✳ q✉❛rt❡r❧② ♦r ❡✈❡♥ ♠♦♥t❤❧②✮✳ ❇✉t ❢♦r ♥♦✇✱ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛♥♥✉❛❧ ✈❡rs✐♦♥✱

✇✐t❤ t❤❡ ❝❛✈❡❛t t❤❛t t❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞ ✐♠♣❛❝t ♠✐❣❤t ❜❡ ❜❡tt❡r ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛♥ ❛♥♥✉❛❧✐③❡❞ ◗✷

❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ●❉P✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛♥ ❛❝t✉❛❧ ❢♦r❡❝❛st ❢♦r ✷✵✷✵✳

■♥ s❝❡♥❛r✐♦ ✶✱ t❤❡ s❤♦❝❦ ♠❛❦❡s ✷✺✪ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ♦❜s♦❧❡t❡✱ ❜✉t ν = 0✱ ✐✳❡✳ ✐t ❞♦❡s

♥♦t ✐♥❞✉❝❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧✱ tr❛♥s✐t♦r② ❡✛❡❝ts✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s t❤❛t ❛❝❝♦♠♣❛♥② t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ ❛r❡ [φ, ν] =

[0.75, 0]✳

■♥ s❝❡♥❛r✐♦ ✷✱ t❤❡ s❤♦❝❦ ♠❛❦❡s ✶✺✪ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ♦❜s♦❧❡t❡ ❛♥❞ ✐s ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜②

❛ ✶✲♣❡r✐♦❞ ✺✪ ❞r♦♣ ✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✳ ❚❤✐s ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐s ❝❤♦s❡♥ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡

✐♠♣❛❝t ♦♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♦✉t♣✉t✱ ❜✉t r❡♣r❡s❡♥t ❛ ♠✐❞❞❧❡✲❣r♦✉♥❞ ♦✉t❝♦♠❡✳ ❚❤❡ t❡♠♣♦r❛r② ❢❛❧❧

✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❧♦ss ❢r♦♠ ✇♦r❦❡rs ✇❤♦ ❛r❡ t❡♠♣♦r❛r✐❧② s❡♣❛r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡✐r

♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ❝❛♣✐t❛❧✱ ❜✉t ✇✐❧❧ r❡t✉r♥ s❤♦rt❧②✱ ❛s ♣r♦❞❝✉t✐✈❡ ❛s t❤❡② ✇❡r❡ ❜❡❢♦r❡✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r

[φ, ν] t❤❛t ❛❝❝♦♠♣❛♥② t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ ❛r❡ [0.85, 0.3]✳

■♥ s❝❡♥❛r✐♦ ✸✱ ♦♥❧② ✺✪ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ✐s ❧♦st✳ ❚❤❛t ✐s ❧❛r❣❡✱ ❜✉t ✐s s♠❛❧❧❡r

t❤❛♥ ♠♦st ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ ❛♥♥✉❛❧ ❝❛♣✐t❛❧ ❞❡♣r❡❝✐❛t✐♦♥✳ ❖♥❡ ♠✐❣❤t t❤✐♥❦ ♦❢ t❤✐s ❛s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢

t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❞❡♠❛♥❞✱ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❝❛♣✐t❛❧ ❞❡♣r❡❝✐❛t✐♦♥ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❤❛♣♣❡♥ ♦✈❡r ✶✽ ♠♦♥t❤s✱

♥♦✇ ❤❛♣♣❡♥s ✐♥ ❛ ②❡❛r✳ ❚❤✐s ❝❛♣✐t❛❧ ❞❡♣r❡❝✐❛t✐♦♥ s❤♦❝❦ ✐s ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② ❛♥ ✽✪ ✶✲②❡❛r ❞r♦♣

✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤✐s ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐s ❝❤♦s❡♥ t♦ ❞❡❧✐✈❡r t❤❡ s❛♠❡ s❤♦rt✲r✉♥ ✐♠♣❛❝t✱ ✐♥

♦r❞❡r t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❡✛❡❝ts t❤❛t ❛r❡ s♣❡❝✐✜❝ t♦ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s t❤❛t

❛❝❝♦♠♣❛♥② t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ ❛r❡ [φ, ν] = [0.95, 1.6]✳

❍♦✇ ♠✉❝❤ ❜❡❧✐❡❢ s❝❛rr✐♥❣❄ ❲❡ ❛♣♣❧② ♦✉r ❦❡r♥❡❧ ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ t❤❡

❝❛♣✐t❛❧ r❡t✉r♥ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛♥❞ ♦✉r t❤r❡❡ s❝❡♥❛r✐♦s t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❜❡❧✐❡❢s✳ ■♥ ♦t❤❡r

✇♦r❞s✱ ❢♦r ❡❛❝❤ t✱ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t {ĝt} ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✉♥t✐❧ t❤❛t ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣

❡st✐♠❛t❡s ❢♦r ✷✵✶✾ ❛♥❞ ✷✵✷✵ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r❡ s✉❜t❧❡✳ ❙♣♦tt✐♥❣ t❤❡♠

r❡q✉✐r❡s ❝❧♦s❡ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞♦tt❡❞ ❛♥❞ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s ❞✐✈❡r❣❡✱ ❛r♦✉♥❞ ✵✳✼✺✱ ✵✳✽✺ ❛♥❞ ✵✳✾✺✱ ✐♥

s❝❡♥❛r✐♦s ✶✱ ✷ ❛♥❞ ✸ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡② s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❈❖❱■❉✲✶✾ ♣❛♥❞❡♠✐❝ ✐♥❞✉❝❡s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡

✐♥ t❤❡ ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ❡①tr❡♠❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ s❤♦❝❦s✳ ■♥ s❝❡♥❛r✐♦ ✶✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❞❡♥s✐t② ❢♦r

✷✵✶✾ ✐♠♣❧✐❡s ♥❡❛r ③❡r♦ ✭❧❡ss t❤❛♥ 10−5%✮ ❝❤❛♥❝❡ ♦❢ ❛ φ = 0.75 s❤♦❝❦❀ t❤❡ ✷✵✷✵ ❞❡♥s✐t② ❛tt❛❝❤❡s

❛ ✶✲✐♥✲✼✵ ♦r ✶✳✹✷✪ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❛ s✐♠✐❧❛r ❡✈❡♥t r❡❝✉rr✐♥❣✳

❆s t❤❡ ❣r❛♣❤ s❤♦✇s✱ ❢♦r ♠♦st ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣❡r✐♦❞✱ t❤❡ s❤♦❝❦ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧②

t✐❣❤t r❛♥❣❡ ❛r♦✉♥❞ ✶✱ ❜✉t ✇❡ s❛✇ t✇♦ ❧❛r❣❡ ❛❞✈❡rs❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ●r❡❛t ❘❡❝❡ss✐♦♥✿ 0.93

✐♥ ✷✵✵✽ ❛♥❞ 0.84 ✐♥ ✷✵✵✾✳ ❚❤❡s❡ r❡✢❡❝t t❤❡ ❧❛r❣❡ ❞r♦♣s ✐♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♥♦♥✲r❡s✐❞❡♥t✐❛❧

❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦✳ ❚❤❡ ❈❖❱■❉ s❤♦❝❦ ✐s ♥♦✇ ❛ t❤✐r❞ ❡①tr❡♠❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❛♣✐t❛❧ r❡t✉r♥s

✶✻
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❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❇❡❧✐❡❢s ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♦✉t❝♦♠❡s✱ ♣❧♦tt❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❈❖❱■❉✲✶✾ ❝r✐s✐s✳
❆❧❧ t❤r❡❡ ♣❛♥❡❧s s❤♦✇ t❤❡ s❛♠❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❦❡r♥❡❧ ❞❡♥s✐t✐❡s ✐♥ ✷✵✶✾ ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮✳ ❚❤❡② s❤♦✇ ❞✐✛❡r❡♥t ❡st✐♠❛t❡❞

❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ s❤♦❝❦s ✐♥ ✷✵✷✵ ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦✳ ❚❤❡ s✉❜t❧❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t t❛✐❧

r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s❝❛rr✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦❢ ❈❖❱■❉✲✶✾✳

✐♥ t❤❡ ❧❛st ✷✵ ②❡❛rs✳ ■t ♠❛❦❡s s✉❝❤ ❛♥ ❡✈❡♥t ❛♣♣❡❛r ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧②✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❖✉t♣✉t ✇✐t❤ s❝❛rr✐♥❣ ♦❢ ❜❡❧✐❡❢s ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮✳
❯♥✐ts ❛r❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ❝❤❛♥❣❡s✱ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♣r❡✲❝r✐s✐s st❡❛❞②✲st❛t❡✱ ✇✐t❤ ✵ ❜❡✐♥❣ ❡q✉❛❧ t♦ st❡❛❞② st❛t❡ ❛♥❞ −0.1

♠❡❛♥✐♥❣ ✶✵✪ ❜❡❧♦✇ st❡❛❞② st❛t❡✳ ❈♦♠♠♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳ ❙❝❡♥❛r✐♦✲s♣❡❝✐✜❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡✿

❙❝❡♥❛r✐♦ ✶✿ [φ, ν] = [0.75, 0]❀ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✷✿ [φ, ν] = [0.85, 0.3]❀ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✸✿ [φ, ν] = [0.95, 1.6]✳

▲♦♥❣✲r✉♥ ♦✉t♣✉t ❧♦ss ❖❜s❡r✈✐♥❣ ❛ t❛✐❧ ❡✈❡♥t ❧✐❦❡ t❤❡ ❈❖❱■❉✲✶✾ ♣❛♥❞❡♠✐❝ ❝❤❛♥❣❡s ❜❡❧✐❡❢s

❛♥❞ ♦✉t❝♦♠❡s ✐♥ ❛ ♣❡rs✐st❡♥t ✇❛②✳ ❋✐❣✉r❡ ✷ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❢♦r t♦t❛❧

♦✉t♣✉t ✭●❉P✮ t♦ ❛♥ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤♦✉t ❧❡❛r♥✐♥❣✳ ❚❤❡ ✉♥✐ts ❛r❡ ❧♦❣ ❝❤❛♥❣❡s✱ r❡❧❛t✐✈❡ t♦

t❤❡ ♣r❡✲❝r✐s✐s st❡❛❞②✲st❛t❡✳ ■♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤♦✉t ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ❛❣❡♥ts ❦♥♦✇ t❤❡ tr✉❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

♦❢ ♣❛♥❞❡♠✐❝s✳ ❲❤❡♥ t❤❡② s❡❡ t❤❡ ❈❖❱■❉ ❝r✐s✐s✱ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❜❡❝❛✉s❡

t❤❡② ❦♥♦✇ ✐t t♦ ❜❡ tr✉❡ ✇✐t❤ ❝❡rt❛✐♥t②✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✇❤❛t ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❝❛❧❧❡❞ ✏r❛t✐♦♥❛❧

❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✳✧ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s ♦✉r r❡❛❧✲t✐♠❡ ❦❡r♥❡❧ ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥ t♦

✐♥❢♦r♠ ❜❡❧✐❡❢s✱ ❣❡♥❡r❛t❡s s✐♠✐❧❛r s❤♦rt✲t❡r♠ r❡❛❝t✐♦♥s✱ ❜✉t ✇♦rs❡ ❧♦♥❣✲t❡r♠ ❡✛❡❝ts✳

❲❤❡♥ ❛❣❡♥ts ❧❡❛r♥✱ t❤❡ t❤r❡❡ s❝❡♥❛r✐♦s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✇❤❛t ❡❝♦♥♦♠✐st ♠✐❣❤t ❝❛❧❧ ❛♥ ▲✲

✶✼



s❤❛♣❡❞✱ s✇♦♦s❤ ❛♥❞ ❱✲s❤❛♣❡❞ r❡❝❡ss✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛❧❧ t❤r❡❡ s❝❡♥❛r✐♦s ❞❡❧✐✈❡r t❤❡ s❛♠❡

✐♥✐t✐❛❧ ✲✶✽✪ ✐♠♣❛❝t t♦ ♦✉t♣✉t ✐s ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s s✉❜s❡q✉❡♥t❧②✳ ■♥

t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥✱ ✐t ✐s ♥♦t t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♠♣❛❝t t❤❛t ♠❛tt❡rs✱ ❛s ♠✉❝❤ ❛s ✐ts ♣❡rs✐st❡♥❝❡✳

❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♦✉t♣✉t ✐♥ t❤❡s❡ t❤r❡❡ s❝❡♥❛r✐♦s ✐s ✈❛st❧② ❞✐✛❡r❡♥t✳ ■❢ ✇❡

❞✐s❝♦✉♥t ❢✉t✉r❡ ❞❡❝❧✐♥❡s ✐♥ ♦✉t♣✉t ❛t r❛t❡ β = 0.91✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛♥❞❡♠✐❝ ❝r✐s✐s ✐♥

s❝❡♥❛r✐♦ ✸ ✐s ✻✺✪ ♦❢ ●❉P✳ ■♥ s❝❡♥❛r✐♦ ✷✱ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❧❛r❣❡r✱ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ ✶✶✹✪ ♦❢

●❉P ❧♦ss ✐♥ ♣r❡s❡♥t ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ✈❛❧✉❡✳ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✶ ❞❡❧✐✈❡rs ❛♥ ♦✈❡r✇❤❡❧♠✐♥❣ ♣r❡s❡♥t ❞✐s❝♦✉♥t❡❞

✈❛❧✉❡ ❧♦ss ♦❢ ✶✽✽✪ ♦❢ ❛♥♥✉❛❧ ●❉P✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❝❤❛♥❣❡s t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥t

✈❛❧✉❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝r♦ss s❝❡♥❛r✐♦s✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ✐♥ s❝❡♥❛r✐♦ ✸ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐♦♥

✐s ✐♥ t❤❡ s❤♦rt✲r✉♥✳ ❚❤❡ ✜rst t✇♦ ②❡❛rs ❝♦♥tr✐❜✉t❡ ✹✶✪ t♦ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♥❡t ♣r❡s❡♥t ✈❛❧✉❡✳ ❖♥ t❤❡

♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐♥ s❝❡♥❛r✐♦ ✶ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ✐s ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞r♦♣ ✐♥ t❤❡ ✜rst t✇♦

②❡❛rs ♦♥❧② ❝♦♥tr✐❜✉t❡s ✷✻✪ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣r❡s❡♥t ✈❛❧✉❡✳

❖✉r ❞✐s❝♦✉♥t✐♥❣✱ ❛t ✾✪ ♣❡r ②❡❛r✱ ✐s ✐♥t❡♥t✐♦♥❛❧❧② q✉✐t❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡✳ ■❢ ✐♥st❡❛❞ ♦♥❡ ❞✐s❝♦✉♥t❡❞

✉s✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧❡ ●♦r❞♦♥ ❣r♦✇t❤ ❢♦r♠✉❧❛✱ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❧♦ss❡s ❛r❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❧❛r❣❡r✳ ■❢ ✇❡

❛ss✉♠❡ t❤❛t ❧♦♥❣✲t❡r♠ ❝❛♣✐t❛❧ r❡t✉r♥ ✐s ✷✪ t♦ ✺✪ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❣r♦✇t❤ r❛t❡✱ t❤❡♥

t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ✷✪ ❧♦ss ✐♥ ♦✉t♣✉t ✭s❝❡♥❛r✐♦ ✸✮ ✐s ✹✵✪ ✲✶✵✵✪ ♦❢ ●❉P✳ ■♥ s❝❡♥❛r✐♦ ✷✱

t❤❡ ✽✪ ❧♦ss ✐♥ ●❉P ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ✶✻✵✪✲✹✵✵✪ ♦❢ ●❉P ❧♦ss ✐♥ ♣r❡s❡♥t ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ✈❛❧✉❡✳

❙❝❡♥❛r✐♦ ✶ ❞❡❧✐✈❡rs ❛♥ ♦✈❡r✇❤❡❧♠✐♥❣ ♣r❡s❡♥t ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ✈❛❧✉❡ ❧♦ss ♦❢ ✸✽✵✪✲✾✺✵✪ ♦❢ ❛♥♥✉❛❧

●❉P✳ ❚❤❛t ✇♦rst ❝❛s❡ ♠❡❛♥s t❤❛t ♥❡❛r❧② ✶✵ ②❡❛rs ♦❢ ♦✉t♣✉t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❧♦st✳ ❆ ✇❤♦❧❡ ♣❛♣❡r

♠✐❣❤t ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❞✐s❝♦✉♥t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳ ❖✉r ♣♦✐♥t ✐s s✐♠♣❧② t❤❛t ❤♦✇❡✈❡r ♦♥❡

❞✐s❝♦✉♥ts t❤❡ ❢✉t✉r❡✱ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❧♦ss❡s ❛r❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❧❛r❣❡✱ ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡✲②❡❛r

❝♦sts t❤❛t ♠♦st ❡❝♦♥♦♠✐sts ❛r❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥✳

❏✉st ❧✐❦❡ ❧❛r❣❡ s❤♦❝❦s ❛❧♦♥❡ ❞♦ ♥♦t ♣r♦❞✉❝❡ ❧♦♥❣✲t❡r♠ ❡✛❡❝ts✱ t❤❡ s❝❛rr✐♥❣ ♦❢ ❜❡❧✐❡❢s ✭❧❡❛r♥✐♥❣✮

❛❧♦♥❡ ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦❞✉❝❡ s✐③❡❛❜❧❡ ❧♦♥❣✲t❡r♠ ❡✛❡❝ts ✐♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s✳ ■♥ s❝❡♥❛r✐♦ ✸✱ ✇❤❡r❡ φ = 0.95✱

♦♥❧② ✺✪ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ✐s ♣❡r♠❛♥❡♥t❧② ♠❛❧✲❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡✇ r❡❛❧✐t②✳ ■♥st❡❛❞✱ ♠♦st ♦❢

t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❢❛❧❧ ✐♥ ♦✉t♣✉t ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ tr❛♥s✐t♦r② ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② s❤♦❝❦✱ ❛s r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡

❧❛r❣❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ν = 1.6✳ ❙✐♥❝❡ 0.951.6 = 0.92✱ t❤✐s r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ✽✪ ✶✲②❡❛r ❞r♦♣ ✐♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡

♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✳

❖❢ ❝♦✉rs❡✱ s✉❝❤ ❛ t❡♠♣♦r❛r② ❞r♦♣ ✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐s ❛❧s♦ ❛ r❛r❡ ❡✈❡♥t✱ ❛❧s♦ ❧❡❛r♥❡❞ ❛❜♦✉t ❜②

♦✉r ❛❣❡♥ts✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ s❝❛rs t❤❡✐r ❜❡❧✐❡❢s ❣♦✐♥❣ ❢♦r✇❛r❞✳ ❇✉t t❤❡ s❝❛rr✐♥❣ ✐s ♠✉❝❤ ❧❡ss✱ ♣r♦❞✉❝✐♥❣

♦♥❧② ❛ ✷✪ ❧♦ss ✐♥ ❧♦♥❣✲r✉♥ ♦✉t♣✉t✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② s❤♦❝❦ ❤❛s ♠✉❝❤ ❧❡ss ❡✛❡❝t ✐s

t❤❛t ✐t ✐♠♣❛✐rs t❤❡ r❡t✉r♥ t♦ ❝❛♣✐t❛❧ ❜② ❧❡ss✳ ❚❛✐❧ r✐s❦ ♠♦st❧② ❛✛❡❝ts t❤❡ r✐s❦ ♣r❡♠✐✉♠ r❡q✉✐r❡❞

♦♥ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥✈❡st♠❡♥ts✳ ▲❛❜♦r ❛❧s♦ ❝♦♥tr❛❝ts✱ ❜✉t t❤❛t ✐s ❛ r❡❛❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡

❝❛♣✐t❛❧ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♣❛✐r❡❞ ✇✐t❤ ❧❛❜♦r✳ ❲❤❡♥ ❛ ❝❤✉♥❦ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❜❡❝♦♠❡s ♠❛❧✲❛❞❛♣t❡❞ ❛♥❞

✇♦rt❤❧❡ss✱ t❤❛t ✐s ❛♥ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♠♦r❡ ❝♦st❧② t♦ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r t❤❛♥ t❤❡ t❡♠♣♦r❛r② ❞❡❝❧✐♥❡

✐♥ ❝❛♣✐t❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ❢❡✇ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ r❡t✉r♥s✱ t❤❡ φ s❤♦❝❦

✶✽



t❤❛t ♦♣❡r❛t❡s ❞✐r❡❝t❧② ♦♥ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❛ ❛♥ ♦✉t❧✐❡r ❢♦r ❝❛♣✐t❛❧ r❡t✉r♥s t❤❛♥ ✐s

t❤❡ z s❤♦❝❦ t❤❛t ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ φ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥✳

❚✉r♥✐♥❣ ♦✛ ❜❡❧✐❡❢ ✉♣❞❛t✐♥❣ ❲❤❡♥ ❛❣❡♥ts ❞♦ ♥♦t ❧❡❛r♥✱ ❛❧❧ t❤r❡❡ s❝❡♥❛r✐♦s ✐♥✈♦❧✈❡ q✉✐❝❦

❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡ r❡❝♦✈❡r✐❡s✱ ❡✈❡♥ ✇✐t❤ t❤✐s ❧❛r❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♠♣❛❝t✳ ❲✐t❤♦✉t t❤❡ s❝❛rr✐♥❣ ♦❢ ❜❡❧✐❡❢s✱

❢❛❝✐❧✐t✐❡s ❛r❡ r❡tr♦✜tt❡❞✱ ✇♦r❦❡rs ✜♥❞ ♥❡✇ ❥♦❜s✱ ❛♥❞ ✇❤✐❧❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s ♣❛✐♥❢✉❧ t♦ ♠❛♥②✱ t❤❡

❡❝♦♥♦♠② ❞♦❡s r❡t✉r♥ t♦ ✐ts ♣r❡✲❝r✐s✐s tr❛❥❡❝t♦r②✳ ❲✐t❤ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ t❤✐s ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r tr✉❡✳

❚♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ✇❡ ♣❧♦t ❛✈❡r❛❣❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♦✉t❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❛♥ ♦t❤❡r✇✐s❡

✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠② ✇❤❡r❡ ❛❣❡♥ts ❦♥♦✇ t❤❡ ✜♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ĝ2020 ✇✐t❤ ❝❡rt❛✐♥t②✱ ❢r♦♠ t❤❡ ✈❡r②

❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ✜❣✉r❡✮✳ ◆♦✇✱ ❜② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ❛❣❡♥ts ❞♦ ♥♦t r❡✈✐s❡ t❤❡✐r ❜❡❧✐❡❢s

❛❢t❡r t❤❡ ●r❡❛t ❘❡❝❡ss✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ st❛♥❞❛r❞ r❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝s

❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❤❡r❡ ❛❣❡♥ts ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❦♥♦✇ t❤❡ tr✉❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s❤♦❝❦s ❤✐tt✐♥❣ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②

❛♥❞ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝✐❛♥ ❡st✐♠❛t❡s t❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ♣♦st✲✷✵✷✵

♣❛t❤s ❛r❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❡❛❝❤ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛t ✐ts st♦❝❤❛st✐❝ st❡❛❞② st❛t❡

✐♥ ✷✵✶✾ ❛♥❞ ✐s s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ✷✵✷✵ φ ❛♥❞ z s❤♦❝❦s❀ s✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ s❤♦❝❦s

❞r❛✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✷✵✷✵ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts✳

■♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❜❡❧✐❡❢ r❡✈✐s✐♦♥s✱ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ s❤♦❝❦s ❧❡❛❞ t♦ ❛♥ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❜♦♦♠✱ ❛s t❤❡

❡❝♦♥♦♠② r❡♣❧❡♥✐s❤❡s t❤❡ ❧♦st ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝❛♣✐t❛❧✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✐♥ ✉t✐❧✐t② ♠♦❞❡r❛t❡s t❤❡

s♣❡❡❞ ♦❢ t❤✐s tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ ❛♥ ❡①t❡♥t✱ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ ❛ st❡❛❞② r❡❝♦✈❡r② ❜❛❝❦ t♦ t❤❡

♦r✐❣✐♥❛❧ st❡❛❞② st❛t❡ ✐s ❝❧❡❛r✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♥♦✲❧❡❛r♥✐♥❣ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❡♥❞✲♦❢✲

s❛♠♣❧❡ ❜❡❧✐❡❢s ❛s t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡② ❜♦t❤ ✉❧t✐♠❛t❡❧② ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧s✳ ❇✉t✱

t❤❡② st❛rt ❛t ❞✐✛❡r❡♥t st❡❛❞② st❛t❡s ✭♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ ✵ ❢♦r ❡❛❝❤ s❡r✐❡s✮✳ ❚❤✐s s❤♦✇s t❤❛t ❧❡❛r♥✐♥❣

✐s ✇❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡s ❧♦♥❣✲❧✐✈❡❞ r❡❞✉❝t✐♦♥s ✐♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❝t✐✈✐t②✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❲✐t❤♦✉t ❜❡❧✐❡❢ s❝❛rr✐♥❣✱ ✐♥✈❡st♠❡♥t s✉r❣❡s✳
❘❡s✉❧ts s❤♦✇ ❛✈❡r❛❣❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t✱ ✇✐t❤ s❝❛rr✐♥❣ ♦❢ ❜❡❧✐❡❢s ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮✳ ❈♦♠✲

♠♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳ ❙❝❡♥❛r✐♦✲s♣❡❝✐✜❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡✿ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✶✿ [φ, ν] = [0.75, 0]❀ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✷✿

[φ, ν] = [0.85, 0.3]❀ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✸✿ [φ, ν] = [0.95, 1.6]✳

✶✾



■♥✈❡st♠❡♥t ❛♥❞ ▲❛❜♦r✳ ❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸ ❢✉rt❤❡r r❡✐♥❢♦r❝❡s t❤✐s ♣♦✐♥t✳

■t ✐s t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧✲r❡t✉r♥ ❞❡♣r❡ss✐♥❣ s♠❛❧❧ φ✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ t❤❛t ❤❛s

❧❛r❣❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❡✛❡❝ts✳ ❲❤❡♥ ❛❣❡♥ts ❞♦ ♥♦t ❧❡❛r♥✱ ✐♥✈❡st♠❡♥t s✉r❣❡s ♦r ❞✐♣s ❢♦r ♦♥❧② ♦♥❡

♣❡r✐♦❞✳ ❲❤❡♥ ❛❣❡♥ts ❧❡❛r♥✱ ❜✉t t❤❡ s❤♦❝❦ ✐s ❧❡ss ❞❡tr✐♠❡♥t❛❧ t♦ ❝❛♣✐t❛❧ r❡t✉r♥s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ q✉✐❝❦

❢❛❧❧ ✐♥ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✇❤❡♥ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐s ❧♦✇ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛ r❡❜♦✉♥❞✱ t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r

✐♥✈❡st♠❡♥t ❧❡✈❡❧ t❤❛♥ ❜❡❢♦r❡✱ t♦ ♠❛❦❡ ✉♣ ❢♦r t❤❡ ❧♦✇❡r ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦✳

❖♥❡ r❡❛s♦♥ t❤❛t ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ s❤♦❝❦s ❞✐r❡❝t❧② t♦ ❝❛♣✐t❛❧ ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ s❛✇ s✉❝❤ ❧❛r❣❡ ❡q✉✐t②

♣r✐❝❡ r❡s♣♦♥s❡s✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✸✵✪ ❞r♦♣ ✐♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡q✉✐t② ✐s ♥❡❛r❧② ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡❝♦♥❝✐❧❡

✇✐t❤ ❛♥② t❡♠♣♦r❛r② ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② s❤♦❝❦✱ s✐♥❝❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡q✉✐t② ❞❡r✐✈❡s ❢r♦♠

✐ts ❝❛s❤ ✢♦✇s ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ②❡❛r ❛❤❡❛❞✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ r❡❛❝t✐♦♥ s✉❣❣❡sts t❤❛t ✐♥✈❡st♦rs ❤❛❞

s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❝♦♥❝❡r♥s ❢♦r ❧♦ss❡s t❤❛t ✇❡r❡ ♠♦r❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t✳

❙❝❡♥❛r✐♦ ✶

2020 2030 2040 2050 2060
-0.2

-0.15

-0.1

-0.05

0

❙❝❡♥❛r✐♦ ✷

2020 2030 2040 2050 2060
-0.2

-0.15

-0.1

-0.05

0

❙❝❡♥❛r✐♦ ✸

2020 2030 2040 2050 2060
-0.2

-0.15

-0.1

-0.05

0

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ▲❛❜♦r ✇✐t❤ s❝❛rr✐♥❣ ♦❢ ❜❡❧✐❡❢s ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮✳
❈♦♠♠♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳ ❙❝❡♥❛r✐♦✲s♣❡❝✐✜❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡✿ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✶✿ [φ, ν] = [0.75, 0]❀ ❙❝❡♥❛r✐♦

✷✿ [φ, ν] = [0.85, 0.3]❀ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✸✿ [φ, ν] = [0.95, 1.6]✳

■♥ ✜❣✉r❡ ✹✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ r❡❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❧❛❜♦r ✐s ❛ ❧✐tt❧❡ ♠♦r❡ ♠✐❧❞ t❤❛♥ ❢♦r ✐♥✈❡st♠❡♥t✳

❇✉t t❤❡ ❜✐❣❣❡r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡r✐♦❞ r❡❛❝t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ t❤❡ tr❛♥s✐t♦r② s❤♦❝❦ ♣❛ss❡s✱

✐♥✈❡st♠❡♥t s✉r❣❡s✱ t♦ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✐ts ✐♥✐t✐❛❧ ❧❡✈❡❧✱ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❧♦st ♠❛❧✲❛❞❛♣t❡❞ ❝❛♣✐t❛❧✳

❇✉t ❧❛❜♦r r❡t✉r♥s t♦ ❛ ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❧❡✈❡❧✳ ▲❛❜♦r ❞❡♠❛♥❞ ✐s ❞❡♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦✇❡r ❝❛♣✐t❛❧

st♦❝❦✳ ▲❛❜♦r ❞❡♠❛♥❞s ❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ r❡s♣♦♥❞ ❣r❛❞✉❛❧❧②✱ ❛s t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ✐s r❡❜✉✐❧t✳

❲❤❛t ❜❡❧✐❡❢ s❝❛rr✐♥❣ ❞♦❡s ✐s t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ r❡❜♦✉♥❞ s❧♦✇❡r ❛♥❞ ❧❡ss✳ ❇② ❞❡t❡rr✐♥❣ ✐♥✈❡st♠❡♥t✱

✇✐t❤ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❡❛t❡r ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❧♦✇ ✐♥✈❡st♠❡♥t r❡t✉r♥s✱ t❤❡ s❝❛rr✐♥❣ ❡✛❡❝t

❧♦✇❡rs t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦ ❛♥❞ t❤❡r❡❜② ❧♦✇❡rs t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ❧❛❜♦r✳ ❲❤✐❧❡ ❧❛❜♦r

✐s ♥♦t t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✱ ✐t ♠❛tt❡rs ✐♠♠❡♥s❡❧② ❢♦r ✇❡❧❢❛r❡✱ ❡q✉✐t② ❛♥❞ ❤✉♠❛♥

❤❛♣♣✐♥❡ss✳

❉❡❢❛✉❧ts ❛♥❞ ■♥t❡r❡st ❘❛t❡s✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛②s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡s❡ t❤r❡❡ s❝❡♥❛r✐♦s ❞✐✛❡r ✐s ✐♥

t❤❡✐r ❞❡❢❛✉❧t r❛t❡s✳ ❉❡❢❛✉❧t ❤❛♣♣❡♥s ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞✱ ✇❤❡♥ t❤❡ s❤♦❝❦ ❤✐ts✳ ❇✉t t❤❡ ✶✺✪

❞❡❢❛✉❧t r❛t❡ ✐♥ s❝❡♥❛r✐♦ ✶ s❝❛rs ✐♥✈❡st♦rs ❢❛r ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡ ✼✪ ❛♥❞ ✸✪ ❞❡❢❛✉❧t r❛t❡s ♦❢ s❝❡♥❛r✐♦s

✷✵



❙❝❡♥❛r✐♦ ✶

2020 2030 2040 2050 2060
0

0.05

0.1

0.15

0.2

❙❝❡♥❛r✐♦ ✷

2020 2030 2040 2050 2060
0

0.05

0.1

0.15

0.2

❙❝❡♥❛r✐♦ ✸

2020 2030 2040 2050 2060
0

0.05

0.1

0.15

0.2

❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❘❡❛❧✐③❡❞ ❞❡❢❛✉❧t ❞♦❡s ♥♦t r❡s♣♦♥❞ ♠✉❝❤ t♦ ❜❡❧✐❡❢s✳
❘❡s✉❧ts s❤♦✇ ✇✐t❤ s❝❛rr✐♥❣ ♦❢ ❜❡❧✐❡❢s ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮✱ ♦❢t❡♥ ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦♥ ❧✐♥❡s ♦♥ t♦♣ ♦❢ ❡❛❝❤

♦t❤❡r✳ ❈♦♠♠♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳ ❙❝❡♥❛r✐♦✲s♣❡❝✐✜❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡✿ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✶✿ [φ, ν] = [0.75, 0]❀

❙❝❡♥❛r✐♦ ✷✿ [φ, ν] = [0.85, 0.3]❀ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✸✿ [φ, ν] = [0.95, 1.6]

✷ ❛♥❞ ✸✱ ✇✐t❤ t❤❡✐r ♠♦r❡ tr❛♥s✐t♦r② s❤♦❝❦s✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t s✉❣❣❡st t❤❛t✱ t♦ ♣r❡✈❡♥t ❧♦♥❣✲t❡r♠

s❝❛rr✐♥❣ ❡✛❡❝ts✱ ♣♦❧✐❝② ♥❡❡❞s t♦ ✇♦r❦ ❤❛r❞ t♦ ♣r❡✈❡♥t ❜✉s✐♥❡ss ❞❡❢❛✉❧t✳ ❲❤✐❧❡ t❤✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ❛

❢♦❝✉s ♦❢ r❡❝❡♥t ♣♦❧✐❝②✱ ❛♥❞ ✐s ❝♦♠♠♦♥ s❡♥s❡✱ ✇❡ ❤❛❞ ❧✐tt❧❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡

❜❡♥❡✜ts ♦❢ s✉❝❤ ♣♦❧✐❝②✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ❛✈♦✐❞✐♥❣ ✇✐❞❡s♣r❡❛❞ ❞❡❢❛✉❧ts ✐s

❛ ♥❡❛r❧②✲♣❡r♠❛♥❡♥t ✶✶✪✲✶✼✪ ❛♥♥✉❛❧ ❣❛✐♥ ✐♥ ●❉P✱ ✐♥ ♣❡r♣❡t✉✐t②✳ ❚❤❛t ❣❛✐♥ ✐s ❢❛r ♠♦r❡ t❤❛♥

♦♥❡ ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ✐♠❛❣✐♥❡❞✳

❙❝❡♥❛r✐♦ ✶

2020 2030 2040 2050 2060
-0.02

-0.01

0

0.01

0.02

❙❝❡♥❛r✐♦ ✷

2020 2030 2040 2050 2060
-0.02

-0.01

0

0.01

0.02

❙❝❡♥❛r✐♦ ✸

2020 2030 2040 2050 2060
-0.02

-0.01

0

0.01

0.02

❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❘✐s❦ ❢r❡❡ r❛t❡ ❢❛❧❧s ✐s ❜❡❧✐❡❢ s❝❛rr✐♥❣ ✐s s❡✈❡r❡✳
❘❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❡ r❡t✉r♥ ♦♥ ❛ r✐s❦❧❡ss ❛ss❡t✱ ✇✐t❤ s❝❛rr✐♥❣ ♦❢ ❜❡❧✐❡❢s ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮✳

❈♦♠♠♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳ ❙❝❡♥❛r✐♦✲s♣❡❝✐✜❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡✿ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✶✿ [φ, ν] = [0.75, 0]❀ ❙❝❡♥❛r✐♦

✷✿ [φ, ν] = [0.85, 0.3]❀ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✸✿ [φ, ν] = [0.95, 1.6]✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛✛❡❝ts ❧♦♥❣✲r✉♥ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✳

❚❛❜❧❡ ✷ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ s❤♦rt✲r✉♥ ❡✛❡❝ts ♦❢ s❤♦❝❦s ❛♥❞ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢

❝❤❛♥❣❡s✱ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡✛❡❝ts ✐♥ ✷✵✷✵✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ♦✉t❝♦♠❡s ✐♥ ✷✵✻✵✳ ■t

s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❡✛❡❝ts ❞❡♣❡♥❞ ❝r✉❝✐❛❧❧② ♦♥ ❤♦✇ ♠✉❝❤ ❝❛♣✐t❛❧ ✐s ♣❡r♠❛♥❡♥t❧② s❡♣❛r❛t❡❞

❢r♦♠ ❧❛❜♦r✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ♥❛♠❡ t❤❡s❡ ❤✐❣❤✲ ♠❡❞✐✉♠✲ ❛♥❞ ❧♦✇✲❜❛♥❦r✉♣t❝② s❝❡♥❛r✐♦s✳

❚❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❣❛✐♥ ✐♥ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❢r♦♠ ♣r❡✈❡♥t✐♥❣ ✇✐❞❡s♣r❡❛❞ ❜❛♥❦r✉♣t❝②✱ ❜② tr❛♥s✐t✐♥❣ ❢r♦♠

✷✶



s❝❡♥❛r✐♦ ✶ t♦ s❝❡♥❛r✐♦ ✸✱ ✐s ✶✵✪ ♣❡r ②❡❛r✳

❙❝❡♥❛r✐♦ ■ ❙❝❡♥❛r✐♦ ■■ ❙❝❡♥❛r✐♦ ■■■
s❤♦rt✲r✉♥ ❧♦♥❣✲r✉♥ s❤♦rt✲r✉♥ ❧♦♥❣✲r✉♥ s❤♦rt✲r✉♥ ❧♦♥❣✲r✉♥

●❉P ✲✵✳✶✽ ✲✵✳✶✾ ✲✵✳✶✽ ✲✵✳✵✽ ✲✵✳✶✼ ✲✵✳✵✷
❘❡❛❧✐③❡❞ ❞❡❢❛✉❧t ✭❧❡✈❡❧✮ ✵✳✶✺ ✵✳✵✶ ✵✳✵✼ ✵✳✵✷ ✵✳✵✸ ✵✳✵✶
▲❛❜♦r ✲✵✳✶✷ ✲✵✳✶✷ ✲✵✳✶✷ ✲✵✳✵✺ ✲✵✳✶✷ ✲✵✳✵✷
❈❛♣✐t❛❧ ✲✵✳✷✺ ✲✵✳✷✽ ✲✵✳✶✺ ✲✵✳✶✷ ✲✵✳✵✺ ✲✵✳✵✸
■♥✈❡st♠❡♥t ✲✵✳✵✽ ✲✵✳✶✼ ✲✵✳✷✾ ✲✵✳✵✹ ✲✵✳✻✵ ✲✵✳✵✵
❘✐s❦✲❢r❡❡ r❛t❡ ✭✪✮ ✲✶✳✹✻ ✲✶✳✹✻ ✲✵✳✶✼ ✲✵✳✸✹ ✵✳✵✽ ✲✵✳✵✶

❚❛❜❧❡ ✷✿ ▲♦♥❣✲r✉♥ ❛♥❞ s❤♦rt✲r✉♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❝t✐✈✐t② ❢r♦♠ t❤r❡❡ ❈❖❱■❉✲✶✾ s❝❡♥❛r✐♦s✳
❙❤♦rt✲r✉♥ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✷✵✷✵ ❧❡✈❡❧s✱ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♣r❡✲❝r✐s✐s st❛t❡✱ ✇✐t❤ ✵ ❜❡✐♥❣ ❡q✉❛❧ t♦ st❡❛❞② st❛t❡ ❛♥❞ −0.1

♠❡❛♥✐♥❣ ✶✵✪ ❜❡❧♦✇ st❡❛❞② st❛t❡✳ ❘✐s❦ ❢r❡❡ r❛t❡s ❛r❡ s✐♠♣❧② ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ r❛t❡✱ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ st❡❛❞② st❛t❡✱ ✇❤✐❝❤

✐s ❛❧r❡❛❞② ❛ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡✳ ❈♦♠♠♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳ ❙❝❡♥❛r✐♦✲s♣❡❝✐✜❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡✿ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✶✿

[φ, ν] = [0.75, 0]❀ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✷✿ [φ, ν] = [0.85, 0.3]❀ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✸✿ [φ, ν] = [0.95, 1.6]✳

✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦ ♦♥❡ ❦♥♦✇s t❤❡ tr✉❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s❤♦❝❦s t♦ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❊❝♦♥♦♠✐sts t②♣✐❝❛❧❧② ❛ss✉♠❡ t❤❛t

❛❣❡♥ts ✐♥ t❤❡✐r ♠♦❞❡❧s ❦♥♦✇ t❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❛s ❛ ✇❛② t♦ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ❜❡❧✐❡❢s✳ ❇✉t ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t

❛❣❡♥ts ❞♦ t❤❡ s❛♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❛♥ ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝✐❛♥ ✇♦✉❧❞ ❞♦ ✐s ❡q✉❛❧❧②

❞✐s❝✐♣❧✐♥❡❞ ❛♥❞ ♠♦r❡ ♣❧❛✉s✐❜❧❡✳ ❋♦r ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ❢✉❧❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❤❛s ❧✐tt❧❡ ❡✛❡❝t

♦♥ ♦✉t❝♦♠❡s ❛♥❞ ♦✛❡rs tr❛❝t❛❜✐❧✐t②✳ ❇✉t ❢♦r ♦✉t❝♦♠❡s t❤❛t ❛r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❛✐❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ t❤❡

❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡s❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡♠ ✇✐t❤ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡

❧❛r❣❡✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❝❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♥❡✇✱ ♣❡rs✐st❡♥t ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥t♦ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♦t❤❡r✇✐s❡

tr❛♥s✐t♦r② s❤♦❝❦s✳ ❚❤❡ ❡ss❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s t❤✐s✿ ❖♥❝❡ ♦❜s❡r✈❡❞✱ ❛ s❤♦❝❦ ✭❛

♣✐❡❝❡ ♦❢ ❞❛t❛✮ st❛②s ✐♥ ♦♥❡✬s ❞❛t❛ s❡t ❢♦r❡✈❡r ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♣❡rs✐st❡♥t❧② ❛✛❡❝ts ❜❡❧✐❡❢ ❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❧❡ss ❢r❡q✉❡♥t❧② s✐♠✐❧❛r ❞❛t❛ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r ❛♥❞ ♠♦r❡ ♣❡rs✐st❡♥t t❤❡ ❜❡❧✐❡❢ r❡✈✐s✐♦♥✳

❲❤❡♥ ✇❡ q✉❛♥t✐❢② t❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛♥❞ ✉s❡ ❝❛♣✐t❛❧ ♣r✐❝❡ ❛♥❞ q✉❛♥t✐t② ❞❛t❛ t♦ ❞✐r❡❝t❧②

❡st✐♠❛t❡ ❜❡❧✐❡❢s✱ ♦✉r ♠♦❞❡❧✬s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s t❡❧❧ ✉s t❤❛t ♣r❡✈❡♥t✐♥❣ ❜❛♥❦r✉♣t❝✐❡s ♦r ♣❡r♠❛♥❡♥t

s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛❜♦r ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧✱ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❡♥♦r♠♦✉s ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜②

t❤❡ ❯✳❙✳ ❡❝♦♥♦♠② ❢♦r ❞❡❝❛❞❡s t♦ ❝♦♠❡✳ ❲❤❛t s♦✉♥❞ ♣♦❧✐❝② ♠✐❣❤t ❛✈♦✐❞ ✐s t❤❡ ♣r♦s♣❡❝t t❤❛t✱

❛❢t❡r s❡❡✐♥❣ ❤♦✇ ❢r❛❣✐❧❡ ♦✉r ❡❝♦♥♦♠② ✐s t♦ ❛ ♣❛♥❞❡♠✐❝✱ ✜r♠s ✇✐❧❧ ❜❡ s❝❛rr❡❞ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ♥❡✈❡r t❤✐♥❦

❛❜♦✉t t❛✐❧ r✐s❦ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛❣❛✐♥✳

✷✷



❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❆♥❣❡❧❡t♦s✱ ●✳✲▼✳ ❛♥❞ ❏✳ ▲❛✬❖ ✭✷✵✶✸✮✳ ❙❡♥t✐♠❡♥ts✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛ ✽✶ ✭✷✮✱ ✼✸✾✕✼✼✾✳

❇❡❛✉❞r②✱ P✳ ❛♥❞ ❋✳ P♦rt✐❡r ✭✷✵✵✹✮✳ ❆♥ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ♣✐❣♦✉✬s t❤❡♦r② ♦❢ ❝②❝❧❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢

▼♦♥❡t❛r② ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✺✶✱ ✶✶✽✸✕✶✷✶✻✳

❇❧♦♦♠✱ ◆✳✱ ▼✳ ❋❧♦❡t♦tt♦✱ ◆✳ ❏❛✐♠♦✈✐❝❤✱ ■✳ ❙❛♣♦r❛✲❊❦st❡♥✱ ❛♥❞ ❙✳ ❚❡rr② ✭✷✵✶✹✮✳ ❘❡❛❧❧② ✉♥❝❡rt❛✐♥

❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡s✳ ◆❇❊❘ ✇♦r❦✐♥❣ ♣❛♣❡r ✶✸✸✽✺✳

❈♦❝❤r❛♥❡✱ ❏✳ ✭✷✵✷✵✮✳ ❲❤❛t s❤❛♣❡ r❡❝♦✈❡r②❄ ❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❤tt♣s✿✴✴❥♦❤♥❤❝♦❝❤r❛♥❡✳❜❧♦❣s♣♦t✳

❝♦♠✴✷✵✷✵✴✵✹✴✇❤❛t✲s❤❛♣❡✲r❡❝♦✈❡r②✳❤t♠❧ ✭✷✵✷✵✴✵✹✴✵✻✮✳

❈♦❣❧❡②✱ ❚✳ ❛♥❞ ❚✳ ❙❛r❣❡♥t ✭✷✵✵✺✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥q✉❡st ♦❢ ✉s ✐♥✢❛t✐♦♥✿ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ r♦❜✉st♥❡ss t♦

♠♦❞❡❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❉②♥❛♠✐❝s ✽✱ ✺✷✽✕✺✻✸✳

❈♦♦❧❡②✱ ❚✳ ❛♥❞ ❊✳ Pr❡s❝♦tt ✭✶✾✾✺✮✳ ❋r♦♥t✐❡rs ♦❢ ❇✉s✐♥❡ss ❈②❝❧❡ ❘❡s❡❛r❝❤✱ ❈❤❛♣t❡r ❊❝♦♥♦♠✐❝

●r♦✇t❤ ❛♥❞ ❇✉s✐♥❡ss ❈②❝❧❡s✳ Pr✐♥❝❡t♦♥ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✳

❉✐♥❣❡❧✱ ❏✳ ❛♥❞ ❇✳ ◆❡✐♠❛♥ ✭✷✵✷✵✮✳ ❍♦✇ ♠❛♥② ❥♦❜s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❛t ❤♦♠❡❄ ❈♦✈✐❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✶✱

✶✻✕✷✹✳

❊❛t♦♥✱ ❏✳ ❛♥❞ ▼✳ ●❡rs♦✈✐t③ ✭✶✾✽✶✮✳ ❉❡❜t ✇✐t❤ ♣♦t❡♥t✐❛❧ r❡♣✉❞✐❛t✐♦♥✿ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧

❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t✉❞✐❡s✱ ✷✽✾✕✸✵✾✳

❋❛❥❣❡❧❜❛✉♠✱ P✳✱ ❊✳ ❙❝❤❛❛❧✱ ❛♥❞ ▼✳ ❚❛s❝❤❡r❡❛✉✲❉✉♠♦✉❝❤❡❧ ✭✷✵✶✹✮✳ ❯♥❝❡rt❛✐♥t② tr❛♣s✳ ◆❇❊❘

❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r ◆♦✳ ✶✾✾✼✸✳

●❛♥❣❡st❛❞✱ ❙✳ ❛♥❞ ❉✳ ❇✉ss ✭✶✾✾✸✮✳ P❛t❤♦❣❡♥ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ ❛♥❞ ❤✉♠❛♥ ♠❛t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❊t❤♦❧♦❣②

❛♥❞ ❙♦❝✐♦❜✐♦❧♦❣② ✶✹✭✷✮✱ ✽✾✕✾✻✳

●♦✉r✐♦✱ ❋✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❉✐s❛st❡r r✐s❦ ❛♥❞ ❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡s✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇ ✶✵✷✭✻✮✱

✷✼✸✹✕✻✻✳

●♦✉r✐♦✱ ❋✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ❈r❡❞✐t r✐s❦ ❛♥❞ ❞✐s❛st❡r r✐s❦✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❏♦✉r♥❛❧✿ ▼❛❝r♦❡❝♦✲

♥♦♠✐❝s ✺✭✸✮✱ ✶✕✸✹✳

●r❡❡♥✇♦♦❞✱ ❏✳✱ ❩✳ ❍❡r❝♦✇✐t③✱ ❛♥❞ ●✳ ❲✳ ❍✉✛♠❛♥ ✭✶✾✽✽✮✳ ■♥✈❡st♠❡♥t✱ ❝❛♣❛❝✐t② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥✱ ❛♥❞

t❤❡ r❡❛❧ ❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡✳ ❚❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇ ✱ ✹✵✷✕✹✶✼✳

❍❛♥s❡♥✱ ❇✳ ❊✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✳

✷✸



❍❛♥s❡♥✱ ▲✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❇❡❧✐❡❢s✱ ❞♦✉❜ts ❛♥❞ ❧❡❛r♥✐♥❣✿ ❱❛❧✉✐♥❣ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ r✐s❦✳ ❆♠❡r✐❝❛♥

❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇ ✾✼✭✷✮✱ ✶✕✸✵✳

❍✉♦✱ ❩✳ ❛♥❞ ◆✳ ❚❛❦❛②❛♠❛ ✭✷✵✶✺✮✳ ❍✐❣❤❡r ♦r❞❡r ❜❡❧✐❡❢s✱ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡✱ ❛♥❞ ❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡s✳ ❯♥✐✲

✈❡rs✐t② ♦❢ ▼✐♥♥❡s♦t❛ ✇♦r❦✐♥❣ ♣❛♣❡r✳

❏❛✐♠♦✈✐❝❤✱ ◆✳ ❛♥❞ ❙✳ ❘❡❜❡❧♦ ✭✷✵✵✻✮✳ ❈❛♥ ♥❡✇s ❛❜♦✉t t❤❡ ❢✉t✉r❡ ❞r✐✈❡ t❤❡ ❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡❄

❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇ ✾✾✭✹✮✱ ✶✵✾✼✕✶✶✶✽✳

❏♦❤❛♥♥❡s✱ ▼✳✱ ▲✳ ▲♦❝❤st♦❡r✱ ❛♥❞ ❨✳ ▼♦✉ ✭✷✵✶✺✮✳ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❛❜♦✉t ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s✳

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝❡ ❢♦rt❤❝♦♠✐♥❣✳

❏♦r❞❛✱ ❖✳✱ ❙✳ ❙✐♥❣❤✱ ❛♥❞ ❆✳ ❚❛②❧♦r ✭✷✵✷✵✮✳ ▲♦♥❣❡r✲r✉♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ♣❛♥❞❡♠✐❝s✳

❈♦✈✐❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✶✱ ✶✕✶✺✳

❑❤❛♥✱ ❆✳✱ ❚✳ ❙❡♥❣❛✱ ❛♥❞ ❏✳ ❑✳ ❚❤♦♠❛s ✭✷✵✶✹✮✳ ❉❡❢❛✉❧t r✐s❦ ❛♥❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ ❛♥

❡❝♦♥♦♠② ✇✐t❤ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt✱ ❖❤✐♦ ❙t❛t❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ✇♦r❦✐♥❣

♣❛♣❡r✳

❑♦r❡♥✱ ▼✳ ❛♥❞ ❘✳ P❡t➤ ✭✷✵✷✵✮✳ ❇✉s✐♥❡ss ❞✐sr✉♣t✐♦♥s ❢r♦♠ s♦❝✐❛❧ ❞✐st❛♥❝✐♥❣✳ ❈♦✈✐❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✷✱

✶✸✕✸✶✳

❑♦③❡♥✐❛✉s❦❛s✱ ◆✳✱ ❆✳ ❖r❧✐❦✱ ❛♥❞ ▲✳ ❱❡❧❞❦❛♠♣ ✭✷✵✶✹✮✳ ❲❤❛t ❛r❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② s❤♦❝❦s❄ ❏♦✉r♥❛❧

♦❢ ▼♦♥❡t❛r② ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✶✵✵✱ ✶✕✶✺✳

❑♦③❧♦✇s❦✐✱ ❏✳✱ ▲✳ ❱❡❧❞❦❛♠♣✱ ❛♥❞ ❱✳ ❱❡♥❦❛t❡s✇❛r❛♥ ✭✷✵✷✵✮✳ ❚❤❡ t❛✐❧ t❤❛t ✇❛❣s t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✿

❇❡❧✐❡❢✲❞r✐✈❡♥ ❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡s ❛♥❞ ♣❡rs✐st❡♥t st❛❣♥❛t✐♦♥✳ ❢♦rt❤❝♦♠✐♥❣ ✐♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P♦❧✐t✐❝❛❧

❊❝♦♥♦♠② ✳

❑r✉❣♠❛♥✱ P✳ ✭✷✵✷✵✮✳ ◆♦t❡s ♦♥ t❤❡ ❝♦r♦♥❛❝♦♠❛✳ ❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳♥②t✐♠❡s✳❝♦♠✴✷✵✷✵✴

✵✹✴✵✶✴♦♣✐♥✐♦♥✴♥♦t❡s✲♦♥✲t❤❡✲❝♦r♦♥❛❝♦♠❛✲✇♦♥❦✐s❤✳❤t♠❧ ✭✷✵✷✵✴✵✹✴✵✶✮✳

▲❡✐❜♦✈✐❝✐✱ ❋✳✱ ❆✳ ▼✳ ❙❛♥t❛❝r❡✉✱ ❛♥❞ ▼✳ ❋❛♠✐❣❧✐❡tt✐ ✭✷✵✷✵✮✳ ❍♦✇ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ s♦❝✐❛❧ ❞✐st❛♥❝✐♥❣

r✐♣♣❧❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳st❧♦✉✐s❢❡❞✳♦r❣✴♦♥✲t❤❡✲❡❝♦♥♦♠②✴

✷✵✷✵✴❛♣r✐❧✴✐♠♣❛❝t✲s♦❝✐❛❧✲❞✐st❛♥❝✐♥❣✲r✐♣♣❧❡s✲❡❝♦♥♦♠② ✭✷✵✷✵✴✵✹✴✵✼✮✳

▲♦❡❤❧❡✱ ❈✳ ✭✶✾✾✺✮✳ ❙♦❝✐❛❧ ❜❛rr✐❡rs t♦ ♣❛t❤♦❣❡♥ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐♥ ✇✐❧❞ ❛♥✐♠❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✳ ❊❝♦❧✲

♦❣② ✼✻ ✭✷✮✱ ✸✷✻✕✸✸✺✳

▲♦r❡♥③♦♥✐✱ ●✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❆ t❤❡♦r② ♦❢ ❞❡♠❛♥❞ s❤♦❝❦s✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇ ✾✾ ✭✺✮✱ ✷✵✺✵✕✽✹✳

▲✉❞✈✐❣s♦♥✱ ❙✳ ❈✳✱ ❙✳ ▼❛✱ ❛♥❞ ❙✳ ◆❣ ✭✷✵✷✵✱ ❆♣r✐❧✮✳ ❈♦✈✐❞✶✾ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡✛❡❝ts ♦❢

❝♦st❧② ❞✐s❛st❡rs✳ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r ✷✻✾✽✼✱ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❇✉r❡❛✉ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡s❡❛r❝❤✳

✷✹



▼✐❞r✐❣❛♥✱ ❱✳ ❛♥❞ ❚✳ P❤✐❧✐♣♣♦♥ ✭✷✵✶✶✮✳ ❍♦✉s❡❤♦❧❞ ❧❡✈❡r❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡❝❡ss✐♦♥✳

◆✐♠❛r❦✱ ❑✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ▼❛♥✲❜✐t❡s✲❞♦❣ ❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡s✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇ ✶✵✹✭✽✮✱ ✷✸✷✵✕

✻✼✳

❖r❧✐❦✱ ❆✳ ❛♥❞ ▲✳ ❱❡❧❞❦❛♠♣ ✭✷✵✶✹✮✳ ❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② s❤♦❝❦s ❛♥❞ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❝❦

s✇❛♥✳ ❲♦r❦✐♥❣ ♣❛♣❡r✳

❘❡✐♥❤❛rt✱ ❈✳ ❛♥❞ ❑✳ ❘♦❣♦✛ ✭✷✵✷✵✮✳ ❚❤❡ ❝♦r♦♥❛✈✐r✉s ❞❡❜t t❤r❡❛t✳ ❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳

✇s❥✳❝♦♠✴❛rt✐❝❧❡s✴t❤❡✲❝♦r♦♥❛✈✐r✉s✲❞❡❜t✲t❤r❡❛t✲✶✶✺✽✺✷✻✷✺✶✺ ✭✷✵✷✵✴✵✸✴✷✻✮✳

❙tr❛✉❜✱ ▲✳ ❛♥❞ ❘✳ ❯❧❜r✐❝❤t ✭✷✵✶✸✮✳ ❈r❡❞✐t ❝r✉♥❝❤❡s✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢❛✐❧✉r❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❡rs✐st❡♥❝❡

♦❢ ♣❡ss✐♠✐s♠✳ ❚♦✉❧♦✉s❡ ❙❝❤♦♦❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✇♦r❦✐♥❣ ♣❛♣❡r✳

❱❛♥ ◆✐❡✉✇❡r❜✉r❣❤✱ ❙✳ ❛♥❞ ▲✳ ❱❡❧❞❦❛♠♣ ✭✷✵✵✻✮✳ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❛s②♠♠❡tr✐❡s ✐♥ r❡❛❧ ❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡s✳

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼♦♥❡t❛r② ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✺✸✭✹✮✱ ✼✺✸✕✼✼✷✳

❱❡❧❞❦❛♠♣✱ ▲✳ ❛♥❞ ❏✳ ❲♦❧❢❡rs ✭✷✵✵✼✮✳ ❆❣❣r❡❣❛t❡ s❤♦❝❦s ♦r ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥❄ ❝♦st❧② ✐♥❢♦r✲

♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡ ❝♦♠♦✈❡♠❡♥t✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼♦♥❡t❛r② ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✺✹✱ ✸✼✕✺✺✳

✷✺



❆ ❙♦❧✉t✐♦♥

❆✳✶ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥

❚❤✉s✱ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s✿

1 = EMt+1

[

Rkt+1

]

Jk(v) ✭✶✷✮

Rkt+1 =
ztφ

α
t+1K̂

α
t+1L

1−α
t+1 −Wt+1Lt+1 + (1− δ)φt+1K̂t+1

K̂t+1

✭✶✸✮

Lt =

[

(1− α)zt
L
γ
t

]
1

α

φtK̂t =

[

(1− α)zt
Wt

]
1

α

φtK̂t ✭✶✹✮

(1− θ)Et [Mt+1vf (v)] =

(

χ− 1

χ

)

Et [Mt+1 (1− F (v))] ✭✶✺✮

Ct = ztφ
α
t K̂

α
t L

1−α
t + (1− δ)φtK̂t − K̂t+1 ✭✶✻✮

Ut =

[

(1− β) (u (Ct, Lt))
1−ψ

+ βE
(

U
1−η
t+1

)

1−ψ
1−η

]

1

1−ψ

✭✶✼✮

✇❤❡r❡

v =
levt+1

Rkt+1

Jk(v) = 1 + (χ− 1) v (1− F (v)) + (χθ − 1)h (v)

Mt+1 =

(

dUt

dCt

)

−1
dUt

dCt+1

= β
[

E

(

U
1−η
t+1

)]

η−ψ
1−η

U
ψ−η
t+1

(

u (Ct+1, Lt+1)

u (Ct, Lt)

)

−ψ

❆✳✷ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠

❚♦ s♦❧✈❡ t❤❡ s②st❡♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛t ❛♥② ❣✐✈❡♥ ❞❛t❡ t ✭✐✳❡✳ ❛❢t❡r ❛♥② ♦❜s❡r✈❡❞ ❤✐st♦r② ♦❢ φt✮✱ ✇❡ r❡❝❛st ✐t ✐♥

r❡❝✉rs✐✈❡ ❢♦r♠ ✇✐t❤ ❣r✐❞s ❢♦r t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ st❛t❡ (K̂) ❛♥❞ t❤❡ s❤♦❝❦s φ✳ ❲❡ t❤❡♥ ✉s❡ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✿

• ❊st✐♠❛t❡ ĝ ♦♥ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❤✐st♦r② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ❡st✐♠❛t♦r✳

• ❙t❛rt ✇✐t❤ ❛ ❣✉❡ss ✭✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢♦r♠✮ ❢♦r U(K̂, φ), C(K̂, φ)✳

• ❙♦❧✈❡ ✭✶✷✮✲✭✶✺✮ ❢♦r K̂ ′, lev′(Π, L) ✉s✐♥❣ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳

• ❱❡r✐❢②✴✉♣❞❛t❡ t❤❡ ❣✉❡ss ❢♦r U,C ✉s✐♥❣ ✭✶✻✮✲✭✶✼✮ ❛♥❞ ✐t❡r❛t❡ ✉♥t✐❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳

✶


