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❈♦♥✢✐❝t✱ ❊✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❍❡❣❡♠♦♥②✱ ❛♥❞ t❤❡ P♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ❙t❛t❡✩

❉❛✈✐❞ ❑✳ ▲❡✈✐♥❡✶✱ ❙❛❧✈❛t♦r❡ ▼♦❞✐❝❛✷

❆❜str❛❝t

■♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❞r✐✈❡♥ ❜② ❝♦♥✢✐❝t ❜❡t✇❡❡♥ s♦❝✐❡t✐❡s ♠♦r❡ ♣♦✇❡r❢✉❧ st❛t❡s
❤❛✈❡ ❛♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♦✉ts✐❞❡rs ✐s s♠❛❧❧ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s r❡s✉❧ts
✐♥ ❛ t❡♥❞❡♥❝② t♦ ❤❡❣❡♠♦♥②✳ ■♥ ❛ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ❞✐✛❡r ✐♥ t❤❡✐r
✏❡①❝❧✉s✐✈❡♥❡ss✑ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡s❡ ❤❡❣❡♠♦♥✐❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥t❧② ✏❡①tr❛❝t✐✈❡✑ ✐♥ t❤❡
s❡♥s❡ ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ✐♥❡✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤ t❛①❡s✱ ❤✐❣❤ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❢♦r st❛t❡ ♦✣❝✐❛❧s✱ ❛♥❞
❧♦✇ ✇❡❧❢❛r❡✳
❏❊▲ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ◆✉♠❜❡rs✿ ❉✼✹ ✭❈♦♥✢✐❝t ❘❡s♦❧✉t✐♦♥✮✱ ❈✼✸ ✭❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ●❛♠❡s✮✱
❉✵✷ ✭■♥st✐t✉t✐♦♥s✮

❑❡②✇♦r❞s✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❈♦♥✢✐❝t✱ ❍❡❣❡♠♦♥②✱ ❙t❛t❡ P♦✇❡r

✩❋✐rst ❱❡rs✐♦♥✿ ❆♣r✐❧ ✷✸✱ ✷✵✶✶✳ ❲❡ ❛r❡ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ ❙❛♠ ❇♦✇❧❡s ❢♦r ❤✐s ✈❡r② ❞❡t❛✐❧❡❞
❝♦♠♠❡♥ts✳ ❲❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ ❉❛r♦♥ ❆❝❡♠♦❣❧✉✱ ❈♦st❛s ❆③❛r✐❛❞✐s✱ ▼✐❝❤❡❧❡ ❇♦❧❞r✐♥✱ ❉r❡✇
❋✉❞❡♥❜❡r❣✱ ❳❛✈✐❡r ●❛❜❛✐①✱ P❤✐❧✐♣ ❍♦✛♠❛♥✱ ❏❡❛♥✲▲❛✉r❡♥t ❘♦s❡♥t❤❛❧✱ ❉❡❜r❛❥ ❘❛②✱ t❤❡ ♠❡♠❜❡rs ♦❢
t❤❡ ❣r❛❞✉❛t❡ r❡❛❞✐♥❣ ❣r♦✉♣ ❛t ❲❛s❤✐♥❣t♦♥ ❯♥✐✈❡rs✐t② ✐♥ ❙t✳ ▲♦✉✐s ❛♥❞ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♥♦♥②♠♦✉s
r❡❢❡r❡❡s✳ ❙❡♠✐♥❛r ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❛t t❤❡ ❇r✐st♦❧✱ t❤❡ ■❙◆■❊ ▼❡❡t✐♥❣s✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ◆❛♣❧❡s✱ ❈❛❧t❡❝❤✱
t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ■♦✇❛✱ t❤❡ ❙t✳ ▲♦✉✐s ❋❡❞❡r❛❧ ❘❡s❡r✈❡ ❇❛♥❦✱ ◆❨❯✱ ❇♦❝❝♦♥✐ ❛♥❞ ❲❛r✇✐❝❦ ❛❧❧ ♠❛❞❡
✈❛❧✉❛❜❧❡ s✉❣❣❡st✐♦♥s✳ P❛rt ♦❢ t❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ✇❛s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✇❤✐❧❡ ▲❡✈✐♥❡ ✇❛s ❛ ❇r❛✉❞❡❧ ❋❡❧❧♦✇ ❛t t❤❡
❊✉r♦♣❡❛♥ ❯♥✐✈❡rs✐t② ■♥st✐t✉t❡✳ ❲❡ ❛r❡ ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ ❘♦♥❣s❤❡♥❣ ❚❛♥❣ ❢♦r ♣r♦♦❢✲r❡❛❞✐♥❣ ❛♥❞ t♦ t❤❡
❊■❊❋✱ t♦ ◆❙❋ ●r❛♥t ❙❊❙✲✵✽✲✺✶✸✶✺ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ▼■❯❘ ❢♦r ✜♥❛♥❝✐❛❧ s✉♣♣♦rt✳

∗❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛✉t❤♦r ❉❛✈✐❞ ❑✳ ▲❡✈✐♥❡✱ ✶ ❇r♦♦❦✐♥❣ ❉r✳✱ ❙t✳ ▲♦✉✐s✱ ▼❖✱ ❯❙❆ ✻✸✶✸✵
❊♠❛✐❧ ❛❞❞r❡ss❡s✿ ❞❛✈✐❞❅❞❦❧❡✈✐♥❡✳❝♦♠ ✭❉❛✈✐❞ ❑✳ ▲❡✈✐♥❡✮✱ s❛❧✈❛t♦r❡✳♠♦❞✐❝❛❅✉♥✐♣❛✳✐t

✭❙❛❧✈❛t♦r❡ ▼♦❞✐❝❛✮
✶❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❲❯❙❚▲
✷❯♥✐✈❡rs✐tà ❞✐ P❛❧❡r♠♦

Pr❡♣r✐♥t s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ▼✐♠❡♦✿ ❲❯❙❚▲ ❏✉♥❡ ✷✼✱ ✷✵✶✸



✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❆ r♦❜✉st ✜♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ t❤❡♦r② ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐s t❤❛t ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❢✉t✉r❡

♣✉♥✐s❤♠❡♥t ❛♥❞ r❡✇❛r❞s t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✳ ❖♥❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s

t❤❛t t❤❡s❡ r❡♣r❡s❡♥t ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s♦❝✐❛❧ ♥♦r♠s ♦r ✐♥st✐t✉t✐♦♥s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ❞♦ ♦❜s❡r✈❡

❛ ✇✐❞❡ ❛rr❛② ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ❜♦t❤ ❛❝r♦ss s♣❛❝❡ ❛♥❞ t✐♠❡✿ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ s②st❡♠s ✐♥

♣❛rt✐❝✉❧❛r r❛♥❣❡ ❢r♦♠ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❛✉t♦❝r❛t✐❝ ✭✏❡①❝❧✉s✐✈❡✑ ✐♥ ♦✉r t❡r♠✐♥♦❧♦❣②✮ t♦ q✉✐t❡

❞❡♠♦❝r❛t✐❝ ✭✏✐♥❝❧✉s✐✈❡✑ ✐♥ t❤❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣② ♦❢ ❆❝❡♠♦❣❧✉ ❛♥❞ ❘♦❜✐♥s♦♥ ❬✸❪✮✳ ❆ ♥❛t✉r❛❧

q✉❡st✐♦♥ ✐s t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦♥❡✿ ❛♠♦♥❣ t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ❛r❡ ✇❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧②

t♦ ♦❜s❡r✈❡ s♦♠❡ t❤❛♥ ♦t❤❡rs❄ ❆r❡ ❡✣❝✐❡♥t ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ♠♦r❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧

t❤❛♥ ✐♥❡✣❝✐❡♥t ♦♥❡s❄ ❆ ♥❛t✉r❛❧ s❡tt✐♥❣ ❢♦r t❤✐s q✉❡st✐♦♥ ✐s ❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ♦♥❡ ✲

❛♥❞ ♦♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥s✇❡r ✐s t❤❛t ♦❢ ❊❧② ❬✷✺❪✸ ✇❤♦ s❤♦✇s ❤♦✇ ✈♦❧✉♥t❛r② ♠✐❣r❛t✐♦♥

❧❡❛❞s t♦ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❇✉t ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ❤✐st♦r✐❝❛❧❧② ♣❡♦♣❧❡ ❤❛✈❡ ♠♦✈❡❞ ❢r♦♠

♦♥❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ t♦ ❛♥♦t❤❡r t❤r♦✉❣❤ ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ ✈♦❧✉♥t❛r② ✐♠♠✐❣r❛t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ❛r♠s

♦❢ ✇❡❧❝♦♠✐♥❣ ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ❘❛t❤❡r ♣❡♦♣❧❡ ❛♥❞ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ ♠♦r❡ ♦❢t❡♥ s♣r❡❛❞

t❤r♦✉❣❤ ✐♥✈❛s✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥✢✐❝t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ❤❛s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛r✐s❡♥

✐♥ t❤❡ ❛❢t❡r♠❛t❤ ♦❢ t❤❡ ❞✐sr✉♣t✐♦♥ ❝❛✉s❡❞ ❜② ✇❛r❢❛r❡ ❛♥❞ ♦t❤❡r ❝♦♥✢✐❝t ❜❡t✇❡❡♥

s♦❝✐❡t✐❡s✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s ✉s t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡

❧♦♥❣✲❧✐✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❞r✐✈❡♥ ❜② ❝♦♥✢✐❝t ❜❡t✇❡❡♥ s♦❝✐❡t✐❡s✳

❲❤❡♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❞r✐✈❡♥ ❜② ❝♦♥✢✐❝t ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❢❛✈♦rs ♥♦t ✐♥✲

st✐t✉t✐♦♥s t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡ ✇❡❧❢❛r❡ ♦r ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ♦✉t♣✉t✱ ❜✉t r❛t❤❡r ✐♥st✐t✉t✐♦♥s t❤❛t

♠❛①✐♠✐③❡ st❛t❡ ♣♦✇❡r✳ ❚❤❡s❡ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤ t❛①❡s ❛♥❞ st❛t❡

♣♦✇❡r ❛♥❞ ❛r❡ ♥♦t t❡rr✐❜❧② ✐♥❝❧✉s✐✈❡✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡s❡ st❛t❡ ♣♦✇❡r ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ✐♥st✐t✉✲

t✐♦♥s ❛r❡ ❤❡❣❡♠♦♥✐❝ ✭✇✐t❤✐♥ t❤❡✐r ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❛r❡❛ ♦❢ ✐♥✢✉❡♥❝❡✮ ❢♦r ❧♦♥❣ ♣❡r✐♦❞s

♦❢ t✐♠❡✱ t❤❡s❡ ❤❡❣❡♠♦♥✐❡s ❛r❡ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ❜r♦❦❡♥ ✇✐t❤ s❤♦rt❡r ♣❡r✐♦❞s ♦❢ ❝♦♥✢✐❝t

❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ✲ ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ✲ st❛t❡s✳

❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❤✐st♦r② ❜❡✐♥❣ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❤❡❣❡♠♦♥✐❝ st❛t❡s ♠❛② s❡❡♠ ❛ str❛♥❣❡

♦♥❡✱ ❜✉t ✇✐t❤ s♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡①❝❡♣t✐♦♥s ✐t ✐s ❜♦r♥❡ ♦✉t ❜② ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❢❛❝ts✳✹ ❚❛❦❡✱

❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❧❛r❣❡❧② ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝❛❧❧② ✐s♦❧❛t❡❞ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❈❤✐♥❛✿ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❥✉♥❣❧❡s

✸❊❧② ✉s❡s ❛ ♠♦❞❡❧ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ❤❡r❡✱ ❜✉t s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ✉s✐♥❣ ♠♦r❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ♦r✐❡♥t❡❞
♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛r♦✉♥❞ ❢♦r s♦♠❡ t✐♠❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❆♦❦✐ ❬✶❪ ✉s❡s ❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ t♦ st✉❞②
❡✣❝✐❡♥❝②✱ ✇❤✐❧❡ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t❧② ❘♦❣❡rs✱ ❉❡s❤♣❛♥❞❡ ❛♥❞ ❋❡❧❞♠❛♥ ❬✹✺❪ ✉s❡ ❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ t♦ s❤♦✇
❤♦✇ ✉♥❡q✉❛❧ r❡s♦✉r❝❡s ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❧♦♥❣✲r✉♥ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳

✹❙♦✉r❝❡s ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛ ♦♥ ❤❡❣❡♠♦♥✐❡s ❛♥❞ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✶✳

✶



✐♥ t❤❡ ❙♦✉t❤✱ ❞❡s❡rts ♦♥ t❤❡ ❲❡st✱ ❝♦❧❞ ❛r✐❞ ✇❛st❡❧❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ◆♦rt❤ ❛♥❞ t❤❡ P❛❝✐✜❝

❖❝❡❛♥ ✐♥ t❤❡ ❊❛st✳ ❲❡ ✜♥❞ t❤❛t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✷✱✷✸✹ ②❡❛rs ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❢r♦♠ ✇❤❡♥ ✇❡

❤❛✈❡ ❞❡❝❡♥t ❤✐st♦r✐❝❛❧ r❡❝♦r❞s ✐♥ ✷✷✶ ❇❈❊ t❤❡ ❛r❡❛ ✇❛s r✉❧❡❞ ❜② ❛ ❤❡❣❡♠♦♥✐❝ st❛t❡

r♦✉❣❤❧② ✼✷✪ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✱ ✇✐t❤ ✜✈❡ ✐♥t❡rr❡❣♥❛✳ ▲❡ss r❡❧✐❛❜❧❡ r❡❝♦r❞s ❡①✐st ❢♦r t❤❡ ❛r❡❛

♦❢ ❊❣②♣t✱ ❜✉t ✐♥ t❤❡ ✶✱✻✶✼ ②❡❛rs ❢r♦♠ ✷✻✽✻ ❇❈❊ t♦ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ❑✐♥❣❞♦♠ ✐♥

✶✵✻✾ ❇❈❊ ✇❡ s❡❡ ❤❡❣❡♠♦♥✐❝ r✉❧❡ ✽✼✪ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ✇✐t❤ t✇♦ ✐♥t❡rr❡❣♥❛✳ ■♥ P❡rs✐❛

❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✶✱✷✵✶ ②❡❛rs ❢r♦♠ ✺✺✵ ❇❈❊ t♦ ✻✺✶ ❈❊ ✇❡ s❡❡ ❤❡❣❡♠♦♥② ✽✹✪ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡

✇✐t❤ t✇♦ ✐♥t❡rr❡❣♥❛✳ ❊♥❣❧❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ❧❛r❣❡❧② ❤❡❣❡♠♦♥✐❝ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝❛❧❧②

❝♦♥✜♥❡❞ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ✐s❧❛♥❞ ♦❢ ❇r✐t❛✐♥ ❢♦r ✾✹✼ ②❡❛rs ❢r♦♠ ✶✵✻✻ ❈❊ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥t✳ ❚❤❡

❘♦♠❛♥ ❊♠♣✐r❡ r✉❧❡❞ t❤❡ ▼❡❞✐t❡rr❛♥❡❛♥ ❛r❡❛ ❛s ❛ ❤❡❣❡♠♦♥② ❢♦r ✹✷✷ ②❡❛rs ❢r♦♠ t❤❡

❛❞✈❡♥t ♦❢ ❆✉❣✉st✉s ✐♥ ✷✼ ❇❈❊ t♦ t❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❞✐✈✐s✐♦♥ ✐♥t♦ ❊❛st❡r♥ ❛♥❞ ❲❡st❡r♥

❊♠♣✐r❡s ✐♥ ✸✾✺ ❈❊ ❛♥❞ t❤❡ ❊❛st❡r♥ ❘♦♠❛♥ ❊♠♣✐r❡ ❧❛st❡❞ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✹✷✾ ②❡❛rs

✉♥t✐❧ t❤❡ ❛❞✈❡♥t ♦❢ t❤❡ ❈❛❧✐♣❤❛t❡ ✐♥ ✽✶✹ ❈❊✳ ❚❤❡ ❖tt♦♠❛♥ ❊♠♣✐r❡ ❧❛st❡❞ ✸✵✹ ②❡❛rs

❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥q✉❡st ♦❢ ❊❣②♣t ✐♥ ✶✺✶✼ ❈❊ t♦ t❤❡ ●r❡❡❦ r❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ✶✽✷✶ ❈❊✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛❧s♦✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t✇♦ ❣❧❛r✐♥❣ ❡①❝❡♣t✐♦♥s✿ ❡①❝❡♣t ❢♦r ❜r✐❡❢ ♣❡r✐♦❞s ♥❡✐t❤❡r

t❤❡ s✉❜❝♦♥t✐♥❡♥t ♦❢ ■♥❞✐❛ ♥♦r✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❢❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❲❡st❡r♥ ❘♦♠❛♥ ❊♠♣✐r❡✱ t❤❡

❛r❡❛ ♦❢ ❝♦♥t✐♥❡♥t❛❧ ❊✉r♦♣❡ ✇❡r❡ s✉❜❥❡❝t t♦ ❛ ❤❡❣❡♠♦♥✐❝ st❛t❡✳

❖✉r t❤❡♦r② ♣r❡❞✐❝ts ❤❡❣❡♠♦♥② ♦♥❧② ✉♥❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ❣❡♦❣r❛♣❤② ❞♦❡s ♥♦t

♠❛tt❡r✱ ❛♥❞ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❛r❣✉❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡s ♦❢ ❜♦t❤ ❝♦♥t✐♥❡♥t❛❧ ❊✉r♦♣❡ ❛♥❞ ■♥❞✐❛

t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♦✉ts✐❞❡rs ♣r♦t❡❝t❡❞ ❜② str♦♥❣ ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❜❛rr✐❡rs ✇❛s ✐♠♣♦rt❛♥t✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❊✉r♦♣❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❢❛❧❧ ♦❢ ❘♦♠❡ ❛♥❞ ✉♣ t♦ ❛r♦✉♥❞ ✶✵✻✻ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡

❝♦♥t✐♥✉❡❞ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦rt❤❡r♥❡rs ✲ t❤❡ ❱✐❦✐♥❣s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❡r❡ ✇❡❧❧ ♣r♦t❡❝t❡❞ ❜②

t❤❡✐r ♦✇♥ ❣❡♦❣r❛♣❤②✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ✶✵✻✻ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❊♥❣❧❛♥❞

✲ ❛❧s♦ s❛❢❡ ❜❡❤✐♥❞ ❛ ✇❛t❡r ❜❛rr✐❡r✿ ❞✉r✐♥❣ t❤✐s ♣❡r✐♦❞ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❊♥❣❧❛♥❞ ❝♦♥✲

st❛♥t❧② ✐♥t❡r✈❡♥❡❞ ✐♥ ❝♦♥t✐♥❡♥t❛❧ ❝♦♥✢✐❝ts ❜✉t ❛❧✇❛②s t♦ s✉♣♣♦rt t❤❡ ✇❡❛❦❡r s✐❞❡✱

❛♥❞ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② t❤✐s ♣♦❧✐❝② ♦❢ ❜❛❧❛♥❝❡ ♦❢ ♣♦✇❡r ❜❡❝❛♠❡ ❡①♣❧✐❝✐t✳✺ ■♥❞✐❛ ❛❧s♦ ✇❛s s✉❜✲

❥❡❝t t♦ r❡♣❡❛t❡❞ ✐♥✈❛s✐♦♥ ❢r♦♠ ❝❡♥tr❛❧ ❆s✐❛ ✲ ♣r♦t❡❝t❡❞ ♥♦t ❜② ✇❛t❡r ❜✉t ❜② ❞✐✣❝✉❧t

❞❡s❡rt ❛♥❞ ♠♦✉♥t❛✐♥ t❡rr❛✐♥✳✻ ❖❢ ❝♦✉rs❡ ❈❤✐♥❛ t♦♦ ✇❛s s✉❜❥❡❝t t♦ ♦✉ts✐❞❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡

✺■t ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝♦rr❡❝t t♦ ✈✐❡✇ ❊♥❣❧❛♥❞ ❛♥❞ ❙❝❛♥❞✐♥❛✈✐❛ ❛s ✏♦✉ts✐❞❡rs✑ ❛s ❛t ✈❛r✐♦✉s
t✐♠❡ t❤❡② ❤❛❞ ❝♦♥t✐♥❡♥t❛❧ ✐♥t❡r❡sts ❛♥❞ ❝♦♥✈❡rs❡❧②✱ ❜✉t t❤❡ ❦❡② ♣♦✐♥t ✐s t❤❛t t❤❡② ❤❛❞ ❛ ❝♦r❡ ❛r❡❛
r❡❧❛t✐✈❡❧② s❛❢❡ ❢r♦♠ ✐♥✈❛s✐♦♥✳ ■♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❍♦✛♠❛♥ ❬✸✷❪ ❛r❣✉❡s ❛ r♦❧❡ ❛❧s♦ ❢♦r t❤❡ ❲❡st❡r♥
❈❛t❤♦❧✐❝ ❝❤✉r❝❤ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ❊✉r♦♣❡✱ ❛♥❞ ♦♥❧② t❤❡r❡✱ ❤❛s ❛❝t❡❞ ❛s ❛ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ❢♦r❝❡ ♠✉❝❤ ❛❦✐♥ t♦ t♦
t❤❡ ♦✉ts✐❞❡rs ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧✳

✻❚❤❡ ❡①❛❝t ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ✐♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❜❛rr✐❡r ✐s ✉♥❝❡rt❛✐♥✱ ❜✉t ✐t ✐s
❛ ❢❛❝t t❤❛t ■♥❞✐❛ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥✈❛❞❡❞ ♥✉♠❡r♦✉s t✐♠❡s s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❢r♦♠ ❈❡♥tr❛❧ ❆s✐❛✱ ❜✉t t❤❡r❡ ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ♥♦ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❝♦♥q✉❡sts ♦❢ ❈❡♥tr❛❧ ❆s✐❛ ❢r♦♠ ■♥❞✐❛✳ P❤✐❧ ❍♦✛♠❛♥ ✐♥ ❛ ♣r✐✈❛t❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥

✷



✲ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② t❤❛t ♦❢ t❤❡ ▼♦♥❣♦❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ▼♦♥❣♦❧✐❛ ✐s

q✉✐t❡ s♠❛❧❧ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❈❤✐♥❛ ✲ ❧❡ss t❤❛♥ ❤❛❧❢ ❛ ♣❡r❝❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✲ ✇❤✐❧❡ t❤❡

♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❙❝❛♥❞✐♥❛✈✐❛ ✇❛s ❛❜♦✉t ✺✪ t❤❛t ♦❢ ❝♦♥t✐♥❡♥t❛❧ ❊✉r♦♣❡✱ t❤❛t ✐♥ ❝❡♥tr❛❧

❆s✐❛ ❛❜♦✉t ✺✪ t❤❛t ♦❢ ■♥❞✐❛✱ ✇❤✐❧❡ ❊♥❣❧❛♥❞ ✇❛s ❛❜♦✉t ✽✪ ♦❢ ❝♦♥t✐♥❡♥t❛❧ ❊✉r♦♣❡✳

❚❤❡s❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥ ❢❛❝t ❡①❛❝t❧② ✇❤❛t ✐s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② ♦✉r ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② t❤❡♦r②✿

✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❛s ♦✉ts✐❞❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r♦✇s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ❤❡❣❡♠♦♥② ✇✐❧❧ r❡✐❣♥

❞❡❝r❡❛s❡s✳✼

❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s✱ ❛s ✇❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞✱ st❛t❡s ✇✐t❤ ❣r❡❛t❡r ♣♦✇❡r ✇✐❧❧

❤❛✈❡ ❛♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦✈❡r ❧❡ss ♣♦✇❡r❢✉❧ st❛t❡s✳ ❚♦ ❢♦❝✉s t❤✐♥❦✐♥❣ ✇❡ ❡①❛♠✐♥❡ ❛ s✐♠♣❧❡

♠♦❞❡❧ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❞❡t❡r♠✐♥❡ st❛t❡ ♣♦✇❡r✳ ❆ ❦❡② q✉❡st✐♦♥

✐s ✇❤② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✐♥ ❛ s♦❝✐❡t② ✇✐❧❧ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ st❛t❡ ♣♦✇❡r❄ ❋✐rst✱ t❤❡r❡ ✐s ❛

s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞s ♣r♦❜❧❡♠✳ ❲♦rs❡✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t ♦✉ts✐❞❡ ❝♦♥q✉❡st ❛♥❞ ❞✐sr✉♣t✐♦♥

✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② r❛r❡✱ ✐t ✐s ❤❛r❞ t♦ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ♠✐❧✐t❛r② s♣❡♥❞✐♥❣ ❧❡✈❡❧s ✇♦✉❧❞ st❛♥❞ ♠✉❝❤

♦❢ ❛ ❝♦st✲❜❡♥❡✜t ❛♥❛❧②s✐s✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ✏❣♦♦❞✑ ♦❢ st❛t❡ ♣♦✇❡r ✐s ♣❡r❤❛♣s ♥♦t ✈❡r② ❣♦♦❞

❛t ❛❧❧✳ ❍❡♥❝❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞s ♣r♦❜❧❡♠ ♠❛② ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ❛ st❛t❡ r✉♥ ❜② ♦✣❝✐❛❧s

✇❤♦ ❝♦❧❧❡❝t t❛①❡s✱ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ✇❤② t❤❡s❡ ♦✣❝✐❛❧s ❞♦ ♥♦t ❝♦❧❧✉❞❡ t♦ ❝♦♥s✉♠❡

t❛① r❡✈❡♥✉❡ r❛t❤❡r t❤❛♥ ✉s❡ ✐t t♦ ❛✉❣♠❡♥t t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ st❛t❡✳ ❚❤❡ ❛♥s✇❡r ✇❡

♣r♦♣♦s❡ t♦ t❤✐s q✉❡st✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ♦❢ st❛t❡ ♦✣❝✐❛❧s t♦ ❛❝q✉✐r❡ st❛t❡ ♣♦✇❡r

✐s ♥♦t s♦ ♠✉❝❤ ✐♥ ❞❡❢❡♥s❡ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ❢r♦♠ ✐♥tr✉❞❡rs ❜✉t r❛t❤❡r t♦ ❝♦❧❧❡❝t t❛①❡s ❢r♦♠

✇❤✐❝❤ t❤❡② ❝❛♥ ❝♦♥s✉♠❡ ❛♥❞ t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡♠s❡❧✈❡s ✐♥ ♦✣❝❡✳ ❘♦✉❣❤❧② s♣❡❛❦✐♥❣ ✇❡

✈✐❡✇ st❛t❡ ♦✣❝✐❛❧s ❛s ♣r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ ❝♦♥s✉♠❡ ✏❥❡✇❡❧r②✑ r❛t❤❡r t❤❛♥ ✏s✇♦r❞s✱✑ ❜✉t t❤❡②

♥❡❡❞ t❤❡ s✇♦r❞s t♦ ❝♦❧❧❡❝t t❤❡ t❛① r❡✈❡♥✉❡ t♦ ♣❛② ❢♦r t❤❡ ❥❡✇❡❧r②✳ ❲❡ ♠♦❞❡❧ t❤✐s ✐♥

❛ s✐♠♣❧❡ ✇❛② ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❣r❡❛t❡r st❛t❡ ♣♦✇❡r ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ st❛t❡

t♦ ❝♦❧❧❡❝t t❛①❡s✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡ ❛ ♠♦r❡ ♣♦✇❡r❢✉❧ st❛t❡ ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❣r❡❛t❡r

r❡✈❡♥✉❡s ❢♦r ♦✣❝✐❛❧s ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❛r♠② ❛♥❞ ♦t❤❡r ❢♦r❝❡s ♦❢ st❛t❡ ♣♦✇❡r r❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡

✇✐s❤❡s ♦❢ t❤♦s❡ ♦✣❝✐❛❧s✳ ❲❤❡t❤❡r t❤✐s ✐s tr✉❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✐♥❝❧✉s✐✈✐t② ♦❢ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s✳

s✉❣❣❡sts t❤❛t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❛♥s✇❡r ♠❛② ❧✐❡ ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ ❈❡♥tr❛❧ ❆s✐❛ ✐s ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞
❢♦r r❛✐s✐♥❣ ❤♦rs❡s ❛♥❞ ■♥❞✐❛ ✐s ♥♦t✱ ❛♥❞ t❤❛t ❤♦rs❡s ♣❧❛② ❛ ❝❡♥tr❛❧ ♠✐❧✐t❛r② r♦❧❡ ✐♥ ❝♦♥✢✐❝t ❜❡t✇❡❡♥
❈❡♥tr❛❧ ❆s✐❛ ❛♥❞ ■♥❞✐❛✳

✼◆♦t❡ t❤❛t ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❢❛❝t♦rs ♠❛tt❡r ✐♥ ♦✉r ❛r❣✉♠❡♥t ♦♥❧② ✐♥ s♦ ❢❛r ❛s t❤❡② ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦
♦✉ts✐❞❡rs ✇❤♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❣r♦✉♣s✳ ❆♥ ❡①✐st✐♥❣
❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❉✐❛♠♦♥❞ ❬✷✵❪✱ ❣✐✈❡s ♣❤②s✐❝❛❧ ❣❡♦❣r❛♣❤② ❛ ❞✐r❡❝t r♦❧❡✱ ❛r❣✉✐♥❣ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❛t
t❤❡ t❡rr❛✐♥ ♦❢ ❲❡st❡r♥ ❊✉r♦♣❡ ✐s ♠♦r❡ ❞❡❢❡♥s✐❜❧❡ t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ❈❤✐♥❛✱ ❤❡♥❝❡ ❧❡ss s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ t♦
❤❡❣❡♠♦♥②✳ ❇❡s✐❞❡s t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❧❛✐♠ ❜❡✐♥❣ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡❞ ♦♥ ♣❤②s✐❝❛❧ ❣r♦✉♥❞s ✭❍♦✛♠❛♥ ❬✸✷❪✮✱ s✉❝❤
❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ♥♦ ❜✐t❡ ✐♥ t❤❡ ■♥❞✐❛♥ ❝❛s❡✳ ■♥❝✐❞❡♥t❛❧❧②✿ ✇❤✐❧❡ t❤✐s ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡s ♦♥❧② t❤❡
❛r❡❛ ♦❢ ❊✉r♦♣❡✱ ❆s✐❛ ❛♥❞ ◆♦rt❤ ❆❢r✐❝❛✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❜♦r♥❡ ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t ✉♥t✐❧ ♠♦❞❡r♥ t✐♠❡s ✾✵✪ ♦❢
t❤❡ ✇♦r❧❞ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❧✐✈❡❞ ✐♥ t❤✐s ❛r❡❛✳

✸



■♥ ❛♥ ✐♥❝❧✉s✐✈❡ ❞❡♠♦❝r❛❝②✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤✐s ✐s ♥♦t s♦ ♠✉❝❤ t❤❡ ❝❛s❡ ✲ ♦✣❝✐❛❧s ♠❛②

tr② t♦ s❡♥❞ t❤❡ ❛r♠② ✐♥t♦ t❤❡ str❡❡ts t♦ ❝♦❧❧❡❝t r❡✈❡♥✉❡s ❢♦r t❤❡✐r ♦✇♥ ❜❡♥❡✜t✱ ❜✉t

✐♥ ❛ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❞❡♠♦❝r❛❝② t❤❡ ❛r♠② ✇✐❧❧ ❜❡ ❧♦②❛❧ t♦ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ♥♦t ♣❡rs♦♥s ❛♥❞

✇✐❧❧ ♥♦t ❢♦❧❧♦✇ s✉❝❤ ♦r❞❡rs✳

P✉tt✐♥❣ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐♥ ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❜♦t❤ ❝♦♦♣❡r❛✲

t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❡✣❝✐❡♥❝② ✐s s❝❛r❝❡❧② ♥❡✇✱ ♥♦r ✐s t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ♣r❡ss✉r❡ ♠❛②

❜❡ ❞r✐✈❡♥ ❜② ❝♦♥✢✐❝t✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❧♦♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ❣r♦✉♣ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✿ t❤❡r❡

♠❛② ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛ss♦rt❛t✐✈❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜② ❇❡r❣str♦♠ ❬✻❪✳ ❖r t❤❡r❡ ❝❛♥ ❜❡

♥♦✐s❡ t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ ❣r♦✉♣ ✇❡❧❢❛r❡ ❛s ✐♥

t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ Pr✐❝❡ ❬✹✷✱ ✹✸❪✳ ❨❡t ❛♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤r♦✉❣❤ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡①t✐♥❝t✐♦♥

❛s ✐♥ ❇♦♦r♠❛♥ ❛♥❞ ▲❡✈✐tt ❬✶✵❪✳ ❈♦♥✢✐❝t✱ ❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ ♠✐❣r❛t✐♦♥✱ ❛s ❛ s♦✉r❝❡ ♦❢

❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ♣r❡ss✉r❡ ✐s ❡①❛♠✐♥❡❞ ✐♥ ❇♦✇❧❡s ❬✶✷❪✱ ✇❤♦ s❤♦✇s ❤♦✇ ✐♥t❡r❣r♦✉♣ ❝♦♠✲

♣❡t✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛❧tr✉✐s♠✳ ❇♦✇❧❡s✱ ❈❤♦✐ ❛♥❞ ❍♦♣❢❡♥s✐t③ ❬✶✹❪

❛♥❞ ❈❤♦✐ ❛♥❞ ❇♦✇❧❡s ❬✶✻❪ st✉❞② ✐♥ ❣r♦✉♣ ❛❧tr✉✐s♠ ✈❡rs✉s ♦✉t ❣r♦✉♣ ❤♦st✐❧✐t② ✐♥ ❛

♠♦❞❡❧ ❞r✐✈❡♥ ❜② ❝♦♥✢✐❝t✳ ❘♦✇t❤♦r♥ ❛♥❞ ❙❡❛❜r✐❣❤t ❬✹✻❪ ❡①♣❧❛✐♥ ❛ ❞r♦♣ ✐♥ ✇❡❧❢❛r❡

❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♥❡♦❧✐t❤✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛s ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❣r❡❛t❡r ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ ❞❡❢❡♥❞✐♥❣

❛❣r✐❝✉❧t✉r❛❧ r❡s♦✉r❝❡s✳ ▼♦r❡ ❜r♦❛❞❧②✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❣r❡❛t ❞❡❛❧ ♦❢ ✇♦r❦ ♦♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥

♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦❢ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s✿ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❇❧✉♠❡ ❛♥❞ ❊❛s❧❡② ❬✾❪✱ ❉❡❦❡❧✱

❊❧② ❛♥❞ ❨✐❧❛♥❦❛②❛ ❬✶✾❪✱ ❆❧❣❡r ❛♥❞ ❲❡✐❜✉❧❧ ❬✺❪✱ ▲❡✈✐♥❡ ❡t ❛❧ ❬✸✻❪ ♦r ❇♦tt❛③③✐ ❛♥❞

❉✐♥❞♦ ❬✶✶❪✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❢♦❝✉s❡❞ ♠♦r❡ ♦♥ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ t❤❛♥ s♦❝✐❛❧

❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❆s ❇✐s✐♥ ❬✼❪ ❛♥❞ ❇✐s✐♥ ❛♥❞ ❚♦♣❛ ❬✽❪ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❡ t✇♦ ❛r❡ ♥♦t t❤❡ s❛♠❡✳

❚❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ❞r✐✈❡♥ ❜② s♦♠❡✇❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❣♦❛❧s t❤❛♥ ❡❛r❧✐❡r ✇♦r❦✳ ❲❡ ❛r❡

✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✇❤❡r❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ♠❛tt❡r❀ ❛♥❞ ✐♥ ❛♥ ❡♥✈✐✲

r♦♥♠❡♥t ✇❤❡r❡ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❛r❡ ❞r✐✈❡♥ ❜② ❝♦♥✢✐❝t

♦✈❡r r❡s♦✉r❝❡s ✭✏❧❛♥❞✑✮✳ ❇② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥

✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❍✐rs❤❧❡✐❢❡r ❬✸✶❪ ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❧✐t❡r❛t✉r❡

♦♥ ❝♦♥✢✐❝t ✽ ✇✐t❤ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ t♦♦❧s ♦❢ ❑❛♥❞♦r✐✱ ▼❛✐❧❛t❤ ❛♥❞ ❘♦❜ ❬✸✺❪✱ ❨♦✉♥❣ ❬✹✾❪

❛♥❞ ❊❧❧✐s♦♥ ❬✷✹❪ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ ✇✐t❤ r❡❧❛t✐✈❡❧② ✇❡❛❦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s t♦ s❤♦✇ ✇❤❡♥ st❛t❡

♣♦✇❡r ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❤❡❣❡♠♦♥✐❡s ❞♦ ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ❛r✐s❡✳

✽❙❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ●❛r✜♥❦❡❧ ❛♥❞ ❙❦❛♣❡r❞❛s ❬✷✾❪ ♦r ❍❛✉s❦❡♥ ❬✸✵❪✳ ❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦❝✉s ♦❢ t❤✐s
❧✐t❡r❛t✉r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥ ✜❣✉r✐♥❣ ♦✉t ❤♦✇ s❤❛r❡s ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t r❡s♦❧✉t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥✳

✹



✷✳ ❆ ❙t❛t✐❝ ❊①❛♠♣❧❡

❲❡ st❛rt ✇✐t❤ ❛ s✐♠♣❧❡ st❛t✐❝ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❤♦✇ st❛t❡ ♣♦✇❡r ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ✐♥✲

st✐t✉t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✇✐t❤✐♥ ❛ s♦❝✐❡t②✳ ❚❤❡ ✏s✐③❡✑ ♦❢ ❛ s♦❝✐❡t②✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❧❛♥❞

r❡s♦✉r❝❡s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞✱ ✇✐❧❧ ♣❧❛② ❛ ❝r✉❝✐❛❧ r♦❧❡ ✐♥ ✐♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❜✉t

❛s ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❝♦♥st❛♥t r❡t✉r♥s t♦ s❝❛❧❡ ✐♥ ❧❛♥❞✱ ❧❛♥❞ ♣❧❛②s ♥♦ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ st❛t✐❝s✱ s♦

❤❡r❡ ✇❡ ❝♦♥❞✉❝t t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♣❡r ✉♥✐t ♦❢ ❧❛♥❞✳ ❆s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱

t❤❡ ✐❞❡❛ ❢♦r t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❛t st❛t❡ ♣♦✇❡r ❞❡t❡r♠✐♥❡s str❡♥❣t❤ ✐♥ ❝♦♥✢✐❝t✱ ❜✉t ♦❢✲

✜❝✐❛❧s ❞❡t❡r♠✐♥❡ st❛t❡ ♣♦✇❡r t♦ ❝♦❧❧❡❝t t❛①❡s ✐♥ t❤❡✐r ♦✇♥ ✐♥t❡r❡st✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢

t❤❡ s❡❝t✐♦♥ r❡❧❛t❡ st❛t❡ ♣♦✇❡r ❛♥❞ ✇❡❧❢❛r❡ t♦ t❤❡ ❡①❝❧✉s✐✈✐t② ♦❢ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡✐r

❡①tr❛❝t✐✈❡♥❡ss✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ♣❧❛②❡rs✿ ♣r♦❞✉❝❡rs i = P ❛♥❞ st❛t❡ ♦✣❝✐❛❧s i = O✳ ❚❤❡

❝❤♦✐❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢♦r ♣r♦❞✉❝❡rs ✐s t❤❡ ❡✛♦rt ❧❡✈❡❧ aP ∈ [0, 1] ❛♥❞ ❢♦r ♦✣❝✐❛❧s t❤❡ ❧❡✈❡❧

♦❢ st❛t❡ ♣♦✇❡r aO ∈ [0, 1]✳ ❙t❛t❡ ♦✣❝✐❛❧s ♠♦✈❡ ✜rst ❛♥❞ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ st❛t❡

♣♦✇❡r❀ ♣r♦❞✉❝❡rs ♠♦✈❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❡✛♦rt ❧❡✈❡❧✳

■♥t❡r♥❛❧❧② st❛t❡ ♣♦✇❡r s❡r✈❡s t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ❝♦❧❧❡❝t✐♥❣ t❛①❡s✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧② t❤❡ t❛①

r❛t❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ st❛t❡ ♣♦✇❡r aO t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r χ ∈ [0, 1]

❞❡s❝r✐❜✐♥❣ s♦❝✐❛❧ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s t❤❛t ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ χ ✇❡ ✈✐❡✇ ❛s ✜①❡❞

✐♥ t❤❡ s❤♦rt✲r✉♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❤❡r❡ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧ t❤❡② ✇✐❧❧ ❝❤❛♥❣❡

♦✈❡r t✐♠❡ ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ♣r❡ss✉r❡s✳✾ ❚❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❛s♣❡❝t ♦❢ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s

s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r χ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❡①t❡♥❞ t♦ ✇❤✐❝❤ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ❡♥❛❜❧❡

t❤❡ ✉s❡ ♦❢ st❛t❡ ♣♦✇❡r t♦ ❝♦❧❧❡❝t t❛①❡s✳✶✵ ■t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✏❡①❝❧✉s✐✈✐t②✑ ♦❢ t❤♦s❡

✐♥st✐t✉t✐♦♥s✿ r❡❧❛t✐✈❡❧② ✐♥❝❧✉s✐✈❡ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s ❞❡♠♦❝r❛t✐❝ ♦♥❡✱ ✉s❡ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢

❝❤❡❝❦s ❛♥❞ ❜❛❧❛♥❝❡s t♦ ❧✐♠✐t t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡ ♣♦✇❡r ✲ ❝♦✉rts✱ ❛♣♣❡❛❧s ♣r♦❝❡ss❡s

❛♥❞ s♦ ❢♦rt❤✳ ■♥ t❤❡ ❡①tr❡♠❡ ✇❤❡♥ χ = 0 ✇❡ ✐♠❛❣✐♥❡ t❤❛t ✐t ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ✐♠♣♦ss✐❜❧❡

t♦ ❝♦❧❧❡❝t t❛①❡s ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✇❤♦ ❢❛✐❧ t♦ ♣❛② t❛①❡s ♠❛② ❡♥❣❛❣❡ ✐♥ ❡♥❞❧❡ss

❛♣♣❡❛❧ t♦ t❤❡ ❝♦✉rts✳ ❆t t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❡①tr❡♠❡ ✇❤❡♥ χ = 1 t❛① ❝♦❧❧❡❝t♦rs ❝❛♥ s✐♠♣❧②

s❡✐③❡ r❡s♦✉r❝❡s ❢r♦♠ ♣r♦❞✉❝❡rs ❛t ❣✉♥♣♦✐♥t ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ✐♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t✳

❍❡♥❝❡ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❛① ♣♦✇❡r b = χaO ❛s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ❡①❝❧✉s✐✈✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r χ

✾❲❡ ❞♦ ♥♦t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s t♦ ❛❞❤❡r❡ t♦ s♦❝✐❛❧ ♥♦r♠s t❤❛t ✉♥❞❡r❧② ✐♥st✐t✉t✐♦♥s✿
✇❡ r❡❢❡r t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ r❡♣❡❛t❡❞ ❣❛♠❡s s✉❝❤ ❛s ❋✉❞❡♥❜❡r❣ ❛♥❞ ▼❛s❦✐♥ ❬✷✽❪ ♦r
❋✉❞❡♥❜❡r❣ ▲❡✈✐♥❡ ❛♥❞ ▼❛s❦✐♥ ❬✷✼❪ ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❑❛♥❞♦r✐ ❬✸✹❪✬s ✇♦r❦ ♦♥ s♦❝✐❛❧ ♥♦r♠s✳ ■♥ ❛♥
❡❛r❧✐❡r ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ▲❡✈✐♥❡ ❛♥❞ ▼♦❞✐❝❛ ❬✸✼❪ t❤❡s❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s ✇❡r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛♥❛❧②③❡❞ ✲
✇✐t❤♦✉t ❤♦✇❡✈❡r ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✳

✶✵❋♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s✐♠♣❧✐❝✐t② ✐♥ ❛♥❛❧②③✐♥❣ st❛t✐❝s χ ❛♥❞ a
i ✇✐❧❧ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❛s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ❜✉t

✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❞②♥❛♠✐❝s t❤❡② ✇✐❧❧ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❛s ❞✐s❝r❡t❡✳

✺



❛♥❞ t❛r❣❡t st❛t❡ ♣♦✇❡r✳ ❲❤❡♥ χ = 0 t❤❡r❡ ✐s ♥♦ t❛① ♣♦✇❡r❀ ✇❤❡♥ χ = 1 t❛① ♣♦✇❡r ✐s

t❤❡ s❛♠❡ ❛s st❛t❡ ♣♦✇❡r✳ ❚❤❡ ❛❝t✉❛❧ t❛① r❛t❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② τ ≡ min{1, τb} ✇❤❡r❡ τ ✐s

❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❤♦✇ ❡✛❡❝t✐✈❡ t❛① ♣♦✇❡r ✐s ✐♥ ❝♦❧❧❡❝t✐♥❣ t❛①❡s✳

❲❡ ❛ss✉♠❡ τ > 1❀ ♦t❤❡r✇✐s❡ ❛s ✇❡ s❤♦✇ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ♦♣t✐♠❛❧ st❛t❡ ♣♦✇❡r ✐s ③❡r♦

❢♦r ❛❧❧ χ✳

Pr♦❞✉❝❡rs ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♣❧❛②❡r✳ ❊✛♦rt tr❛♥s❧❛t❡s

✐♥t♦ ♦✉t♣✉t ♦♥❡ ❢♦r ♦♥❡✳ Pr♦❞✉❝❡r✬s ✉t✐❧✐t② ✐s ♦✉t♣✉t ♥❡t ♦❢ t❛①❡s ❛♥❞ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝

❝♦st ♦❢ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❡✛♦rt✱ ♣❧✉s ❛ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞s ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤r♦✉❣❤ st❛t❡

♣♦✇❡r✿

uP = (1− τ)aP − [caP + (1/2)(1− c)
(

aP
)2

] + γaO 0 < c < 1

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ s♦ t❤❛t t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st ♦❢ ❛

✉♥✐t ♦❢ ❡✛♦rt ✐s ✶ ❛♥❞ t❤❛t γ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ st❛t❡ ♣♦✇❡r ✐s ✉s❡❢✉❧ ✐♥

♣r♦✈✐❞✐♥❣ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞s✳

❙t❛t❡ ♦✣❝✐❛❧s ❛❝t ❝♦❧❧✉s✐✈❡❧② ❛s t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❝❧❛✐♠❛♥ts ♦❢ t❛① r❡✈❡♥✉❡ ♥❡t ♦❢ t❤❡

r❡s♦✉r❝❡s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞✐♥❣ st❛t❡ ♣♦✇❡r✿ t❤❡✐r ✉t✐❧✐t② ✐s

uO = τaP − aO.

◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✇❡ ❛❧❧♦✇ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✉t✐❧✐t② ❢♦r st❛t❡ ♦✣❝✐❛❧s ✲ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② t❤❡② ❤❛✈❡ r❡s♦✉r❝❡s

s♦ t❤❛t t❤❡ st❛t❡ ❝❛♥ ♦♣❡r❛t❡ ✇✐t❤ ❛ ❞❡✜❝✐t✳ ❖✉r r❡s✉❧ts ❛r❡ ♥♦t s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤✐s

♠♦❞❡❧✐♥❣ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❛s ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦✣❝✐❛❧s ♥❡✈❡r ❝❤♦♦s❡ t♦ ❞♦ t❤✐s✳

❆♥ ❛❝t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ (aP , aO) ❢♦r ❛ s♦❝✐❡t② ✐s ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐❢ ✐t ✐s s✉❜❣❛♠❡ ♣❡r❢❡❝t

✇❤❡♥ t❤❡ ♦✣❝✐❛❧s ♠♦✈❡ ✜rst✱ ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ ❛ ❙t❛❝❦❡❧❜❡r❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❘❡s✉❧ts ❢♦r

t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❝❛s❡ ❛r❡ ✇♦r❦❡❞ ♦✉t ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✷ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ❲❡❜

❆♣♣❡♥❞✐① ✷✳ ❚❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ t❛①✲r❡✈❡♥✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

G(b) = τb

[

1−
τ

1− c

]

✭✇❤❡r❡ t❤❡ t❡r♠ ✐♥ sq✉❛r❡ ❜r❛❝❦❡ts ✐s t❤❡ ♣r♦❞✉❝❡r✬s ♦♣t✐♠❛❧ ❛❝t✐♦♥✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦✜t

❢✉♥❝t✐♦♥

Π(b) = G(b) + uP − γaO = G(b) +
1− c

2

[

1−
τ

1− c

]

2

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✉t✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♣r♦❞✉❝❡r ❛♥❞ st❛t❡ ♦✣❝✐❛❧s ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞

✐♥ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✉♥✐ts ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ❛ ✉♥✐t ♦❢ ✉t✐❧✐t② ❧♦st ❜② t❤❡ ♣r♦❞✉❝❡r ✐♥ t❛①❡s

✐s ❛ ✉♥✐t ♦❢ ✉t✐❧✐t② ❣❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ st❛t❡ ♦✣❝✐❛❧s s♦ t❤❛t ✇❡❧❢❛r❡ W (b) = uP + uO ✐s

✻



❣✐✈❡♥ ❜② Π(b)− (1− γ)aO✳ ❚❤❡ ✉t✐❧✐t② ♦❢ st❛t❡ ♦✣❝✐❛❧s ✐s G(b)− aO✳

■♥ ❲❡❜ ❆♣♣❡♥❞✐① ✷ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ s❛❧✐❡♥t ❢❛❝ts ❛❜♦✉t t❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ G(b) = 0 ❛t b = 0 ❛♥❞ ❢♦r b ≥ b ≡ (1 − c)/τ ✇❤✐❧❡ ❢♦r 0 ≤ b ≤ b G(b) ✐s

t✇✐❝❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ G′′(b) < 0❀ s✐♥❝❡ τ > 1 ✇❡ ❤❛✈❡ G′(0) > 1❀ ❛♥❞

G′(b) + bG′′(b) ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣✳ ❋♦r 0 ≤ b ≤ b ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦✜ts Π(b) t✇✐❝❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧②

❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡✱ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ Π′′(b) < 0 ✇✐t❤ Π(b) = 0 ❢♦r b ≥ b✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ Π(b)−G(b)

✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣✳ ❙t❡♣♣✐♥❣ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✴q✉❛❞r❛t✐❝ ❝❛s❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡

s❛t✐s✜❡❞ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❛s ♣r♦♣❡r✳

❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ❛❝❤✐❡✈❡ s♣❡❝✐✜❝ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②

✐♥ ♣r♦♣❡r ❡❝♦♥♦♠✐❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s χ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠❛①✲

✐♠✐③❡s st❛t❡ ♣♦✇❡r ❛♥❞ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✐t ♠❛①✐♠✐③❡s ✇❡❧❢❛r❡✳ ■♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✷ ✇❡ s❤♦✇

t❤❛t✿

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳ ■♥ ❛ ♣r♦♣❡r ❡❝♦♥♦♠② t❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❧❡✈❡❧ ♦❢ st❛t❡ ♣♦✇❡r
aO(χ)✱ ❛♥❞ ✐t ✐s s✐♥❣❧❡ ♣❡❛❦❡❞ ✐♥ χ❀ s♦ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡ ❛r❣♠❛① χ∗ > 0✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛
✉♥✐q✉❡ ✇❡❧❢❛r❡ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❡①❝❧✉s✐✈✐t② χ̂✱ ❛♥❞ χ̂ ≤ χ∗✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ γ ≥ 1 s✉❝❤
t❤❛t ✐❢ γ ≤ γ t❤❡♥ χ̂ < χ∗✳

❚❤✐s s❛②s t❤❛t st❛t❡ ♣♦✇❡r ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❣r❡❛t❡r ❡①❝❧✉s✐✈❡♥❡ss t❤❛♥

✇❡❧❢❛r❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥✳

❲❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ❛ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①❝❧✉s✐✈✐t② ❛♥❞ ✇❤❛t ❆❝❡♠♦❣❧✉ ❛♥❞ ❘♦❜✐♥✲

s♦♥ ❬✷❪ ❝❛❧❧ ❡①tr❛❝t✐✈❡♥❡ss✳ ■♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✷ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t✿

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳ ■♥ ❛ ♣r♦♣❡r ❡❝♦♥♦♠② ♣r♦✜ts Π(χaO(χ)) ❛r❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ χ✱ ✇❤✐❧❡ t❛①
r❡✈❡♥✉❡s G(χaO(χ))✱ t❛① ♣♦✇❡r χaO(χ)✱ ❛♥❞ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ♦❢ st❛t❡ ♦✣❝✐❛❧s uO(χ, aO(χ))
❛r❡ ❛❧❧ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ χ✳ ✶✶ ❋♦r χ ≥ χ̂ ♣r♦❞✉❝❡r ✉t✐❧✐t② ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ χ ❛♥❞ ✐❢ γ < 1
s♦ ✐s ✇❡❧❢❛r❡✳ ■❢ γ ≥ 1 t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢♦r χ̂ ≤ χ ≤ χ∗✳

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❚❤❡♦r❡♠✬s ✶ ❛♥❞ ✷ ✐♠♣❧② t❤❛t ✐♥st✐t✉t✐♦♥s t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡ st❛t❡

♣♦✇❡r ❤❛✈❡ ❣r❡❛t❡r ❡①tr❛❝t✐✈❡♥❡ss t❤❛♥ t❤♦s❡ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡ ✇❡❧❢❛r❡✳

✸✳ ❉②♥❛♠✐❝s ✇✐t❤ ❚✇♦ ❙♦❝✐❡t✐❡s

❲❡ ♥♦✇ ✇✐s❤ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❤♦✇ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s χ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ♣r❡s✲

s✉r❡✳ ❚♦ ❜❡❣✐♥✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ ❛ ❣r❡❛t❧② s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❞②♥❛♠✐❝✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②

✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ❤♦❧❞ ✉♥❞❡r ♠✉❝❤ ❜r♦❛❞❡r

❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

✶✶❲❡ ❤❛✈❡ ♥♦t s♣❡❝✐✜❡❞ ❛ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❛① ♣♦✇❡r ❛♥❞ t❤❡ t❛① r❛t❡✱ ❜✉t ❡①♣❡❝t t❤❛t ❛s ✐♥
t❤❡ ❧✐♥❡❛r q✉❛❞r❛t✐❝ ❝❛s❡ t❤❡ t❛① r❛t❡ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ t❛① ♣♦✇❡r✳

✼



■♥ ♦✉r ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❛♥❛❧②s✐s ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ s♦❝✐❡t✐❡s✱ t❤❛t ❜♦t❤

❛r❡ ♣r♦♣❡r ❡❝♦♥♦♠✐❡s✱ ❛♥❞ t❤❛t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛❝t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❝❤♦s❡♥✳ ❚❤❡s❡

s♦❝✐❡t✐❡s s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛♥❞ ❞✐✛❡r ♦♥❧② ✐♥ ✐♥❝❧✉s✐✈❡♥❡ss χ✳ ❚♦ ❢♦❝✉s

t❤♦✉❣❤ts✱ ✐t ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ t❤✐♥❦ ♦❢ ♦♥❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ χ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ✇❡❧❢❛r❡✱ t❤❡ ♦t❤❡r ♠❛①✲

✐♠✐③✐♥❣ st❛t❡ ♣♦✇❡r✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ s♦❝✐❡t✐❡s ✇✐❧❧ ❝♦♠♣❡t❡ ♦✈❡r ❧❛♥❞✱ ✇✐t❤ t❤❡✐r ❝❤❛♥❝❡s

♦❢ ✇✐♥♥✐♥❣ ♦r ❧♦s✐♥❣ ❧❛♥❞ ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥✢✐❝t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s

✉♣♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ st❛t❡ ♣♦✇❡r✳ ■t ✐s ♥♦ s✉r♣r✐s❡ t❤❡♥ t❤❛t ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❢♦r❝❡s ✇✐❧❧ ❢❛✈♦r

t❤❡ s♦❝✐❡t② ✇✐t❤ ❣r❡❛t❡r st❛t❡ ♣♦✇❡r✳ ❖✉r ♠❛✐♥ q✉❡st✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥s ♥♦t ✏❞♦❡s ♠♦r❡

st❛t❡ ♣♦✇❡r ❞♦ ❜❡tt❡r❄✑ ❜✉t r❛t❤❡r✱ ✏❤♦✇ ♠✉❝❤ ❜❡tt❡r ❞♦❡s ❣r❡❛t❡r st❛t❡ ♣♦✇❡r

❡♥❛❜❧❡ ❛ s♦❝✐❡t② t♦ ❞♦❄✑ ❛♥❞ ✏❤♦✇ ♦❢t❡♥ ✇❡ ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ s❡❡ ❛ ❤❡❣❡♠♦♥②❄✑

❆ss✉♠❡ t❤❡♥ t❤❛t t✇♦ s♦❝✐❡t✐❡s j = 1, 2 ❝♦♠♣❡t❡ ♦✈❡r ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ♥✉♠❜❡r L ✉♥✐ts

♦❢ ❧❛♥❞✳ ❇♦t❤ s♦❝✐❡t✐❡s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡✐r ✉♥✐q✉❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r♦✜❧❡✱

❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❣❡♥❡r❛t❡ aOj > 0 ✉♥✐ts ♦❢ st❛t❡ ♣♦✇❡r ♣❡r ✉♥✐t ♦❢ ❧❛♥❞✱ j = 1, 2✳

❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ✇❡ ❛ss✉♠❡ aO1 ≤ aO2 ✱ t❤❛t ✐s✱ s♦❝✐❡t② ✶ ✐s t❤❡ ✇❡❛❦❡r

s♦❝✐❡t②✳ ❆t t✐♠❡ t s♦❝✐❡t② j ❝♦♥tr♦❧s ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ♥✉♠❜❡r Ljt ≥ 0 ✉♥✐ts ♦❢ ❧❛♥❞ ✇❤❡r❡

L1t + L2t = L✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❝♦♥st❛♥t r❡t✉r♥s t♦ s❝❛❧❡ ✐♥ ❧❛♥❞✳

❈♦♥tr♦❧ ♦✈❡r ❧❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇s ❛ ▼❛r❦♦✈ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ L1t✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t

♦❢ ❧❛♥❞ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ✇❡❛❦❡r s♦❝✐❡t②✳ ❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞

❜② ❛ ❝♦♥✢✐❝t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ♣❡r✐♦❞ t❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ ❝♦♥✢✐❝t r❡s✉❧t✐♥❣

✐♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ s♦❝✐❡t✐❡s ❧♦s✐♥❣ ❛ ✉♥✐t ♦❢ ❧❛♥❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✿ t❤❛t ✐s |Lj,t+1−Ljt| ≤ 1✳

❚❤❡ ❝♦♥✢✐❝t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ t✇♦ s♦❝✐❡t✐❡s✳

❆s t❤❡r❡ ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t r❡t✉r♥s t♦ s❝❛❧❡ ✐♥ ❧❛♥❞✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ st❛t❡ ♣♦✇❡r

❛s Ljta
O
j ✳ ❲❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ❛ ✉♥✐t ♦❢ ❧❛♥❞ ❛s ❛ ❞✐sr✉♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞✐sr✉♣t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❢♦r❝❡ r❛t✐♦✿

φjt =
A0 + Ljta

O
j

A0 + L
−j,taO

−j

,

✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t A0 > 0 r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ ♦✉ts✐❞❡ ❢♦r❝❡s ✇❤♦ ❛r❡ s❛❢❡

❜❡❤✐♥❞ ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❜❛rr✐❡rs✱ ❜✉t ✇❤♦ ❛r❡ ❡q✉❛❧❧② ❞✐sr✉♣t✐✈❡ t♦✇❛r❞s ❜♦t❤ s♦❝✐❡t✐❡s✳

▲❡tt✐♥❣ 0 < p < 1/2 ❜❡ ❛ ✜①❡❞ ♥✉♠❜❡r✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ t❤r❡s❤♦❧❞ ❡✛❡❝t✿ ♦♥❝❡

φjt ❢❛❧❧s ❜❡❧♦✇ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ φ > 1 t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞✐sr✉♣t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ❡q✉❛❧ t♦ p

✭✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤✮✳ ❆❜♦✈❡ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞✐sr✉♣t✐♦♥ ✐s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r❀ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✜① ❛ ♥✉♠❜❡r ǫ > 0 ♠❡❛s✉r✐♥❣

✽



✏❤♦✇ s♠❛❧❧ ✐s s♠❛❧❧✱✑ t❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞✐sr✉♣t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

πjt = pǫφjt−φ.

■❢ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡ rjt = max{0, φjt−φ} ✇❡ ♠❛② ✇r✐t❡ πjt = pǫrjt✳ ❚❤✐s ♠❛②

❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s r❡s✐st❛♥❝❡ t♦ ❞✐sr✉♣t✐♦♥ ❛s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② πjt ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ rjt✳

❚❤❡ ❝♦♥✢✐❝t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② ❢♦✉r ♣❛r❛♠❡t❡rs✿ p,A0, ǫ, φ✳ ❚❤❡

✜rst ♣❛r❛♠❡t❡r p ❞❡t❡r♠✐♥❡s ❤♦✇ ♦❢t❡♥ ❧❛♥❞ ✐s ✇♦♥ ♦r ❧♦st ✲ ✇❡ ♠❛② t❤✐♥❦ ♦❢ t❤✐s

❛s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ❧❡♥❣t❤ ✲ ✐❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✐s ✈❡r② s❤♦rt✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❧✐tt❧❡

❝❤❛♥❝❡ ❛ ✉♥✐t ♦❢ ❧❛♥❞ ✐s ❧♦st ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❡r✐♦❞✳ ❋♦r ❛ ✜①❡❞ ♣❡r✐♦❞ ❧❡♥❣t❤ p ❝♦♥tr♦❧s

❤♦✇ q✉✐❝❦❧② ❝❤❛♥❣❡ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ✲ ❛ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡ ♦❢ p ❡✛❡❝t✐✈❡❧② s♣❡❡❞s ✉♣ t❤❡ t✐♠❡

s❝❛❧❡✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❛s p ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❡❝❤♥♦❧♦❣②

❛♥❞ ❣❡♦❣r❛♣❤② t❤❛t ✇✐❧❧ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❞✐✛❡r ❛❝r♦ss t✐♠❡ ❛♥❞ s♣❛❝❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐t ♠❛②

❜❡ t❤❛t ❛ ❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡ ♦❢ p ✐♥ ❲❡st❡r♥ ❊✉r♦♣❡ ❧❡❞ t♦ ❛♥ ✏✐♥t❡rr❡❣♥✉♠✑ t❤❛t ✇❛s ❧♦♥❣

✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ t❡r♠s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❈❤✐♥❛✳✶✷

❚✉r♥✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❜❡❧♦✇ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ φ ❛ s♦❝✐❡t② ✐s ♥♦t ✏s❛❢❡✑ ✐♥

t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✐t ❤❛s ❛♥ ❛♣♣r❡❝✐❛❜❧❡ ❝❤❛♥❝❡ ♦❢ ❧♦s✐♥❣ ❧❛♥❞✳ ❆❜♦✈❡ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞✱ ✐t

✐s ✏s❛❢❡✑ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✐t ❤❛s ❧✐tt❧❡ ❝❤❛♥❝❡ ♦❢ ❧♦s✐♥❣ ❧❛♥❞✳ ❚❤❡ ♦✉ts✐❞❡ ❢♦r❝❡s A0

❞❡t❡r♠✐♥❡ ❤♦✇ ❡❛s② ✐t ✐s t♦ ❣❡t ♣❛st t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✲ ✇✐t❤ str♦♥❣ ♦✉ts✐❞❡rs ✐t ✐s ❤❛r❞

t♦ ❜❡ ✏s❛❢❡✑ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❛t ♦❢ t❤❡ ♦✉ts✐❞❡rs✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ǫ ❜② ❝♦♥tr❛st

♠❡❛s✉r❡s ❤♦✇ s❛❢❡ ✐s ✏s❛❢❡✿✑ ✇❤❡♥ ǫ = 0✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ s❛❢❡ ♠❡❛♥s s❛❢❡ ❢♦r❡✈❡r✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s

s✉❝❤ t❤❛t ❛ s♦❝✐❡t② ✇✐t❤ ❡✈❡♥ L − 1 ✉♥✐ts ♦❢ ❧❛♥❞ ✐s ❜❡❧♦✇ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ■♥ ♦t❤❡r

✇♦r❞s✱ ♦♥❝❡ t❤❡ ❡♥❡♠② ❣❡ts ❛ ❢♦♦t❤♦❧❞✱ t❤❡② ❤❛✈❡ ❛♥ ❛♣♣r❡❝✐❛❜❧❡ ❝❤❛♥❝❡ ♦❢ ❝❛✉s✐♥❣

❢✉rt❤❡r ❞✐sr✉♣t✐♦♥✳ ❲❡ ♠❛❦❡ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦♥❧② ❢♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡s ♦❢ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✳

❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❢♦r❝❡ r❛t✐♦ ✇✐t❤ L− 1 ✉♥✐ts ♦❢ ❧❛♥❞ ❢♦r t❤❡ str♦♥❣❡r

s♦❝✐❡t② (A0 + (L− 1)aO
2
)/(A0 + aO

1
) ≤ φ✳ ❉❡✜♥❡

ρj = max

{

0,
A0 + LaO

−j

A0

− φ

}

t♦ ❜❡ t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡ t♦ s♦❝✐❡t② j ❣❛✐♥✐♥❣ ❛ ✉♥✐t ♦❢ ❧❛♥❞ ✇❤❡♥ ❧❛♥❞❧❡ss ✭✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥

t❤❡ ❞❡❢❡♥❞❡r ♣♦✇❡r A0 + LaO
−j✮✳

❲❡ ❝❛♥ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡♥ t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ♣r♦❝❡ss✿ ✇❤❡♥ s♦❝✐❡t② j ❤❛s ♥♦ ❧❛♥❞ ✐t ❤❛s

✶✷◆♦t✐♥❣ t❤❛t ❲❡st❡r♥ ❊✉r♦♣❡ ✐s ❞❡ ❢❛❝t♦ ❛ ❤❡❣❡♠♦♥② ♥♦✇ s♦ t❤❛t t❤❡ ✏✐♥t❡rr❡❣♥✉♠✑ ❤❛s ❡♥❞❡❞✳

✾



❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ pǫρj ❝❤❛♥❝❡ ♦❢ ❣❡tt✐♥❣ ♦♥❡✳ ❲❤❡♥ ❛ s♦❝✐❡t② ❤❛s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ✉♥✐t

♦❢ ❧❛♥❞✱ ❜✉t ✐s ♥♦t ②❡t ❛ ❤❡❣❡♠♦♥②✱ ✐t ❤❛s ❛ ❝❤❛♥❝❡ p ♦❢ ❣❡tt✐♥❣ ❛♥♦t❤❡r ✉♥✐t ❛♥❞ ❛

❝❤❛♥❝❡ p ♦❢ ❧♦s✐♥❣ ♦♥❡✱ ✇❤✐❧❡ ✐❢ ✐t ✐s ❛ ❤❡❣❡♠♦♥②✱ ✐t ❤❛s ♦♥❧② ❛ pǫρ−j ♦❢ ❧♦s✐♥❣ ❛ ✉♥✐t

♦❢ ❧❛♥❞✳

❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ♦❜s❡r✈❡ ✜rst t❤❛t ✇❤❡♥ ǫ = 0 t❤❡ ❤❡❣❡♠♦♥✐❝ st❛t❡s

✭L1 = L ♦r L1 = 0✮ ❛r❡ ❛❜s♦r❜✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥✲❤❡❣❡♠♦♥✐❝ st❛t❡s ✭0 < L1 < L✮

❛r❡ tr❛♥s✐❡♥t✱ s♦ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❤❡❣❡♠♦♥②✱ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s

✉♥✐❢♦r♠ ♦✈❡r L1✱ ❡❛❝❤ s♦❝✐❡t② ❤❛s ❛♥ ❡q✉❛❧ ❝❤❛♥❝❡ ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❤❡❣❡♠♦♥②

s✐♥❝❡ t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ♣r♦❝❡ss ✐s s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳

❲❤❡♥ ǫ > 0 t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s q✉✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥t✿ ❛❧❧ st❛t❡s ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡❧② r❡❝✉rr❡♥t

❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡ st❛t✐♦♥❛r② ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②

✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ st❛t❡ ♦❝❝✉rs✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ ❜✐rt❤✲❞❡❛t❤ ❝❤❛✐♥✱ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r②

♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢

s♦❝✐❡t② j ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❤❡❣❡♠♦♥② ✐s

σj =
1

1 + (L− 2)ǫρ−j + ǫρ−j−ρj
.

❲❡ ❝❛♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t✐♠❡ t❤❡

s②st❡♠ s♣❡♥❞s ✐♥ ❤❡❣❡♠♦♥②✿

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳ ■❢ A0 ≥ LaO
2
/(φ−1) t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r st❛t❡s ✐s ✉♥✐❢♦r♠

r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ ǫ✳ ■❢ A0 < LaO
2
/(φ−1) t❤❡♥ ❛s ǫ → 0 ✇❡ ❤❛✈❡ σ1+σ2 → 1✳ ■❢ aO

2
> aO

1

t❤❡♥ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ σ2 → 1 ❛♥❞ σ1 → 0✳ ❋♦r ✜①❡❞ ǫ > 0 t✐♠❡ s♣❡♥t ✐♥ ❤❡❣❡♠♦♥② σ1+σ2
❞❡❝❧✐♥❡s ✇✐t❤ ♦✉ts✐❞❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ A0 ❛♥❞ ❛s ρ1 → 0 ✐t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s 2/L✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t 1/L r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❛ ✉♥✐t ♦❢ ❧❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢

❧❛♥❞✳ ■♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❧❛♥❞ t❤❛t ❛♥ ✐♥✈❛❞❡r ♠✉st s✉❝❝❡ss❢✉❧❧②

❝♦♥q✉❡r t♦ ❣❡t ❛ ✏t♦❡❤♦❧❞✑ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ❛♣♣r❡❝✐❛❜❧❡ ❝❤❛♥❝❡ ♦❢ s✉❝❝❡ss✳ ❆s t❤✐s

❣r♦✇s s♠❛❧❧❡r✱ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❤❡❣❡♠♦♥② ❢❛❧❧s t♦ ③❡r♦✳ ■♥ ♦t❤❡r

✇♦r❞s✱ str♦♥❣ ♦✉ts✐❞❡ ❢♦r❝❡s✱ ❛♥❞ ❛ s♠❛❧❧ ✏t♦❡❤♦❧❞✑ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r s✉❝❝❡ss ♠❡❛♥s ❧✐tt❧❡

❤❡❣❡♠♦♥②✳

❲❡ ❝❛♥ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❜② s❛②✐♥❣ t❤❛t ✇✐t❤ str♦♥❣ ♦✉ts✐❞❡rs t❤❡r❡ ✐s

♥♦ t❡♥❞❡♥❝② t♦✇❛r❞s ❤❡❣❡♠♦♥②✱ ✇❤✐❧❡ ✇✐t❤ ✇❡❛❦ ♦✉ts✐❞❡rs t❤❡ t❡♥❞❡♥❝② ✐s t♦✇❛r❞s ❛

❤❡❣❡♠♦♥② ♦❢ t❤❡ str♦♥❣❡r st❛t❡✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s t❤❛t ❢❛✈♦r ❤❡❣❡♠♦♥②

❛r❡ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ t❤❛t ❢❛✈♦r t❤❡ s♦❝✐❡t② ✇✐t❤ ❣r❡❛t❡r st❛t❡ ♣♦✇❡r✳ ❍❡❣❡♠♦♥② ❛♥❞

❤✐❣❤ st❛t❡ ♣♦✇❡r ❣♦ ❤❛♥❞ ✐♥ ❤❛♥❞✳ ❚❤❡ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♠✐❣❤t ❡①♣❡❝t

t♦ s❡❡ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ❧❡ss t❤❛♥ ♠❛①✐♠✉♠ st❛t❡ ♣♦✇❡r ❢♦r ❛♣♣r❡❝✐❛❜❧❡ ❛♠♦✉♥ts ♦❢

✶✵



t✐♠❡ ❛r❡ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s ✇❤❡r❡ ❤❡❣❡♠♦♥② ✐s ✉♥❝♦♠♠♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ st❛t❡s ♠♦r❡

❧✐❦❡❧②✳

❋r♦♠ ❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✇❤❛t ♠❛tt❡r ✐s ✜t♥❡ss ✲ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ st❛t❡

♣♦✇❡r✳ ❋r♦♠ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t s♦ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ✇❤❛t ❧❡✈❡❧ ♦❢ st❛t❡

♣♦✇❡r ✐s ❢❛✈♦r❡❞ ❜② ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❜✉t r❛t❤❡r ✇❤❛t ✐t ✐♠♣❧✐❡s ❛❜♦✉t ✐♥st✐t✉t✐♦♥s✳ ❋♦r

t❤✐s ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ r❡t✉r♥ t♦ t❤❡ st❛t✐❝ ♠♦❞❡❧✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t✇♦

s❡ts ♦❢ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s✱ ❧❡t ✉s s✉♣♣♦s❡ t❤❛t s♦❝✐❡t② ✷ ♠❛①✐♠✐③❡s st❛t❡ ♣♦✇❡r✱ t❤❛t ✐s✱

❤❛s ❡①❝❧✉s✐✈✐t② χ2 = χ∗ ❛t t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ♣♦✇❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ aO(χ)✳ ❲✐t❤♦✉t

s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♦✉ts✐❞❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❣❡♥❡r❛❧❧② s❡❡ ❛ ❤❡❣❡♠♦♥② ♦❢ t❤❡s❡ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s✳

❚❤✐s ♠❛② ❜❡ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ❡①❝❧✉s✐✈✐t② t❤❛♥ t❤❡ ✇❡❛❦❡r s♦❝✐❡t② χ1✿ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡

s♦❝✐❡t② ♠❛② ❜❡ ❡①❝❡ss✐✈❡❧② ❡①❝❧✉s✐✈❡ ♦r ✐♥s✉✣❝✐❡♥t❧② ❡①❝❧✉s✐✈❡✳ ❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝❛s❡

✐s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s♦❝✐❡t② ❤❛s ✐♥st✐t✉t✐♦♥s t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡ ✇❡❧❢❛r❡✿ χ1 = χ̂✳

❋r♦♠ ❚❤❡♦r❡♠s ✶ ❛♥❞ ✷ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ❛❜s❡♥t s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♦✉ts✐❞❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡r❡

✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ❤❡❣❡♠♦♥② t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ❡①❝❡ss✐✈❡❧② ❡①tr❛❝t✐✈❡✳ ❇② ❝♦♥tr❛st✱

✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♦✉ts✐❞❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡✱ ❤❡❣❡♠♦♥② ✇✐❧❧ ❜❡ ♠✉❝❤ ❧❡ss ❝♦♠♠♦♥✱

❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ✇✐❧❧ ♣❡rs✐st ♠♦r❡ ❢r❡q✉❡♥t❧②✳

✹✳ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❉②♥❛♠✐❝s

❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ ❣♦✐♥❣ t♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡ st❛t✐❝ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s

s❡❝t✐♦♥s t♦ s❡❡❦ ❛ ❜r♦❛❞❡r t❤❡♦r❡♠ ❛❜♦✉t t❤❡ ❡♠❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❤❡❣❡♠♦♥②✳

❲❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✇❛♥t t♦ ❛✈♦✐❞ ❛r❜✐tr❛r② ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛❜♦✉t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❡rs✉s ♥♦♥✲

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ♥❛t✉r❡ ♦❢ s♦❝✐❡t✐❡s t❤❛t ♠✐❣❤t ❝♦♠♣❡t❡ ✇✐t❤

♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❚♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡ st❛t✐❝ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ✜♥✐t❡ ❧✐st ♦❢ s♦❝✐❡t✐❡s

j = 1, . . . ,M ✳ ❊❛❝❤ s♦❝✐❡t② j ❤❛s ❛ s❡t ♦❢ ♣❧❛②❡rs i = 1, 2, . . . , Nj ✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❛s ✐♥

t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✇❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡s❡ t♦ ❜❡ ♣❧❛②❡r r♦❧❡s t❤❛t ♠❛② ✐♥✈♦❧✈❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♦r ❝♦❧❧✉s✐✈❡ ❣r♦✉♣s ✭✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ Nj = 2✮✳ ❊❛❝❤ ♣❧❛②❡r ❤❛s ❛ ✜♥✐t❡

s❡t ♦❢ ❛❝t✐♦♥s aij ∈ Aij ❛♥❞ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② aj ∈ Aj t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛❝t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s✳

❲❡ ❞♦ ♥♦t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♠♦❞❡❧ ✉t✐❧✐t② ❛♥❞ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❜✉t ❛ss✉♠❡ r❛t❤❡r

t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ s♦❝✐❡t② t❤❡r❡ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r♦✜❧❡s Ej ⊂ Aj ✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡

♣r♦✜❧❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ ✲ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥❝❡♣t

♠✐❣❤t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ✲ ✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ Ej ✐s ❛ s✐♥❣❧❡t♦♥ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡

✉♥✐q✉❡ ❙t❛❝❦❡❧❜❡r❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ st❛t❡ ♦✣❝✐❛❧s ❛r❡ t❤❡ ❧❡❛❞❡r✳ ❲❡ ❛❧❧♦✇ t❤❡

♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t Ej ✐s ❡♠♣t②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♠❛♣ ❢r♦♠ ♣r♦✜❧❡s t♦ st❛t❡ ♣♦✇❡r✿

γj : Aj → ℜ+✳

✶✶



◆❡①t ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❊❛❝❤ s♦❝✐❡t② ❛t ❛ ♠♦♠❡♥t ♦❢ t✐♠❡

t = 1, 2, . . . ♣❧❛②s ❛♥ ❛❝t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ajt ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧s ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❧❛♥❞ Ljt

✇❤❡r❡
∑M

j=1
Ljt = L✳ ■❢ Ljt > 0 ✇❡ r❡❢❡r t♦ ❛ s♦❝✐❡t② ❛s ❛❝t✐✈❡✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐t ✐s

✐♥❛❝t✐✈❡✳

■♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❛❝t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s

t♦ ❧✐❡ ✐♥ Ej ✳ ❲❡ ♥♦✇ ❞r♦♣ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞

❛t ❡✈❡r② ♠♦♠❡♥t ♦❢ t✐♠❡✱ ❛♥❞ ✐♥st❡❛❞ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❜② ✇❤✐❝❤

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♠♦❞✐❢② t❤❡✐r ❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ♦✈❡r t✐♠❡✳

❲❡ st❛rt ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✇❤❛t ❛ st❡❛❞② st❛t❡ ♦❢ ❛ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss s❤♦✉❧❞ ❜❡

❧✐❦❡✳ ❚✇♦ t❤✐♥❣s s❤♦✉❧❞ ❜❡ tr✉❡✿ ✜rst✱ ♣❧❛②❡rs s❤♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t t❤❛t t♦❞❛② ✇✐❧❧ ❜❡

t❤❡ s❛♠❡ ❛s ②❡st❡r❞❛②❀ s❡❝♦♥❞✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♦♣t✐♠❛❧ t♦ ♣❧❛②

t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ②❡st❡r❞❛②✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥❡❞ ②❡st❡r❞❛② s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❛♥❞ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t❤❛t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ r❡❝✉r t♦❞❛②✳ ■♥

❛ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ t❤❛t t♦❞❛② s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ②❡st❡r❞❛② ✇✐❧❧

❜❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❤❛✈✐♥❣ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♣❛st t❤✐s ❤❛s ✐♥❞❡❡❞ ❜❡❡♥ tr✉❡✳ ❙✉♣♣♦s❡

t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ②❡t ✐♥ ❛ st❡❛❞② st❛t❡ ❜✉t ✐♥ ❢❛❝t ②❡st❡r❞❛② ✇❛s ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s♦

t❤❛t ajt−1 ∈ Ej ❛♥❞ t♦❞❛② ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ②❡st❡r❞❛② s♦ t❤❛t ajt = ajt−1✳ ❆ s✐♠♣❧❡

♠♦❞❡❧ ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐s t♦ ❛ss❡rt t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❤❛♥❝❡ 1 > ψj > 0

t❤❛t ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ♦❢ t♦♠♦rr♦✇ ❛r❡ t❤❛t ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s t♦❞❛② ✲ t❤❛t ✇❡ ❡♥t❡r

❛ st❡❛❞② st❛t❡✳✶✸ ❚♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤✐s✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ bjt t❤❛t ❝❛♥ t❛❦❡

♦♥ t✇♦ ✈❛❧✉❡s✱ 1 ❢♦r st❡❛❞② st❛t❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❛♥❞ 0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❲❤❡♥ bjt = 1 ✇❡

s❛② t❤❛t s♦❝✐❡t② j ✐s st❛❜❧❡✳ ■❢ ajt /∈ Ej t❤❡♥ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② bjt = 0✳ ■❢ ajt ∈ Ej ❛♥❞

bjt = 1 t❤❡♥ aj,t+1 = ajt ❛♥❞ ✐❢ Lj,t+1 > 0 t❤❡♥ bj,t+1 = bjt = 1 t❤❛t ✐s✱ ♦♥❝❡ ❛♥

❛❝t✐✈❡ s♦❝✐❡t② ❛❝❤✐❡✈❡s ❛ st❡❛❞② st❛t❡ ✐t st❛②s t❤❡r❡ ❛s ❧♦♥❣ ❛s ✐t r❡♠❛✐♥s ❛❝t✐✈❡✳

❋♦r ✉♥st❛❜❧❡ s♦❝✐❡t✐❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ bjt = 0 ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥

❢✉♥❝t✐♦♥ P (aj,t+1|ajt) > 0 t❤❛t ♣✉ts ♣♦s✐t✐✈❡ ✇❡✐❣❤t ♦♥ ❛❧❧ ♣r♦✜❧❡s✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱

✇❤❡♥ ♣❡♦♣❧❡ ❛r❡ ✉♥s✉r❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ❢✉t✉r❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ r❛♥❞♦♠♥❡ss ✐♥ t❤❡✐r

❜❡❤❛✈✐♦r ✲ ❝❤❛r✐s♠❛t✐❝ ❧❡❛❞❡rs ♠❛② ❛r✐s❡✱ ♣♦♣✉❧✐st ♥♦♥s❡♥s❡ ♠❛② ❜❡ ❜❡❧✐❡✈❡❞ ❛♥❞ s♦

❢♦rt❤✳✶✹

✶✸❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❛❧✇❛②s ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛s ✇❡ ❞✐❞ ✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐st❡♥t
✇✐t❤ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♥♦r ✐s t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❜❡❧♦✇ r❡q✉✐r✐♥❣ ✏❞✉♣❧✐❝❛t❡✑
✐♥st✐t✉t✐♦♥s✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ t✇❡❛❦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♠♦❞❡❧ t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❛s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ✇❤✐❧❡
♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ♠❛✐♥ t❤❡♦r❡♠✳ ❆s t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❤❛r❞ t♦ ❥✉st✐❢② ❛♥❞ ✐♥ ❛♥②
❝❛s❡ ✇❡ ❛❧r❡❛❞② ❦♥♦✇ ❢r♦♠ ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ❤♦❧❞s ✐♥ ✐t✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡
t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♠♦❞❡❧✳

✶✹❚❤✐s ❞②♥❛♠✐❝ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡

✶✷



❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✐♥❛❝t✐✈❡ s♦❝✐❡t✐❡s ❛r❡ ✉♥st❛❜❧❡✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❛♥ ✐♥❛❝t✐✈❡

s♦❝✐❡t② ❜❡❝♦♠❡s r❡❧❡✈❛♥t ♦♥❧② ✇❤❡♥ ✐t ❣❛✐♥s s♦♠❡ ❧❛♥❞✳ ❚❤✐s r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❣r♦✉♣

❛❞♦♣t✐♥❣ ❛ ♥❡✇ s❡t ♦❢ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s✳ ❲❡ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❡①♣❡❝t t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ✐♥ ❛ ♥❡✇❧② ❝r❡✲

❛t❡❞ s♦❝✐❡t② ✇♦✉❧❞ ✐♥st❛♥t❧② ❜❡ ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✿ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ✐♥❛❝t✐✈❡ s♦❝✐❡t✐❡s

❛r❡ ✉♥st❛❜❧❡ ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ ✇❛② ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ✇❤❡♥ ❛ s♦❝✐❡t② ❜❡❝♦♠❡s ❛❝t✐✈❡

❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡ ✐t ✐s ♥♦t st❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ r❛♥❞♦♠♥❡ss ✐♥ t❤❡ ✇❛② ✐♥

✇❤✐❝❤ ♣❧❛②❡rs ✐♥✐t✐❛❧❧② ♣❧❛②✳ ❆s ✐♥❛❝t✐✈❡ s♦❝✐❡t✐❡s r❡♣r❡s❡♥t ✏♣♦t❡♥t✐❛❧✑ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s✱

✇❡ ❛❧s♦ ✇✐s❤ t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t ✇❤❡♥ ❣r♦✉♣s ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇✐t❤ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s

t❤❡② ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇✐t❤ ❡①✐st✐♥❣ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ❜✉t ✉s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s✳ ❚❤❛t ✐s✱

❥✉st ❜❡❝❛✉s❡ ❛♥ ❛❝t✐✈❡ s♦❝✐❡t② ✉s❡s✱ s❛②✱ ❛ ❝♦♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ ♠♦♥❛r❝❤② ✐s ♥♦ r❡❛s♦♥ ❛

❜r❡❛❦✲❛✇❛② ❣r♦✉♣ ♦❢ ✐♥♥♦✈❛t♦rs s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❛❧s♦ tr② t♦ ✉s❡ ❛ ❝♦♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ ♠♦♥❛r❝❤②

❜✉t t❛❦✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝t✐♦♥s ✐♥ ❤♦♣❡ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❜❡tt❡r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

❚♦ ♠❛❦❡ ♣r❡❝✐s❡ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇✐t❤ ❡①✐st✐♥❣ ✐♥st✐t✉✲

t✐♦♥s✱ ❞❡✜♥❡ t✇♦ s♦❝✐❡t✐❡s j, j′ t♦ ✉s❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ✐❢ Aj = Aj′ , Ej = Ej′ ❛♥❞

γj = γj′ ✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② s♦❝✐❡t② j t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s♦❝✐❡t② j′ 6= j

✇✐t❤ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s✳

❙t❡♣♣✐♥❣ ❜❛❝❦✱ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ st❛t❡ ✈❡❝t♦r ❛t t✐♠❡ t ✐s st = {ajt, Ljt,bjt}
J
j=1

∈ S✱

✇❤❡r❡ bjt ✐s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ t♦ ❜❡ 0 ✇❤❡♥ ❡✐t❤❡r Ljt = 0 ♦r ajt /∈ Ej ✱ ❛♥❞ ❡✈♦❧✈❡s

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ▼❛r❦♦✈ ♣r♦❝❡ss M(ǫ) t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ǫ ≥ 0✳ ❲❡ ✇✐❧❧

st✉❞② t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❢♦r s♠❛❧❧ ǫ✳ ❚♦ ❢✉❧❧② s♣❡❝✐❢② t❤✐s ♣r♦❝❡ss ♦♥ S ✇❡ ♠✉st ✐♥❞✐❝❛t❡

❤♦✇ ❧❛♥❞ ✐s ❣❛✐♥❡❞ ❛♥❞ ❧♦st✳

❆s ✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ❧❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ s♦❝✐❡t✐❡s ✐s ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② ❛

❝♦♥✢✐❝t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✲ ❡①❝❡♣t t❤❛t ♥♦✇ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♥t❡♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t②

♦❢ ♠❛♥② s♦❝✐❡t✐❡s✳ ❆s ❜❡❢♦r❡ ✇❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛t ♠♦st ♦♥❡ ✉♥✐t ♦❢ ❧❛♥❞

❝❤❛♥❣❡s ❤❛♥❞s ✐♥ ❛♥② ❣✐✈❡♥ ♣❡r✐♦❞✳ ❉❡✜♥❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ st❛t❡ ♣♦✇❡r t♦ ❜❡ Γjt = Ljtγjt

✇✐t❤ Γt ❛♥❞ Γ−j,t ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ❛♥❞ t❤♦s❡ ♦❢

♦♣♣♦♥❡♥ts t♦ s♦❝✐❡t② j✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t s♦❝✐❡t② j ✐s ❞✐sr✉♣t❡❞

❛♥❞ ❧♦s❡s ❛ ✉♥✐t ♦❢ ❧❛♥❞ πjt = π(bjt,Γjt,Γ−j,t)[ǫ] ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡

s♦❝✐❡t② ❛♥❞ ♦♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡ st❛t❡ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ s♦❝✐❡t② ❛♥❞ t❤❛t ♦❢ r✐✈❛❧ s♦❝✐❡t✐❡s✳ ◆♦t✐❝❡

t❤❛t s✐♥❝❡ ❛t ♠♦st ♦♥❡ ✉♥✐t ♦❢ ❧❛♥❞ ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ ❤❛♥❞s ❡❛❝❤ ♣❡r✐♦❞
∑M

j=1
πjt ≤ 1 ❛♥❞

t❤❡ s❤♦❝❦s ♠✉st ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❜❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞✳ ❚❤❡ ✉♥✐t ♦❢ ❧❛♥❞ t❤❛t ✐s ❧♦st ✐s ❣❛✐♥❡❞ ❜②

❛ s♦❝✐❡t② ❝❤♦s❡♥ r❛♥❞♦♠❧② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ λ(k|j,Γt) > 0 ❢♦r k 6= j ❛♥❞

t❤❛t ❋♦st❡r ❛♥❞ ❨♦✉♥❣ ❬✷✻❪ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥❞ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡② s❤♦✇ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s st♦❝❤❛st✐❝❛❧❧②
st❛❜❧❡✳

✶✸



λ(j|j,Γt) = 0✳

❲❡ ♠❛❦❡ s❡✈❡r❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ π(bj ,Γj ,Γ−j)[ǫ]✳

❋✐rst ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❢♦r ǫ > 0 ✇❡ ❤❛✈❡ π(bj ,Γj ,Γ−j)[ǫ] > 0✳ ❙❡❝♦♥❞ ✇❡ ❛ss✉♠❡

t❤❛t ✐t ✐s s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥ Γ−j , t❤❛t ✐s t❤❡ ♥❛♠❡s ♦❢ t❤❡ s♦❝✐❡t✐❡s ❞♦ ♥♦t ♠❛tt❡r✱ ♦♥❧②

t❤❡✐r str❡♥❣t❤✳ ❚❤✐r❞✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✐t ✐s ♠♦♥♦t♦♥❡✿ ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ Γj ❛♥❞

♥♦♥✲❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ Γ−j ✳ ❋♦✉rt❤✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✐t ✐s ❝♦♥✈❡① ✐♥ Γ−j ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s

t❤❛t ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ❢♦r❝❡s ❛r❡ ♠♦r❡ ❞❛♥❣❡r♦✉s t❤❛♥ ❞✐✈✐❞❡❞ ♦♥❡s✳

❋✐❢t❤✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛♥ ✉♥st❛❜❧❡ s♦❝✐❡t② ❛❧✇❛②s ❤❛s ❛♥ ❛♣♣r❡❝✐❛❜❧❡ ❝❤❛♥❝❡

♦❢ ❧♦s✐♥❣ ❧❛♥❞ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t π(0,Γj ,Γ−j)[ǫ] > 0 ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ǫ✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s

t❤❛t ✇❤❡♥ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ❛r❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ♣❧❛②❡rs ❤❛✈❡ ❛ ❝❤♦✐❝❡ ❜❡t✇❡❡♥

❡①♣❡r✐♠❡♥t✐♥❣ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝t✐♦♥s ✲ ♦r ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥st✐t✉t✐♦♥s✳ ❯♥❞❡r ♦✉r

❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ ♦♥ ❛t ♠♦st ❛ s✐♥❣❧❡ ✉♥✐t ♦❢ ❧❛♥❞ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡

♣❡r✐♦❞✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ♠❡❛♥s t❤❛t ❛ s✐♥❣❧❡ ✉♥✐t ♦❢ ❧❛♥❞ ✐s ❧♦st✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦♣♣♦s✐♥❣ s♦❝✐❡t✐❡s ❞♦❡s ♥♦t ♠❛tt❡r✿ ❤♦✇ ❞✐sr✉♣t✐✈❡

♦♣♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ❞❡♣❡♥❞s ✉♣♦♥ t❤❡✐r str❡♥❣t❤ ❛♥❞ ♥♦t ✉♣♦♥ ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t t❤❡② ❛r❡

st❛❜❧❡✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡ ✐❢ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t st❛❜❧❡✱ t❤❡ ❛❝t✐♦♥s t❛❦❡♥ ❜② t❤❛t s♦❝✐❡t② ❛r❡ ❧✐❦❡❧②

t♦ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✱ ❛♥❞ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ t❤❡✐r ❢✉t✉r❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❜❡ ❞✐sr✉♣t✐✈❡

♠❛② ❜❡ ❣r❡❛t❡r ♦r ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡✐r ❝✉rr❡♥t ❛❜✐❧✐t②✳

❖✉r ✜♥❛❧ ❛♥❞ ❦❡② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ st❛❜❧❡ s♦❝✐❡t② ❢❛❝✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡

♦♣♣♦♥❡♥t✳ ❚❤❛t ✐s ❡①❝❡♣t ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ k 6= j ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ Γ−j ❛r❡ ③❡r♦✳ ■♥

t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s r❡s✐st❛♥❝❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

r(1,Γj ,Γ−j) ≡ lim
ǫ→0

log π(1,Γj ,Γ−j)[ǫ]

log ǫ
= q

(

A0 + Γj

A0 + Γk

)

✇❤❡r❡ ❢♦r s♦♠❡ φ > 1 ✇❡ ❤❛✈❡ q(φ) = 0 ❢♦r φ ≤ φ ❛♥❞ q(φ) str✐❝t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣

❢♦r φ ≥ φ✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t ✐❢ r(1,Γj ,Γ−j) = 0 t❤❡♥

limǫ→0 π(1,Γj ,Γ−j)[ǫ]❂✵ ✳ ❚❤❡s❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ r❡s✐st❛♥❝❡

✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r♠✱ ❜✉t ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞

❜❡t✇❡❡♥ ③❡r♦ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡s✐st❛♥❝❡✳

❲❡ ❤❛✈❡ ♥♦✇ ❞❡✜♥❡❞ ❛ ▼❛r❦♦✈ ♣r♦❝❡ss M(ǫ) ♦♥ t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡ S✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡

st❛t❡ s♣❛❝❡ S ✇❡ ✐❞❡♥t✐❢② ❝❡rt❛✐♥ ❝❧❛ss❡s ♦❢ st❛t❡s ❛s ❤❡❣❡♠♦♥✐❝✳ ❆ ❤❡❣❡♠♦♥② st ❛t

(j, aj) ♠❡❛♥s t❤❛t ajt = aj ∈ Ej ✱ t❤❛t s♦❝✐❡t② j ✐s st❛❜❧❡ bjt = 1✱ ❛♥❞ t❤❛t s♦❝✐❡t②

j ❤❛s ❛❧❧ t❤❡ ❧❛♥❞ Ljt = L✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❤❡❣❡♠♦♥✐❝ ❝❧❛ss ✲

t❤❛t ✐s✱ t❤❛t t❤❡ s❡t Ej ✐s ♥♦♥❡♠♣t② ❢♦r ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ j✳ ❋♦r ❛♥② ❤❡❣❡♠♦♥✐❝ ❝❧❛ss ✇❡

✶✹



❝❛♥ ❞❡✜♥❡ Γ(st) = Γj(aj) t♦ ❜❡ t❤❡ st❛t❡ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ❤❡❣❡♠♦♥✐❝ s♦❝✐❡t②✳✶✺

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ µ(ǫ) ♦❢ t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ♣r♦❝❡ss❡s

M(ǫ) ✲ t❤✐s t❡❧❧ ✉s ❤♦✇ ❢r❡q✉❡♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t st❛t❡s ✇✐❧❧ ♦❝❝✉r✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳ ❬▼❛✐♥ ❚❤❡♦r❡♠❪ ❋♦r ǫ > 0 t❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡ µ(ǫ) t❤❛t ♣❧❛❝❡s ♣♦s✐t✐✈❡
✇❡✐❣❤t ♦♥ ❛❧❧ st❛t❡s✳ ❆s ǫ → 0 t❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡ ❧✐♠✐t µ✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢
A0 > 0. ■❢ A0 > A0 t❤❡♥ µ ♣❧❛❝❡s ♣♦s✐t✐✈❡ ✇❡✐❣❤t ♦♥ ❛❧❧ st❛t❡s✳ ■❢ A0 ≤ A0 t❤❡♥ µ
♣❧❛❝❡s ✇❡✐❣❤t ♦♥❧② ♦♥ ❤❡❣❡♠♦♥✐❝ ❝❧❛ss❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ♠❛①✐♠❛❧ st❛t❡ ♣♦✇❡r ✇✐t❤✐♥ t❤❡
❝❧❛ss ♦❢ ❤❡❣❡♠♦♥✐❝ ❝❧❛ss❡s✳

❲❡ r❡✈✐❡✇ ❤❡r❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✲ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣

❞❡t❛✐❧s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❲❡❜ ❆♣♣❡♥❞✐① ✶✳ ❊①❛♠✐♥✐♥❣ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ A0 ✇❡ s❡❡ t❤❛t

❤❡❣❡♠♦♥✐❝ ❝❧❛ss❡s ❝❛♥ ❜❡ r❛♥❦❡❞ ❜② t❤❡✐r st❛t❡ ♣♦✇❡r Γ(st) ✇✐t❤ Γ∗ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧

st❛t❡ ♣♦✇❡r✳ ❚❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡ t♦ ❞✐sr✉♣t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❤❡❣❡♠♦♥✐❝ ❝❧❛ss❡s ✐s

q

(

A0 + Γ(st)

A0

)

✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦♥✲❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ Γ(st)✱ ❛♥❞ ✐s ③❡r♦ ❢♦r

Γ(st) ≤ A0(φ− 1)

❛♥❞ str✐❝t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢♦r ❧❛r❣❡r Γ(st)✳ ❚❛❦❡ A0 = Γ∗/(φ− 1) > 0✳ ❚❤❡♥ ✐❢ A0 ≥ A0

t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❛❧❧ ❤❡❣❡♠♦♥✐❝ ❝❧❛ss❡s ✐s ③❡r♦✿ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❛❜s♦r❜✐♥❣

❤❡❣❡♠♦♥✐❝ ❝❧❛ss❡s ✇❤❡♥ ǫ = 0✳

◆♦✇ s✉♣♣♦s❡ A0 < A0✳ ❚❤❡♥ ❛♥② ❤❡❣❡♠♦♥✐❝ ❝❧❛ss ❢♦r ✇❤✐❝❤ Γ(st) > A0(φ − 1)

✐s ❛❜s♦r❜✐♥❣ ✇❤❡♥ ǫ = 0 s✐♥❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞✐sr✉♣t✐♦♥ ✐s ③❡r♦✳ ■❢ A0 < A0

❜✉t s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝❧♦s❡✱ t❤❡♥ t❤❡ ♦♥❧② s✉❝❤ ❝❧❛ss ✇✐❧❧ ❜❡ ♦♥❡s ✇✐t❤ st❛t❡ ♣♦✇❡r Γ∗✳

❖t❤❡r✇✐s❡ ✇❡ ✉s❡ ❛ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❊❧❧✐s♦♥ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ♦♥❧② ❤❡❣❡♠♦♥✐❝ st❛t❡s ✇✐t❤ st❛t❡

♣♦✇❡r Γ∗ ❣❡t ✇❡✐❣❤t ✐♥ µ✳

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❊❧❧✐s♦♥ r❡q✉✐r❡s ✉s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❧❡❛st r❡s✐st❛♥❝❡ ♣❛t❤ ❢r♦♠

♦♥❡ ❛❜s♦r❜✐♥❣ ❤❡❣❡♠♦♥✐❝ st❡❛❞② ❝❧❛ss (j, aj) t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ ■t t✉r♥s ♦✉t t❤✐s ✐s ❡❛s②

t♦ ❝♦♠♣✉t❡✳ ❚❤❡ ❦❡② ✐s t❤❛t t❤❡ ❧❡❛st r❡s✐st❛♥❝❡ t♦ ❧♦s✐♥❣ ❛ ✉♥✐t ♦❢ ❧❛♥❞ ♦❝❝✉rs

✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ s✐♥❣❧❡ ♦♣♣♦♥❡♥t ✇❤♦ ✐s ❛s str♦♥❣ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤✐s ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ t❤❡

♦♣♣♦♥❡♥t ✐s ❛ s♦❝✐❡t② k ❛♥❞ ♣r♦✜❧❡ ak s✉❝❤ t❤❛t γk(ak) ✐s ♠❛①✐♠❛❧ ♦✈❡r ❛❧❧ s♦❝✐❡t✐❡s

✶✺❚❤❡r❡ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♠❛♥② st❛t❡s ♠❛❦✐♥❣ ✉♣ ❛ ❤❡❣❡♠♦♥✐❝ ❝❧❛ss✿ t❤❡s❡ ❞✐✛❡r ✐♥ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s
✉s❡❞ ❜② ✐♥❛❝t✐✈❡ s♦❝✐❡t✐❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡ ♦❢ ♠♦✈✐♥❣ ❢r♦♠ ♦♥❡ st❛t❡ ✐♥ ❛ ❤❡❣❡♠♦♥✐❝ ❝❧❛ss t♦
❛♥♦t❤❡r ✐s ③❡r♦ s✐♥❝❡ ❜② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐♥❛❝t✐✈❡ s♦❝✐❡t✐❡s ❛r❡ ✉♥st❛❜❧❡ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛♥ ❛♣♣r❡❝✐❛❜❧❡ ❝❤❛♥❝❡
♦❢ ♠♦✈✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡✳
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❛♥❞ ♣r♦✜❧❡s✳ ❙✉❝❤ ❛ (k, ak) ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❞ ♠❛② ♥♦t ❜❡ st❛❜❧❡✱ ❜✉t

t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ♠❛tt❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❛♣♣r❡❝✐❛❜❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ✐t ❦❡❡♣s ❞♦✐♥❣

t❤❡ s❛♠❡ t❤✐♥❣ ❧♦♥❣ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♦✈❡rr✉♥ (j, aj)✳ ❲❡ r❡❢❡r t♦ ✐t ❛s ❛ ❜❛r❜❛r✐❛♥ ❤♦r❞❡✳

❚❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ❜❛r❜❛r✐❛♥ ❤♦r❞❡ t❛❦✐♥❣ ♦✈❡r ✐s ❊❧❧✐s♦♥✬s r❛❞✐✉s Rj(aj) ✇❤✐❝❤

✐s str✐❝t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ γj ✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♦♥❝❡ t❤❡ ❜❛r❜❛r✐❛♥ ❤♦r❞❡ ❤❛s t❛❦❡♥ ♦✈❡r✱ t❤❡

r❡s✐st❛♥❝❡ t♦ r❡❛❝❤✐♥❣ ❛♥② ♦t❤❡r ❛❜s♦r❜✐♥❣ ❤❡❣❡♠♦♥✐❝ st❡❛❞② ❝❧❛ss ✐s ③❡r♦✳

❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❧❡❛st r❡s✐st❛♥❝❡ t♦ r❡❛❝❤✐♥❣ ❡✈❡r② ♦t❤❡r ❛❜s♦r❜✐♥❣ ❤❡❣❡♠♦♥✐❝ ❝❧❛ss

✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♦✉♥t Rj(aj) ✇❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t ❊❧❧✐s♦♥✬s ❝♦✲r❛❞✐✉s ✐s

CRj(aj) = min
(k,ak)∈H\(j,aj)

Rk(ak)

✇❤❡r❡ H ❛r❡ t❤❡ ❤❡❣❡♠♦♥✐❝ ❛❜s♦r❜✐♥❣ ❝❧❛ss❡s✳ ❊❧❧✐s♦♥ s❤♦✇s t❤❛t ❛s ǫ → 0 t❤❡ r❛t✐♦

♦❢ t✐♠❡ ❞✉r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ (j, aj) ❤❛s ❛ ❤❡❣❡♠♦♥② t♦ t❤❡ t✐♠❡ ❛t ✇❤✐❝❤ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ✐s

❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②

1/ǫRj(aj)−CRj(aj).

■❢ (j, aj) ❛tt❛✐♥s st❛t❡ ♣♦✇❡r Γ∗ t❤❡♥ Rj(aj) > CRj(aj) ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t t❤✐s r❛t✐♦

❣♦❡s t♦ ✐♥✜♥✐t②✿ ♠♦st ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❤❡❣❡♠♦♥✐❝ ❝❧❛ss t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s st❛t❡

♣♦✇❡r✳

❘❡♠❛r❦ ✶✳ ✭❘❡❧❛t✐♦♥ t♦ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ●r♦✉♣ ❊✈♦❧✉t✐♦♥✮ ❚❤❡ ♥♦✈❡❧t② ♦❢ ♦✉r ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ ❧✐❡s ✐♥ ♦✉r tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t②✳ ❊①✐st✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐♥ t❤❡
❛r❡❛ ♠❛✐♥❧② ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛♥❞ ❣r♦✉♣ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② s❡✲
❧❡❝t✐♦♥✿ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s ✜t♥❡ss ♦❢ ❛ ❣r♦✉♣✱ t②♣✐❝❛❧❧② s♦♠❡ ❢♦r♠
♦❢ ✏❣❡♥❡r♦s✐t②✑✱ ♠❛② ❜❡ ❤❛r♠❢✉❧ ❢♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✜t♥❡ss✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❜♦t❤ ✐♥ t❤❡
❍❛②st❛❝❦ ▼♦❞❡❧ ❛s ✐♥ ▼❛②♥❛r❞ ❙♠✐t❤ ❬✹✵❪ ♦r ❘✐❝❤❡rs♦♥ ❛♥❞ ❇♦②❞ ❬✹✹❪ ❛♥❞ ✐♥
❇♦✇❧❡s✬ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝♦♥✢✐❝t ❛♥❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✭❇♦✇❧❡s ❬✶✸❪✮✳ ❚❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♣ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♠✐ss✐♥❣✳ ❖♥❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ✐s ❇♦②❞ ❛♥❞
❘✐❝❤❡rs♦♥ ❬✶✺❪ ✇❤♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s❡tt✐♥❣ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❙t❛❜❧❡ ❙tr❛t❡❣✐❡s
❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t ❣r♦✉♣ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦♣❡r❛t✐✈❡ ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

❲❤❛t ❞♦❡s ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② t❤❡♦r② ❡♥❛❜❧❡ ✉s t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❛❜♦✉t st❛t❡ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s❄

❍♦✇ ❞♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ r❡s✉❧ts ❝♦♠♣❛r❡ t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡❄ ❋✐rst✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t

✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ♥♦t ❛❧✇❛②s s❛t✐s✜❡❞ ♠❛❦❡s ❧✐tt❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✳ ❇② ❛ss✉♠♣✲

t✐♦♥ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝ ✐s ✏❢❛st✑ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❞②♥❛♠✐❝✳ ❲❡ t❤✐♥❦

❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② t❤✐s ✐s t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ■♥ s✐t✉❛t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ s✐❣♥✐✜❝❛♥t s♦❝✐❛❧

❞✐sr✉♣t✐♦♥ ✲ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ r❡❢✉❣❡❡ ❝❛♠♣s ✲ ♣❡♦♣❧❡ q✉✐❝❦❧② ❧❡❛r♥ ❤♦✇ t♦ ❜❡❤❛✈❡ ❛♥❞

✇❤❛t t♦ ❡①♣❡❝t ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ st❛❜✐❧✐t② ✲ ❛♥❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✲ ♥♦ ♠❛tt❡r ❤♦✇ ✉♥♣❧❡❛s❛♥t

❛♥❞ ✐♥st✐t✉t✐♦♥❛❧❧② ✐♥❡✛❡❝t✉❛❧ ✲ q✉✐❝❦❧② r❡✐❣♥s✳ ◆♦t❡ ❤♦✇❡✈❡r t❤❛t ❞✉r✐♥❣ ♣❡r✐♦❞s ♦❢

✶✻



s❡✈❡r❡ ❝♦♥✢✐❝t ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢❛❧❧ ♦❢ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❧♦♥❣ st❛❜❧❡✱ t❤❡ ❢❛❝t

t❤❛t ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♥❡❡❞ ♥♦t ❤♦❧❞ ✐♥ t❤❡ s❤♦rt r✉♥ ♠❡❛♥s t❤❛t ✉♥st❛❜❧❡ ❛♥❞

✐♥❝❡♥t✐✈❡ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❜❛r❜❛r✐❛♥ ❤♦r❞❡s ✇✐❧❧ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t ❢♦r ❛ ❜r✐❡❢ ♣❡r✐♦❞✳

❘❡t✉r♥✐♥❣ t♦ ♦✉r s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✐♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥❞❡①❡❞ ❜② t❤❡ ❡①✲

❝❧✉s✐✈✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r χ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡ t✇♦✲s♦❝✐❡t② ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r②

♠♦❞❡❧ ❛r❡ r❡✐♥❢♦r❝❡❞✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ♥♦✇ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ♠❛♥② ♣♦t❡♥t✐❛❧ s♦❝✐❡t✐❡s✱ ✐t ♥♦✇ ♥❛t✉r❛❧

t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❜♦t❤ st❛t❡ ♣♦✇❡r ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s χ∗❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t ✐♥st✐t✉t✐♦♥s

χ̂ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t✳ ❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ❛❜s❡♥t s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♦✉ts✐❞❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡r❡

✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ❤❡❣❡♠♦♥② t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ❡①❝❡ss✐✈❡❧② ❡①tr❛❝t✐✈❡✱ ❛♥❞ ✐♥❞❡❡❞ ✐t

✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ❤❡❣❡♠♦♥② ♦❢ χ∗✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ss✉♠❡❞ ❛✇❛② t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳ ❊①♦❣❡♥♦✉s t❡❝❤✲

♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✲ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜✈✐♦✉s

❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ t❤❛t ❣✐✈❡♥ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ❛♥❞ ❛❜s❡♥t s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♦✉ts✐❞❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡

✇❡ ❡①♣❡❝t ❛ ❤❡❣❡♠♦♥② ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✐♦r t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t t❤✐♥❦✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t

❡①♦❣❡♥♦✉s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r❡ t❤❛t ✐♥t❡r❡st✐♥❣✿ ♠♦r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛r❡ ❡♥✲

❞♦❣❡♥♦✉s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s t❤❛t ❛r✐s❡ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s✳ ❯♥❧✐❦❡

t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❜r♦❛❞ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ♠♦❞❡❧s

✐♥ ✇❤✐❝❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ❧❡❛❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✶✻✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t

❡①❛♠✐♥❡ s✉❝❤ ♠♦❞❡❧s ❤❡r❡✱ ❜✉t ✐t ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛r❡❛ ❢♦r ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤✳

✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❘❡❛❞❡rs ♦❢ ❣r❛♥❞ t❤❡♦r✐❡s ♦❢ ❤✐st♦r② s✉❝❤ ❛s t❤♦s❡ ♦❢ ▼❝◆❡✐❧ ❬✹✶❪✱ ❈✐♣♦❧❧❛ ❬✶✼❪✱

❉✐❛♠♦♥❞ ❬✷✵❪ ♦r ❆❝❡♠♦❣❧✉ ❛♥❞ ❘♦❜✐♥s♦♥ ❬✸❪ ✇✐❧❧ ♥♦t ✜♥❞ s✉r♣r✐s✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t

✐❞❡❛s ❛r❡ s♣r❡❛❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥q✉❡st ♦❢ t❤❡ ❧❡ss ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦r❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ✲ ✐♥❞❡❡❞

✐t s❡❡♠s ❛❧♠♦st ✉❜✐q✉✐t♦✉s ✐♥ t❤❡✐r ❛♥❡❝❞♦t❡s ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s✳ ▼✐ss✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡s❡

❛❝❝♦✉♥ts✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ s♦❝✐❡t✐❡s✳

❍❡r❡ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ s✉❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ t❡♥❞❡♥❝② t♦✇❛r❞s ❤❡❣❡♠♦♥②

✇❤❡♥ ♦✉ts✐❞❡ ❢♦r❝❡s ❛r❡ ✇❡❛❦ ✲ ❜✉t ❧❡ss s♦ ✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ str♦♥❣✳✶✼ ❲❡ ❛❧s♦ ✜♥❞ t❤❛t

t❤❡s❡ ❤❡❣❡♠♦♥✐❡s t❡♥❞ t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ st❛t❡ ♣♦✇❡r ❛♥❞ t❤❛t t❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ✐♥❡✣❝✐❡♥t❧②

❤✐❣❤ ❡①❝❧✉s✐✈❡♥❡ss ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡s ✐♥❡✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤ ❡①tr❛❝t✐✈❡♥❡ss✱ t❤❛t ✐s

❤✐❣❤ t❛①❡s✱ ❤✐❣❤ ✐♥❝♦♠❡ ❢♦r st❛t❡ ♦✣❝✐❛❧s✱ ❧♦✇ ✐♥❝♦♠❡ ❢♦r ♣r♦❞✉❝❡rs✱ ❛♥❞ ❧♦✇ ✇❡❧❢❛r❡✳

✶✻❆s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ ❢♦r t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉✐♥❣ ❣r♦✇t❤✱ ✐t ✐s ♥♦t ❜r♦❛❞ ❡♥♦✉❣❤ t♦
st✉❞② t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s t❤❛t ❧❡❛❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦♥❣✲r✉♥ ❣r♦✇t❤ r❛t❡s✳

✶✼❆ r❡❝❡♥t ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♣❛♣❡r ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✇❛r❢❛r❡ ❛♥❞ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ■t❛❧✐❛♥ ❘✐s♦r❣✲

✐♠❡♥t♦ ✐s ❉✐♥❝❡❝❝♦✱ ❋❡❞❡r✐❝♦ ❛♥❞ ❱✐♥❞✐❣♥✐ ❬✷✶❪✳
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❆♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ t②♣❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❤❡r❡ ❤❛s ❞②♥❛♠✐❝s ❞r✐✈❡♥ ❜②

✏❧✉❝❦✱✑ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤✐s ❧✉❝❦✳ ❚♦ r❡✲

✈♦❧t s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❛❣❛✐♥st ❛ ❧❛r❣❡ ♣♦✇❡r❢✉❧ ❤❡❣❡♠♦♥✐❝ s♦❝✐❡t② r❡q✉✐r❡s ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡

❛♠♦✉♥t ♦❢ ❧✉❝❦✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡r ❛♥❞ ♠♦r❡ ♣♦✇❡r❢✉❧ t❤❡ ❤❡❣❡♠♦♥✐❝ s♦❝✐❡t② ✐s✱ t❤❡ ♠♦r❡

❧✉❝❦ ✐s r❡q✉✐r❡❞✱ ❛♥❞ s♦ t❤❡ ♠♦r❡ ♣❡rs✐st❡♥t ✐t ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡✳ ❲❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ str♦♥❣

♦✉ts✐❞❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡s t♦ s✉♣♣♦rt t❤❡ r❡❜❡❧s ❧❡ss ❧✉❝❦ ✐s r❡q✉✐r❡❞✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥

❤❡r❡ ❛s ✇❡❧❧ ❢♦r t❤❡ s❤♦rt✲❧✐✈❡❞ ❡♠♣✐r❡s ♦❢ ❆❧❡①❛♥❞❡r t❤❡ ●r❡❛t✱ ●❤❡♥❣✐s ❑❤❛♥ ♦r

❚❛♠✉r❧❛♥❡✳ ❚❤❡ ❜❡st ❦✐♥❞ ♦❢ ❧✉❝❦ t♦ ❤❛✈❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ♦✈❡r✇❤❡❧♠ ❛

♣♦✇❡r❢✉❧ ♥❡✐❣❤❜♦r ✐s t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❣r❡❛t ❞❡❛❧ ♦❢ ♠✐❧✐t❛r② ♣♦✇❡r✿ ❛ str♦♥❣ ♠✐❧✐t❛r② ♦r❣❛✲

♥✐③❛t✐♦♥✱ ❣♦♦❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✲ ❛♥❞ ❛ ❝❤❛r✐s♠❛t✐❝ ❛♥❞ ❜r✐❧❧✐❛♥t ❧❡❛❞❡r✳ ❊✈❡♥ ❜❡tt❡r ❧✉❝❦

✐s t♦ ❤❛✈❡ t❤❛t ❧❡❛❞❡r ❝♦♥✈✐♥❝❡ ❤✐s ❢♦❧❧♦✇❡rs t♦ s❡t ❛s✐❞❡ t❤❡✐r ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳

❙✉❝❤ ❧✉❝❦ ✇✐❧❧ ♥♦t ❧❛st ❧♦♥❣ ✲ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ✇❛rr✐♦rs ♦r t❤❡✐r ❞❡s❝❡♥❞❛♥ts ✇✐❧❧ ♣r❡❢❡r t♦

❢♦❧❧♦✇ t❤❡✐r ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠❡ ✏❥❡✇❡❧r②✑ r❛t❤❡r t❤❛♥ ✏s✇♦r❞s✑ ✲ ❜✉t t❤❡ ❧✉❝❦

❝❛♥ ❧❛st ❧♦♥❣ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝♦♥q✉❡r t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ✇♦r❧❞✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡ ❜❛r❜❛r✐❛♥ ❤♦r❞❡s

✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ♦✉r ♠❛✐♥ t❤❡♦r❡♠✳

❚❤❡ t❤❡♦r② ❤❛s ♠❛♥② ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✇❡ ❣❛✈❡ ❛ ❜r♦❛❞ ✈✐❡✇ ♦❢

❤❡❣❡♠♦♥② ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ ♦✉ts✐❞❡ ❢♦r❝❡s✳ ❍❡r❡ ✇❡ ❣✐✈❡ s♦♠❡

♠♦r❡ s♣❡❝✉❧❛t✐✈❡ t❤♦✉❣❤ts ❛❜♦✉t ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ❛♥❞ ❤✐st♦r② s❡❡♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❧❡♥s ♦❢

❤❡❣❡♠♦♥✐❝ st❛t❡ ♣♦✇❡r ❛♥❞ ♦✉ts✐❞❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡✳

❍♦♥❣ ❑♦♥❣ ❛♥❞ ❙✐♥❣❛♣♦r❡✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❧✐❜❡rt❛r✐❛♥ s✉❝❝❡ss st♦r✐❡s ❢❛✈♦r❡❞

❜② ▼✐❧t♦♥ ❋r✐❡❞♠❛♥ ✐♥ ❙✐♥❣❛♣♦r❡ ❛♥❞ ❍♦♥❣ ❑♦♥❣ ✇❡r❡ ♣r♦t❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ♦✉ts✐❞❡ ✐♥✢✉✲

❡♥❝❡ ✲ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❍♦♥❣ ❑♦♥❣ ❜② t❤❡ ❇r✐t✐s❤ ♠✐❧✐t❛r②✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❙✐♥❣❛♣♦r❡

❜② ❛ ✇❛t❡r ❜❛rr✐❡r✳ ❆♥ ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② ✇♦rt❤② ♦❢ ❢✉t✉r❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t

❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ✐s ❧❡ss s❝♦♣❡ ❢♦r ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ s♠❛❧❧ ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝❛❧❧② ♣r♦t❡❝t❡❞ ❛r❡❛s ❛r❡

❧✐❦❡❧② t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❜r♦❛❞❡r r❛♥❣❡ ♦❢ s♦❝✐❛❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ✲ ❜♦t❤ ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ✐♥❡✣❝✐❡♥t

✲ t❤❛♥ ❧❛r❣❡r ❛r❡❛s✳✶✽

❉❡♠♦❝r❛❝② ❛♥❞ ♠✐❧✐t❛r② s♣❡♥❞✐♥❣✳ ■♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✇❡❧❢❛r❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥

❛♥❞ st❛t❡ ♣♦✇❡r ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ t❤❡ t❤❡♦r② ♣r❡❞✐❝ts ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥

❡①❝❧✉s✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ st❛t❡ ♣♦✇❡r✳ ■❢ ♦♥❡ t❛❦❡s ♠✐❧✐t❛r② s♣❡♥❞✐♥❣ ❛s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ st❛t❡

♣♦✇❡r t❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t ♠♦r❡ ❞❡♠♦❝r❛t✐❝ s♦❝✐❡t✐❡s ✇♦✉❧❞ ❣❡♥❡r❛❧❧② s♣❡♥❞ ❧❡ss ♦♥

t❤❡ ♠✐❧✐t❛r② t❤❛♥ ❧❡ss ❞❡♠♦❝r❛t✐❝ s♦❝✐❡t✐❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❛ r♦❜✉st ✜♥❞✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧

♣♦❧✐t✐❝❛❧ s❝✐❡♥❝❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✿ s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❉✉♥♥❡ ❛♥❞ P❡r❧♦✲❋r❡❡♠❛♥ ❬✷✷❪ ♦r ❉✉♥♥❡

✶✽❚❤❡ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✭❛❞♠✐tt❡❞❧② ✈❡r② ♣r✐♠✐t✐✈❡✮ s♦❝✐❛❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ✐♥ ◆❡✇ ●✉✐♥❡❛ ♠❛② ❜❡ ❛
❝❛s❡ ✐♥ ♣♦✐♥t✳

✶✽



❡t ❛❧ ❬✷✸❪✳

❉❡❝r❡❛s✐♥❣ ❡①❝❧✉s✐✈❡♥❡ss✳ ❆♥❛❧②s❡s s✉❝❤ ❛s t❤♦s❡ ♦❢ ❍♦✛♠❛♥ ❛♥❞ ❘♦s❡♥t❤❛❧

❬✸✸❪ ❛r❣✉❡ t❤❛t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛❜s♦❧✉t❡ t♦ ❝♦♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ ♠♦♥❛r❝❤② ✐♥ ❊✉r♦♣❡

✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❛① r❡✈❡♥✉❡ t♦ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r ♠✐❧✐t❛r② ♣✉r♣♦s❡s

✇❤✐❝❤ ❛ ♣❛r❧✐❛♠❡♥t ❝♦✉❧❞ ❣❡♥❡r❛t❡✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ♦❝❝✉r ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✐❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧

❝❤❛♥❣❡ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❛① ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ τ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ ✐t ✇✐❧❧ r❡❞✉❝❡ t❤❡

♦♣t✐♠❛❧ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❡①❝❧✉s✐✈❡♥❡ss✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ♠✐❧✐t❛r② t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✲ t❤❡

❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ✜r❡❛r♠s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✲ ❝❛♥ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❛① ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥

✭r❛✐s❡ τ✮ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❜♦t❤ st❛t❡ ♣♦✇❡r ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❛♥❞ ✇❡❧❢❛r❡ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❧❡✈❡❧s ♦❢

❡①❝❧✉s✐✈❡♥❡ss ❞❡❝❧✐♥✐♥❣✳

❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛♥❞ st❛t❡ ♣♦✇❡r✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♠♦❞❡❧❡❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❡①❝❧✉s✐✈❡♥❡ss ♦♥

♦✉t♣✉t ❛s t❛❦✐♥❣ ♣❧❛❝❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ t❛① s②st❡♠✳ ❚❤❡r❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❛ ❞✐r❡❝t ❡✛❡❝t

♦❢ ❡①❝❧✉s✐✈❡♥❡ss ❧♦✇❡r✐♥❣ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❛s s✉❣❣❡st❡❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❆❝❡♠♦❣❧✉ ❛♥❞

❘♦❜✐♥s♦♥ ❬✸❪✳✶✾ ❆s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ st✉❞② ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s

t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❞r✐✈❡♥ ❜② ✐♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ♦✉r ❣❡♥❡r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ♠♦❞❡❧✳ ❲❡

❞♦ ♥♦t ❡①♣❡❝t t❤❛t ✐t ✇✐❧❧ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ s✐♠✲

♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❜✉t ♠❛② ❤❛✈❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡

♥❛t✉r❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ♠❛② ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣

♦❢ t❤❡ ❝♦❧❞ ✇❛r✱ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❢❛✈♦r❡❞ ❛ss❡♠❜❧② ❧✐♥❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧②

❛♠❡♥❛❜❧❡ t♦ ❝❡♥tr❛❧ ♣❧❛♥♥✐♥❣✱ ❛♥❞ s♦ t❤❡ ❙♦✈✐❡t ❯♥✐♦♥✱ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❡①❝❧✉s✐✈❡ ❛♥❞

❡①tr❛❝t✐✈❡ s②st❡♠ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♥❣ ♠✐❧✐t❛r② ♣♦✇❡r✱ ✇❛s ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣❡t❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧②

✇✐t❤ t❤❡ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s✳ ❇② ❝♦♥tr❛st ❛s t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❝❤❛♥❣❡❞ t♦ ❢❛✈♦r ❣r❡❛t❡r ❞❡❝❡♥✲

tr❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❝❧✉s✐✈❡♥❡ss✱ ✐t ✐s ❧✐❦❡❧② t❤❛t t❤❡ ❡♥♦r♠♦✉s ❣r♦✇t❤ ♦❢ ●❉P ✐♥ t❤❡

❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❙♦✈✐❡t ❯♥✐♦♥ ♠❛❞❡ ✐t ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❙♦✈✐❡t ❯♥✐♦♥

t♦ ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ ❝♦♠♣❡t❡✳

◆❛t✐♦♥❛❧✐s♠✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ❜② ❡①❝❧✉s✐✈❡♥❡ss ✲ t❤❡ ❡①t❡♥t

t♦ ✇❤✐❝❤ st❛t❡ ♣♦✇❡r ✐s ✉♥❝❤❡❝❦❡❞ ✐♥ ❝♦❧❧❡❝t✐♥❣ t❛①❡s✳ ❆♥♦t❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤

✐♥st✐t✉t✐♦♥s ♠❛② ❞✐✛❡r ✐s ✐♥ t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ t❛① r❡✈❡♥✉❡ ✐s ❝❤❡❝❦❡❞ ✐♥ ❜❡✐♥❣

✉s❡❞ ❛s ❡①t❡r♥❛❧ st❛t❡ ♣♦✇❡r✳ ■t ✐s s✐♠♣❧❡ t♦ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛♥♦t❤❡r

♠✉❧t✐♣❧✐❡r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♠✐❣❤t t❤✐♥❦ ♦❢ ❛s ✏♥❛t✐♦♥❛❧✐s♠✑ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✈❡rts t❤❡ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❛①

r❡✈❡♥✉❡ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ st❛t❡ ♣♦✇❡r t♦ ❛❝t✉❛❧ ✭❡①t❡r♥❛❧✮ st❛t❡ ♣♦✇❡r✳ ❆t t❤❡ ❡①tr❡♠❡ ✇❡

✶✾❚❤❡r❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❛ ❞✐r❡❝t ❜❡♥❡✜t t♦ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ♦✣❝✐❛❧s ♦❢ st❛t❡ ♣♦✇❡r✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡② ♠❛②
❤❛✈❡ ❛ t❛st❡ ❢♦r ✇❛r❢❛r❡ ❛s ✐♥ ❍♦✛♠❛♥ ❬✸✷❪ ✲ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ♦✉r
r❡s✉❧ts✳

✶✾



❝❛♥ t❤✐♥❦ ♦❢ t❤✐s ❛s ❜❡✐♥❣ ③❡r♦ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❏❛♣❛♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐♦♥ ♣r♦❤✐❜✐ts

t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♠✐❧✐t❛r② ❢♦r❝❡ ❡①t❡r♥❛❧❧②✳✷✵ ❙✉❝❤ ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❤❛s ♥♦ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r

✇❡❧❢❛r❡✱ ❜✉t ♦❜✈✐♦✉s❧② st❛t❡ ♣♦✇❡r ✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ♥❛t✐♦♥❛❧✐s♠

✐s ♦♥❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✿ ♥❛t✐♦♥❛❧✐s♠ ✐s ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ❧♦♥❣✲❧✐✈❡❞ s♦❝✐❡t✐❡s

✲ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❤❡❧♣ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ✐ts ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡✳ ✷✶

❆♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ✈❡r② ❧♦♥❣✲r✉♥ ❛♥❞ ❤✐st♦r✐❝❛❧❧② ❤❡❣❡♠♦♥✐❝

s♦❝✐❡t✐❡s ❤❛✈❡ ❧❛st❡❞ ♠❛♥② ❝❡♥t✉r✐❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❞❡❝❧✐♥❡ ❛♥❞ ❢❛❧❧ ♦❢ s♦❝✐❡t✐❡s

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞r✐✈❡♥ ❜② ✐♥❢r❡q✉❡♥t ❜❛❞ ❧✉❝❦✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦

❝✉rr❡♥t ❛✛❛✐rs ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② s♣❡❝✉❧❛t✐✈❡✱ ♠♦r❡ s♦ ❣✐✈❡♥ t❤❛t ♠♦❞❡r♥ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s

❛r❡ q✉✐t❡ r❡❝❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♦❧❞❡st ♦♥❡s ❜❡✐♥❣ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❯✳❙✳✷✷ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝♦♥s✐st❡♥t

✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r② t❤❡ ❯✳❙✳ ✲ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ ✈❡r② ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♠✐❧✐t❛r② ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ ✲ ❤❛s

❤❛❞ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❤❡❣❡♠♦♥② ♦✈❡r t❤❡ ◆♦rt❤ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❝♦♥t✐♥❡♥t ❢♦r ✷✸✼ ②❡❛rs✳ ❲❡

♥♦t✐❝❡ ❛❧s♦ t❤❛t ❞❡s♣✐t❡ ♠♦❞❡r♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣② t❤❡ ❧❛r❣❡ ♦❝❡❛♥s ❛♣♣❡❛r t♦ st✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡

❛ ❢♦r♠✐❞❛❜❧❡ ♠✐❧✐t❛r② ♦❜st❛❝❧❡ ✲ ✐t s❡❡♠s ✉♥❧✐❦❡❧② t❤❛t ❡✐t❤❡r t❤❡ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s ♦r

❈❤✐♥❛ ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❜②♣❛ss t❤❡s❡ ❜❛rr✐❡rs t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ ✇♦r❧❞ ❤❡❣❡♠♦♥②✳ ❲✐t❤ ✜✈❡

♠❛❥♦r ✏r✐✈❛❧s✑ ✐♥ ❊✉r❛s✐❛ ✲ ❊✉r♦♣❡✱ ❘✉ss✐❛✱ ❈❤✐♥❛✱ ■♥❞✐❛ ❛♥❞ t❤❡ ■s❧❛♠✐❝ ❜❧♦❝❦ ✲ ✇❡

♠❛② ❤♦♣❡ t❤❛t t❤❡ ❯✳❙✳ ♠❛② ♣❧❛② t❤❡ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❊✉r❛s✐❛♥ ❝♦♥t✐♥❡♥t

t❤❛t ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ ❊♥❣❧❛♥❞ ❞✐❞ ✐♥ ❝♦♥t✐♥❡♥t❛❧ ❊✉r♦♣❡ ✲ t❤❛t ♦❢ ♣r❡✈❡♥t✐♥❣ ❤❡❣❡♠♦♥②

❛♥❞ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✳✷✸

❆♣♣❡♥❞✐① ✶✿ ❍✐st♦r✐❝❛❧ ❉❛t❛ ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥s

❙✉♠♠❛r② ♦❢ ❈❤✐♥❡s❡ ❞②♥❛st✐❝ ❤✐st♦r② t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✶✳✶ ♦❢ ▼❛❞❞✐s♦♥ ❬✸✽❪✳

• ✷✷✶ ❇❈❊ ✲ ✷✵✻ ❇❈❊✿ ❈❤✬✐♥ ✭❤❡❣❡♠♦♥✐❝✮❀ ✷✵✻ ❇❈❊ ✲ ✽ ❈❊✿ ❡❛r❧② ❍❛♥ ✭❤❡❣❡✲

♠♦♥✐❝✮❀ ✽ ❈❊ ✲ ✷✸ ❈❊✿ ✐♥t❡rr❡❣♥✉♠

• ✷✸ ❈❊ ✲ ✷✷✵ ❈❊✿ ❧❛t❡r ❍❛♥ ✭❤❡❣❡♠♦♥✐❝✮❀ ✷✷✵ ❈❊ ✲ ✺✽✾ ❈❊✿ ❊♠♣✐r❡ ❞✐s✐♥t❡❣r❛t❡❞

✷✵■♥ ❛♥ ❡❛r❧✐❡r ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ▲❡✈✐♥❡ ❛♥❞ ▼♦❞✐❝❛ ❬✸✼❪ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✏❡①♣❛♥s✐♦♥✐s♠✑ ✇❤✐❝❤
❛❧❧♦✇❡❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ st❛t❡ ♣♦✇❡r ❢♦r ❞❡❢❡♥s❡ ❜✉t ♥♦t ❢♦r ♦✛❡♥s❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✉♥❞❡r ♠✐❧❞
❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉❝❤ s♦❝✐❡t✐❡s ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❧✐tt❧❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② s✉❝❝❡ss✳

✷✶◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❥✉st ❛s ❡①❝❧✉s✐✈❡♥❡ss ♠❛② ❤❛✈❡ ❛ ❞✐r❡❝t ❡✛❡❝t ♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ s♦ ♠❛② ♥❛t✐♦♥❛❧✐s♠✿
❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡s✐r❡ t♦ ♣r♦t❡❝t ❛❣❛✐♥st ♦✉ts✐❞❡rs ❛♥❞ t♦ ❝♦♥q✉❡r t❤❡♠ ♠❛② ❛❧s♦ ✐♥❤✐❜✐t t❤❡
♣❡❛❝❡❢✉❧ ❛rr✐✈❛❧ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ✐♠♠✐❣r❛♥ts ❛♥❞ s♦ ❧♦✇❡r ♦✉t♣✉t✳ ◆❡✈❡r✲t❤❡✲❧❡ss ✉♥❧❡ss t❤✐s ❢♦r❝❡ ✐s
✈❡r② str♦♥❣✱ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ st❛t❡ ♣♦✇❡r ✇✐❧❧ ✐♥✈♦❧✈❡ ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♥❛t✐♦♥❛❧✐s♠✳

✷✷❚❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❯♥✐♦♥ ✲ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s ❊♥❣❧❛♥❞ ✲ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❝✉rr❡♥t ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ✐♥ ❈❤✐♥❛ ❛♥❞
■♥❞✐❛ ❛r❡ ❛❧❧ ♣♦st ❲♦r❧❞ ❲❛r ■■✳

✷✸◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❯✳❙✳ t♦ ❊✉r❛s✐❛♥ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ♦❢ ❊♥❣❧❛♥❞ t♦ ❝♦♥t✐♥❡♥t❛❧
❊✉r♦♣❡✳

✷✵



• ✺✽✾ ❈❊ ✲ ✻✶✼ ❈❊✿ ❙✉✐ ✭❤❡❣❡♠♦♥✐❝✮❀ ✻✶✽ ❈❊ ✲ ✾✵✻ ❈❊✿ ❚✬❛♥❣ ✭❤❡❣❡♠♦♥✐❝✮❀ ✾✵✻

❈❊ ✲ ✾✻✵ ❈❊✿ ❡♠♣✐r❡ ❞✐s✐♥t❡❣r❛t❡❞

• ✾✻✵ ❈❊✲✶✶✷✼ ❈❊✿ ❙✉♥❣✭❤❡❣❡♠♦♥✐❝✮❀ ✶✶✷✼ ❈❊ ✲ ✶✷✼✾ ❈❊✿ ✐♥t❡rr❡❣♥✉♠ ✭❏✉✲

r❝❤❡♥✴❨✉❛♥ ✐♥ ◆♦rt❤✱ ❙♦✉t❤❡r♥ ❙✉♥❣✮

• ✶✷✼✾ ❈❊ ✲ ✶✸✻✽ ❈❊✿ ❨✉❛♥ ✭❤❡❣❡♠♦♥✐❝✮❀ ✶✸✻✽ ❈❊ ✲ ✶✻✹✹ ❈❊✿ ▼✐♥❣ ✭❤❡❣❡♠♦♥✐❝✮

• ✶✻✹✹ ❈❊ ✲ ✶✾✶✶ ❈❊✿ ❈❤✐✬♥❣ ✭❤❡❣❡♠♦♥✐❝✮❀ ✶✾✶✶ ❈❊ ✲ ✶✾✹✾ ❈❊✿ ✐♥t❡rr❡❣♥✉♠

• ✶✾✹✾ ❈❊ ✲ ✷✵✶✸ ❈❊✿ ❈♦♠♠✉♥✐st ✭❤❡❣❡♠♦♥✐❝✮

❚❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ②❡❛rs ❝♦✈❡r❡❞ ✐s ✷✷✸✹✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ✜✈❡ ✐♥t❡rr❡❣♥❛ t♦t❛❧❧② ✻✸✵

②❡❛rs✱ s♦ ✼✷✪ ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✐s ❤❡❣❡♠♦♥✐❝✳

❙✉♠♠❛r② ♦❢ ❛♥❝✐❡♥t ❊❣②♣t✐❛♥ ❤✐st♦r② t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❙❤❛✇ ❬✹✼❪✳

• ✷✻✽✻ ❇❈❊ ✲ ✷✶✻✵ ❇❈❊✿ ❖❧❞ ❑✐♥❣❞♦♠ ✭❤❡❣❡♠♦♥②✮❀ ✷✶✻✵ ❇❈❊ ✲ ✷✵✺✺ ❇❈❊✿

✜rst ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♣❡r✐♦❞

• ✷✵✺✺ ❇❈❊ ✲ ✶✻✺✵ ❇❈❊✿ ▼✐❞❞❧❡ ❑✐♥❣❞♦♠ ✭❤❡❣❡♠♦♥✐❝✮❀ ✶✻✺✵ ❇❈❊ ✲ ✶✺✺✵ ❇❈❊✿

s❡❝♦♥❞ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♣❡r✐♦❞

• ✶✺✺✵ ❇❈❊ ✲ ✶✵✻✾ ❇❈❊✿ ◆❡✇ ❑✐♥❣❞♦♠ ✭❤❡❣❡♠♦♥✐❝✮

❚❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ②❡❛rs ❝♦✈❡r❡❞ ✐s ✶✻✶✼✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ✐♥t❡rr❡❣♥❛ t♦t❛❧❧② ✷✵✺

②❡❛rs✱ s♦ ✽✼✪ ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✐s ❤❡❣❡♠♦♥✐❝✳

❙✉♠♠❛r② ♦❢ ❛♥❝✐❡♥t P❡rs✐❛♥ ❤✐st♦r② t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❉❛r②❛❡❡ ❬✶✽❪✷✹

• ✺✺✵ ❇❈❊ ✲ ✸✸✵ ❇❈❊✿ ❆❝❤❛❡♠❡♥✐❞ P❡rs✐❛♥ ❊♠♣✐r❡ ✭❤❡❣❡♠♦♥✐❝✮❀ ✸✸✵ ❇❈❊ ✲

✷✺✵ ❇❈❊✿ ✐♥t❡rr❡❣♥✉♠

• ✷✺✵ ❇❈❊ ✲ ✶✶✹ ❈❊✿ P❛rt❤✐❛♥ ❊♠♣✐r❡ ✭❤❡❣❡♠♦♥✐❝✮❀ ✶✶✹ ❈❊ ✲ ✷✷✹ ❈❊✿ ✐♥t❡rr❡❣✲

♥✉♠

• ✷✷✹ ❈❊ ✲ ✻✺✶ ❈❊✿ ❙❛ss❛♥✐❛♥ ❊♠♣✐r❡ ✭❤❡❣❡♠♦♥✐❝✮

❚❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ②❡❛rs ❝♦✈❡r❡❞ ✐s ✶✷✵✶✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ✐♥t❡rr❡❣♥❛ t♦t❛❧❧② ✶✾✵

②❡❛rs✱ s♦ ✽✹✪ ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✐s ❤❡❣❡♠♦♥✐❝✳

✷✹❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ P❛rt❤✐❛♥ ❊♠♣✐r❡ ❢r♦♠ ❲r✐❣❤t ❬✹✽❪✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡♥✲
t✐♦♥❛❧ ❞❛t❡s ♦❢ t❤❡ P❛rt❤✐❛♥ ❊♠♣✐r❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❙❛ss❛♥✐❛♥ ❊♠♣✐r❡✱ ❜✉t t❤❡ ❤❡❣❡♠♦♥② ♦❢ t❤❡
P❛rt❤✐❛♥ ❊♠♣✐r❡ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❤❛✈❡ ❡♥❞❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✇❛r ✇✐t❤ ❘♦♠❡ ✐♥ ✶✶✹ ❆❉✱ s♦ ✇❡ t❛❦❡ t❤❛t
❛s t❤❡ ❡♥❞ ❞❛t❡✳

✷✶



❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❤✐st♦r②

❲❡ ❝♦✉♥t t❤❡ ❤❡❣❡♠♦♥② ♦❢ ❘♦♠❡ ❢r♦♠ ❆✉❣✉st✉s ✐♥ ✷✼ ❇❈❊ t♦ t❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t

❞✐✈✐s✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ❊❛st❡r♥ ❛♥❞ ❲❡st❡r♥ ❊♠♣✐r❡s ✐♥ ✸✾✺ ❈❊✱ ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ✹✷✷ ②❡❛rs✳

❚❤❡ ❲❡st❡r♥ ❊♠♣✐r❡ ❞✐❞ ♥♦t ♠❛✐♥t❛✐♥ ❛ ❤❡❣❡♠♦♥② ❢♦r ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣❡r✐♦❞ ❛❢t❡r t❤✐s✳

❲❡ ❞❛t❡ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❤❡❣❡♠♦♥② ♦❢ t❤❡ ❊❛st❡r♥ ❊♠♣✐r❡ t♦ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❈❛❧✐♣❤❛t❡ ✐♥ ✽✶✹ ❈❊✳ ✲ ✸✾✺ ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ✹✷✾ ②❡❛rs✳

■♥ ❊♥❣❧❛♥❞ ✇❡ ❞❛t❡ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❤❡❣❡♠♦♥② ❢r♦♠ t❤❡ ◆♦r♠❛♥ ❝♦♥q✉❡st

✐♥ ✶✵✻✻✱ ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ✾✹✼ ②❡❛rs✳

❲❡ ❞❛t❡ t❤❡ ❤❡❣❡♠♦♥② ♦❢ t❤❡ ❖tt♦♠❛♥ ❊♠♣✐r❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥q✉❡st ♦❢ ❊❣②♣t ✐♥

✶✺✶✼ t♦ t❤❡ ●r❡❡❦ r❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ✶✽✷✶✱ ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ✸✵✹ ②❡❛rs✳

❉❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ ❞❛t❛ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ▼❛❞❞✐s♦♥ ❬✸✾❪

❘❛t✐♦ ♦❢ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ▼♦♥❣♦❧✐❛ t♦ ❈❤✐♥❛ ✐♥ ✶✽✷✵ ❈❊ ✭t❤❡ ❡❛r❧✐❡st ❞❛t❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤

t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ▼♦♥❣♦❧✐❛♥ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✮✿ ✳✷✪✳

❘❛t✐♦ ♦❢ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❙❝❛♥❞✐♥❛✈✐❛ t♦ ❲❡st❡r♥ ❊✉r♦♣❡ ❡①❝❧✉❞✐♥❣ ●r❡❡❝❡ ❛♥❞ t❤❡

❇r✐t✐s❤ ■s❧❡s ✐♥ ✶✵✵✵ ❈❊ ✺✪✳

❘❛t✐♦ ♦❢ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❯♥✐t❡❞ ❑✐♥❣❞♦♠ t♦ ❛❧❧ ♦❢ ❲❡st❡r♥ ❊✉r♦♣❡✿ ■♥ ✶✵✵✵ ❈❊

✐t ✐s ✽✪ ❛♥❞ r❡♠❛✐♥s r❡❧❛t✐✈❡❧② st❛❜❧❡ ✉♥t✐❧ ✐t r✐s❡s ✐♥ t❤❡ ❡❛r❧② ❧❛t❡ ✶✽✵✵s✱ r✐s✐♥❣ t♦

✶✾✪ ✐♥ ✶✽✷✵ ❈❊ ❛♥❞ r❡♠❛✐♥✐♥❣ r❡❧❛t✐✈❡❧② st❛❜❧❡ s✐♥❝❡ t❤❡♥✳

❊st✐♠❛t❡ ♦❢ r❛t✐♦ ♦❢ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❈❡♥tr❛❧ ❆s✐❛ t♦ ■♥❞✐❛ ✐♥ ✶✽✷✵ ❈❊✳ ❚❤❡ r❛t✐♦ ♦❢

t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❆❢❣❤❛♥✐st❛♥ t♦ ■♥❞✐❛ ✐♥ ✶✽✷✵ ✐s ✶✳✻✪✳ ❉❛t❛ ❢♦r t❤❡ r❡st ♦❢ ❈❡♥tr❛❧

❆s✐❛ ✐s ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✉♥t✐❧ ✶✾✺✵ ❈❊✳ ❲❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ r❡st ♦❢ ❈❡♥tr❛❧ ❆s✐❛ ✭t❤❡ ❙♦✈✐❡t ✏st❛♥s✑✿ ❑❛③❛❦❤st❛♥✱ ❑②r❣②③st❛♥✱ ❚❛❥✐❦st❛♥✱

❚✉r❦♠❡♥✐st❛♥✱ ❛♥❞ ❯③❜❡❦✐st❛♥✮ t♦ ❆❢❣❤❛♥✐st❛♥ ✐♥ ✶✾✺✵ ❈❊ ✇❤❡♥ ❞❛t❛ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡

❛s ❜❡✐♥❣ ❛❜♦✉t ❞♦✉❜❧❡ t❤❛t ♦❢ ❆❢❣❤❛♥✐st❛♥✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t r❛t✐♦ ✐s ❛❜♦✉t t❤❡ s❛♠❡

❛s ✐♥ ✶✽✷✵ ❈❊ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❈❡♥tr❛❧ ❆s✐❛ t♦

■♥❞✐❛ ✐♥ ✶✽✷✵ ❈❊ ❛s ❛❜♦✉t ✺✪✳

❆♣♣❡♥❞✐① ✷✿ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❙t❛t✐❝ ❊①❛♠♣❧❡

❘❡❝❛❧❧ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❢♦r ❛♥ ❡❝♦♥♦♠② t♦ ❜❡ ♣r♦♣❡r✿ G(b) = 0 ❛t b = 0 ❛♥❞ ❢♦r

b ≥ b ≡ (1− c)/τ ✇❤✐❧❡ ❢♦r 0 ≤ b ≤ b G(b) ✐s t✇✐❝❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ✇✐t❤

G′′(b) < 0✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ G′(0) > 1 ❛♥❞ G′(b) + bG′′(b) ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣✳ ❋♦r 0 ≤ b ≤ b

Π(b) ✐s t✇✐❝❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡✱ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ Π′′(b) < 0 ✇✐t❤ Π(b) = 0

❢♦r b ≥ b✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ Π(b)−G(b) ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r q✉❛❞r❛t✐❝ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ♣r♦♣❡r✳

✷✷



Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝❡r ✐s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡

uP = (1− τ)aP − [caP + (1/2)(1− c)
(

aP
)2

] + γaO

✇❤❡r❡ τ̄ = min{1, τχaO}✳ ❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ uP ✐s (1− τ)− [c+ (1− c)aP ]✳ ❚❤✐s ✐s
♥❡❣❛t✐✈❡ ❢♦r ❛❧❧ aP ✐❢ τ̄ > 1− c✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐t ❤✐ts ③❡r♦ ❛t 1− τ/(1− c)✳ ❚❤✉s ♦♣t✐♠❛❧
❡✛♦rt ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

aP = max{0, 1−
τ

1− c
}

❙✉♣♣♦s❡ b < b ≡ (1 − c)/τ ✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t τ̄ = min{1, τb}✳ ❙✐♥❝❡ b < b ✇❡ ❤❛✈❡
τb < 1− c ≤ 1 s♦ τ = τb✳ ❍❡♥❝❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡

aP = 1−
τ

1− c

❙✉♣♣♦s❡ b ≥ b ≡ (1 − c)/τ ✳ ■❢ τb > 1 t❤❡♥ τ = 1 ≥ 1 − c✳ ■❢ τb ≤ 1 t❤❡♥
τ = τb ≥ 1− c✳ ❍❡♥❝❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ aP = 0✳

❚❛① r❡✈❡♥✉❡ ✐s G(b) = τaP ✳ ■❢ b ≥ b t❤✐s ✐s ③❡r♦✳ ❖t❤❡r✇✐s❡

G(b) = τb

[

1−
τb

1− c

]

✇❤✐❝❤ ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② ❝♦♥❝❛✈❡✳ ❋r♦♠ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✇❡ s❡❡ t❤❛t G′(0) > 1 ✐s ✐♠♣❧✐❡❞
❜② τ > 1✳ ▼♦r❡♦✈❡r

G′(b) + bG′′(b) = τ − b
4τ2

1− c

✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ b✳
Pr♦✜t ✐s Π(b) = G(b) + uP − γaO✳ ■❢ b ≥ b t❤✐s ✐s ③❡r♦✳ ❖t❤❡r✇✐s❡ ✇❡ ❤❛✈❡

Π(b) =
1− c

2

[

1−
τb

1− c

]

2

+ τb

[

1−
τb

1− c

]

V ′(b) = −
τ2b

1− c

❚❤✉s ♣r♦✜t ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ b ❛♥❞ Π′′(b) < 0✳
❋✐♥❛❧❧② ❢♦r b ≤ b ✇❡ ❤❛✈❡

Π(b)−G(b) = (1− τ)aP − [caP + (1/2)(1− c)
(

aP
)2

]

= (1− τ)

[

1−
τ

1− c

]

− c

[

1−
τ

1− c

]

−
1

2
(1− c)

(

1−
τ

1− c

)

2

=
1

2
(1− c)

(

1−
τ

1− c

)

2

✇❤✐❝❤ s✐♥❝❡ τ = min{1, τb} ❛♥❞ τ < 1− c ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ b✳

✷✸



❚❤❡♦r❡♠✳ ❬✶ ❢r♦♠ t❤❡ t❡①t❪ ■♥ ❛ ♣r♦♣❡r ❡❝♦♥♦♠② t❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❧❡✈❡❧
♦❢ st❛t❡ ♣♦✇❡r aO(χ)✱ ❛♥❞ ✐t ✐s s✐♥❣❧❡ ♣❡❛❦❡❞ ✐♥ χ❀ s♦ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡ ❛r❣♠❛①
χ⋆ > 0✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡ ✇❡❧❢❛r❡ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❡①❝❧✉s✐✈✐t② χ̂✱ ❛♥❞ χ̂ ≤ χ⋆✳
❚❤❡r❡ ✐s ❛ γ ≥ 1 s✉❝❤ t❤❛t ✐❢ γ ≤ γ t❤❡♥ χ̂ < χ⋆✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♦✣❝✐❛❧✬s ✉t✐❧✐t② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② uO = G(χaO)−aO✱ ✇❤❡r❡ G(b) ❤❛s G′′(b) < 0
♦♥ [0, b] ❛♥❞ G(b) = 0 ❢♦r b > b✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ aO ✐s ✉♥✐q✉❡
❛♥❞ ✐s ❡✐t❤❡r 0 ✐❢ χG′(0) < 1 ♦r t❤❡ ✉♥✐q✉❡ t♦ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ χG′(χao) = 1
♦t❤❡r✇✐s❡✳ ■♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠

daO

dχ
= −

G′(b) + bG′′(b)

χ2G′′(b)

❛♥❞ G′(b) + bG′′(b) ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ s✐♥❣❧❡ ♣❡❛❦❡❞
❛♥❞ s♦ ❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ ♠❛①✐♠✉♠ aO(χ)✳ ◆♦t❡ t❤❛t s✐♥❝❡ G′(0) > 1 ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r
❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ aO(1) > 0 ✐♠♣❧②✐♥❣ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ st❛t❡ ♣♦✇❡r ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡✱
❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❛t t❤❡ ❛r❣♠❛① χ⋆ > 0✳

❲❡❧❢❛r❡ ✐s W (aO) = Π(χaO) − (1 − γ)aO ❛♥❞ s✐♥❝❡ Π′′(b) < 0 ✐♥ [0, b] t❤❡r❡
✐s ❛ ✉♥✐q✉❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛t s♦♠❡ âO✳ ❙✉♣♣♦s❡ χ > χ⋆✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ χ′ < χ⋆

✇✐t❤ aO(χ′) = aO(χ)✳ ❙✐♥❝❡ Π(b) ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣✱ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t W (aO(χ′)) >
W (aO(χ))✳ ❍❡♥❝❡ χ̂ ≤ χ⋆✱ ❛♥❞ ❡①❛❝t ❡q✉❛❧✐t② ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♥❧② ✐❢ ❡✐t❤❡r χ⋆ = 0
♦r âO > maxχ a

O(χ)✳ ❇✉t χ⋆ > 0 ❛♥❞ âO(χ⋆) > 0❀ ❛♥❞ ✐❢ γ < 1 t❤❡♥ W (aO) ✐s
❞❡❝r❡❛s✐♥❣✱ s♦ âO = 0 < âO(χ⋆)✳

❚❤❡♦r❡♠✳ ❬✷ ❢r♦♠ t❤❡ t❡①t❪ ■♥ ❛ ♣r♦♣❡r ❡❝♦♥♦♠② ♣r♦✜ts Π(χaO(χ)) ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥
χ✱ ✇❤✐❧❡ t❛① r❡✈❡♥✉❡s G(χaO(χ))✱ t❛① ♣♦✇❡r χaO(χ)✱ ❛♥❞ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ♦❢ st❛t❡ ♦✣❝✐❛❧s
uO(χ, aO(χ)) ❛r❡ ❛❧❧ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ χ✳ ❋♦r χ ≥ χ̂ ♣r♦❞✉❝❡r ✉t✐❧✐t② ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ χ
❛♥❞ ✐❢ γ < 1 s♦ ✐s ✇❡❧❢❛r❡✳ ■❢ γ ≥ 1 ✇❡❧❢❛r❡ ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢♦r χ̂ ≤ χ ≤ χ⋆✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ uO ✐s χG′(b) = 1 s♦ ❜② t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡
t❤❡♦r❡♠ ✇❡ ❤❛✈❡ duO/dχ = aO(χ)G′(χaO(χ)) = aO(χ)/χ > 0✳ ❙♦ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ♦❢
st❛t❡ ♦✣❝✐❛❧s ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ χ❀ ❛♥❞ ❢r♦♠ db/dχ = −1/χ2G′′(b) > 0 t❛① ♣♦✇❡r ✐s
❛❧s♦ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ χ✳ ❋♦r t❛① r❡✈❡♥✉❡s G(χaO(χ)) s✐♥❝❡ t❛① ♣♦✇❡r ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ χ
✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t❤❛t G′(χaO(χ)) > 0✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r
♠❛①✐♠✐③✐♥❣ uO✳ Pr♦✜ts ❞❡❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ χ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥
t❛① ♣♦✇❡r ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ χ✳

❋♦r χ̂ ≤ χ ≤ χ⋆ ✇❡ ❤❛✈❡ aO(χ) ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✱ ✇❤✐❧❡ W (aO) ✐s ❝♦♥❝❛✈❡ ✐♥ aO s♦
✇❡❧❢❛r❡ ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ χ✳ ❙✐♥❝❡ st❛t❡ ♦✣❝✐❛❧ ✉t✐❧✐t② ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t
♣r♦❞✉❝❡r ✉t✐❧✐t② ♠✉st ❜❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣✳ ❋♦r χ > χ⋆ ✇❡ ❤❛✈❡ t❛① ♣♦✇❡r b ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
❛♥❞ st❛t❡ ♣♦✇❡r aO ❞❡❝r❡❛s✐♥❣✳ ❙✐♥❝❡ ♣r♦❞✉❝❡r ✉t✐❧✐t② ✐s ✇❡❧❢❛r❡ ♠✐♥✉s st❛t❡ ♦✣❝✐❛❧
✉t✐❧✐t② ✐t ✐s uP = Π(b) − G(b) + γaO ❛♥❞ Π(b) − G(b) ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣✳
❲❤❡♥ γ < 1 ✇❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ✇❡❧❢❛r❡ W = Π(b)− (1− γ)aO ❞❡❝r❡❛s✐♥❣✳
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❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❆♦❦✐✱ ❑✳ ✭✶✾✽✷✮ ✏❆ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ❣r♦✉♣ s❡❧❡❝t✐♦♥ t♦ ♣r❡✈❛✐❧ ♦✈❡r ❝♦✉♥t❡r❛❝t✐♥❣
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥✱✑ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ✸✻✿ ✽✸✷✲✹✷✳

❬✷❪ ❆❝❡♠♦❣❧✉✱ ❉❛r♦♥ ❛♥❞ ❏❛♠❡s ❆✳ ❘♦❜✐♥s♦♥ ✭✷✵✵✵✮✿ ✏❲❤② ❉✐❞ t❤❡ ❲❡st ❊①t❡♥❞
t❤❡ ❋r❛♥❝❤✐s❡❄ ❉❡♠♦❝r❛❝②✱ ■♥❡q✉❛❧✐t②✱ ❛♥❞ ●r♦✇t❤ ✐♥ ❍✐st♦r✐❝❛❧ P❡rs♣❡❝t✐✈❡✱
◗✉❛rt❡r❧② ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✶✶✺✿ ✶✶✻✼✲✶✶✾✾✳

❬✸❪ ❆❝❡♠♦❣❧✉✱ ❉❛r♦♥ ❛♥❞ ❏❛♠❡s ❆✳ ❘♦❜✐♥s♦♥ ✭✷✵✶✷✮✿ ❲❤② ◆❛t✐♦♥s ❋❛✐❧✿ ❚❤❡ ❖r✐✲
❣✐♥s ♦❢ P♦✇❡r✱ Pr♦s♣❡r✐t②✱ ❛♥❞ P♦✈❡rt②✱ ❈r♦✇♥ P✉❜❧✐s❤✐♥❣ ●r♦✉♣✳

❬✹❪ ❆❧❡s✐♥❛✱ ❆❧❜❡rt♦ ❛♥❞ ❊♥r✐❝♦ ❙♣♦❧❛♦r❡ ✭✷✵✵✸✮✿ ❚❤❡ ❙✐③❡ ♦❢ ◆❛t✐♦♥s✱ ▼■❚ ❯♥✐✲
✈❡rs✐t② Pr❡ss✳

❬✺❪ ❆❧❣❡r✱ ■✳ ❛♥❞ ❏✳ ❲❡✐❜✉❧❧ ✭✷✵✶✵✮✿ ✏❑✐♥s❤✐♣✱ ■♥❝❡♥t✐✈❡s ❛♥❞ ❊✈♦❧✉t✐♦♥✱✑ ❆♠❡r✐❝❛♥
❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇ ✶✵✵✭✹✮✿ ✶✼✷✺✲✶✼✺✽✳

❬✻❪ ❇❡r❣str♦♠✱ ❚❡❞ ✭✷✵✵✸✮✿ ✏❚❤❡ ❆❧❣❡❜r❛ ♦❢ ❆ss♦rt❛t✐✈❡ ❊♥❝♦✉♥t❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❊✈♦✲
❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❈♦♦♣❡r❛t✐♦♥✱✑ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ●❛♠❡ ❚❤❡♦r② ❘❡✈✐❡✇ ✺✿ ✶✲✶✽✳

❬✼❪ ❇✐s✐♥✱ ❆✳ ✭✷✵✵✶✮✿ ✏❚❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝s ♦❢ ❝✉❧t✉r❛❧ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦r② ✾✼✱ ✷✾✽✲✸✶✾✳

❬✽❪ ❇✐s✐♥✱ ❆✳ ❛♥❞ ●✳ ❚♦♣❛ ✭✷✵✵✹✮✿ ✏❈♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛s ❛ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❝✉❧t✉r❛❧ tr❛✐t✱✑
❘❛t✐♦♥❛❧✐t② ❛♥❞ ❙♦❝✐❡t② ✶✻✿ ✹✼✼✲✺✵✼✳

❬✾❪ ❇❧✉♠❡✱ ▲✳ ❛♥❞ ❉✳ ❊❛s❧❡② ✭✶✾✾✷✮✿ ✏❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ▼❛r❦❡t ❇❡❤❛✈✐♦r✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢
❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦r② ✺✽✿ ✾✲✹✵✳

❬✶✵❪ ❇♦♦r♠❛♥✱ ❙✳ ❛♥❞ P✳❘✳ ▲❡✈✐tt ✭✶✾✼✸✮✿ ✏●r♦✉♣ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❇♦✉♥❞❛r② ♦❢ ❛
❙t❛❜❧❡ P♦♣✉❧❛t✐♦♥✱✑ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ P♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❇✐♦❧♦❣② ✹✿ ✽✺✲✶✷✽✳
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✭✷✵✶✶✮✿ ✏❊✈♦❧✈✐♥❣ t♦ t❤❡ ■♠♣❛t✐❡♥❝❡ ❚r❛♣✿ ❚❤❡ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❋❛r♠❡r✲❙❤❡r✐✛
●❛♠❡✱✑ ♠✐♠❡♦ ❲❛s❤✐♥❣t♦♥ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❙t✳ ▲♦✉✐s✳

❬✸✼❪ ▲❡✈✐♥❡✱ ❉❛✈✐❞ ❛♥❞ ❙❛❧✈❛t♦r❡ ▼♦❞✐❝❛ ✭✷✵✶✷✮✿ ✏❈♦♥✢✐❝t ❛♥❞ t❤❡ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
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❙♦❝✐❡t✐❡s✱✑ ✇♦r❦✐♥❣ ♣❛♣❡r✱ ✇✇✇✳❞❦❧❡✈✐♥❡✳❝♦♠✳
❬✸✽❪ ▼❛❞❞✐s♦♥✱ ❆♥❣✉s ✭✶✾✾✽✮✿ ❈❤✐♥❡s❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ▲♦♥❣✲❘✉♥✱

❖❊❈❉ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❈❡♥tr❡✱ P❛r✐s✳
❬✸✾❪ ▼❛❞❞✐s♦♥✱ ❆♥❣✉s ✭✷✵✶✸✮✿ ❍✐st♦r✐❝❛❧ ❙t❛t✐st✐❝s ❢♦r t❤❡ ❲♦r❧❞ ❊❝♦♥♦♠②✿ ✶✲✷✵✵✸

❆❉✱ s♣r❡❛❞s❤❡❡t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ✇✇✇✳❣❞❝❝✳♥❡t✳
❬✹✵❪ ▼❛②♥❛r❞ ❙♠✐t❤✱ ❏♦❤♥ ✭✶✾✽✷✮✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❚❤❡♦r② ♦❢ ●❛♠❡s✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡

❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✳
❬✹✶❪ ▼❝◆❡✐❧✱ ❲✐❧❧✐❛♠ ✭✶✾✻✸✮✿ ❚❤❡ ❘✐s❡ ♦❢ t❤❡ ❲❡st✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❈❤✐❝❛❣♦ Pr❡ss✳
❬✹✷❪ Pr✐❝❡✱ ●❡♦r❣❡ ❘✳ ✭✶✾✼✵✮✿ ✏❙❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡✱✑ ◆❛t✉r❡ ✷✷✼✿ ✺✷✵✲✷✶✳
❬✹✸❪ Pr✐❝❡✱ ●❡♦r❣❡ ❘✳ ✭✶✾✼✷✮✿ ✏❊①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱✑

❆♥♥❛❧s ♦❢ ❍✉♠❛♥ ●❡♥❡t✐❝s ✸✺✿ ✹✽✺✲✾✵✳
❬✹✹❪ ❘✐❝❤❡rs♦♥✱ P❡t❡r ❏✳ ❛♥❞ ❘♦❜❡rt ❇♦②❞ ✭✷✵✵✶✮ ✏❈♦♠♠✐t♠❡♥t t♦ ●r♦✉♣s✿ ❆ ❚r✐❜❛❧

■♥st✐♥❝ts ❍②♣♦t❤❡s✐s✑ ✐♥ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❈❛♣❛❝✐t② ❢♦r ❈♦♠♠✐t♠❡♥t✱ ❡❞✳ ❘❛♥✲
❞♦❧♣❤ ▼✳ ◆❡ss❡✱ ❘✉ss❡❧❧ ❙❛❣❡ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s✳

❬✹✺❪ ❘♦❣❡rs ❉✳ ❙✳✱ ❖✳ ❉❡s❤♣❛♥❞❡ ❛♥❞ ▼✳ ❲✳ ❋❡❧❞♠❛♥ ✭✷✵✶✶✮✿ ✏❚❤❡ ❙♣r❡❛❞ ♦❢ ■♥✲
❡q✉❛❧✐t②✱✑ P▲♦❙ ❖◆❊ ✻✭✾✮✿ ❡✷✹✻✽✸✳ ❞♦✐✿✶✵✳✶✸✼✶✴❥♦✉r♥❛❧✳♣♦♥❡✳✵✵✷✹✻✽✸

❬✹✻❪ ❘♦✇t❤♦r♥✱ ❘♦❜❡rt ❛♥❞ P❛✉❧ ❙❡❛❜r✐❣❤t ✭✷✵✶✵✮✿ ✏Pr♦♣❡rt② r✐❣❤ts✱ ✇❛r❢❛r❡ ❛♥❞
t❤❡ ♥❡♦❧✐t❤✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥✱✑ ❚♦✉❧♦✉s❡ ❙❝❤♦♦❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r ✶✵✲✷✵✼✳

❬✹✼❪ ❙❤❛✇✱ ■❛♥ ✭❡❞✮ ✭✷✵✵✵✮✿ ❚❤❡ ❖①❢♦r❞ ❍✐st♦r② ♦❢ ❆♥❝✐❡♥t ❊❣②♣t ✿ ❖①❢♦r❞ ❯♥✐✈❡rs✐t②
Pr❡ss✳

❬✹✽❪ ❲r✐❣❤t✱ ❊❞♠✉♥❞ ✭✷✵✵✻✮✿ ❆ ❉✐❝t✐♦♥❛r② ♦❢ ❲♦r❧❞ ❍✐st♦r②✱ s❡❝♦♥❞ ❡❞✐t✐♦♥✱ ❖①❢♦r❞
❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✳

❬✹✾❪ ❨♦✉♥❣✱ P❡②t♦♥ ✭✶✾✾✸✮✿ ✏❚❤❡ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥s✱✑ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛ ✻✶✿ ✺✼✲
✽✹✳
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❲❡❜ ❆♣♣❡♥❞✐① ✶✿ Pr♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ▼❛✐♥ ❚❤❡♦r❡♠

❚❤❡♦r❡♠✳ ❬▼❛✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ❢r♦♠ t❤❡ t❡①t❪ ❋♦r ǫ > 0 t❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡ µ(ǫ) t❤❛t
♣❧❛❝❡s ♣♦s✐t✐✈❡ ✇❡✐❣❤t ♦♥ ❛❧❧ st❛t❡s✳ ❆s ǫ → 0 t❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡ ❧✐♠✐t µ✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛
❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ A0 > 0. ■❢ A0 ≥ A0 t❤❡♥ µ ♣❧❛❝❡s ♣♦s✐t✐✈❡ ✇❡✐❣❤t ♦♥ ❛❧❧ st❛t❡s✳ ■❢
A0 < A0 t❤❡♥ µ ♣❧❛❝❡s ✇❡✐❣❤t ♦♥❧② ♦♥ ❤❡❣❡♠♦♥✐❝ ❝❧❛ss❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ♠❛①✐♠❛❧ st❛t❡
♣♦✇❡r ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❤❡❣❡♠♦♥✐❝ ❝❧❛ss❡s✳

Pr♦♦❢✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❡①❛♠✐♥❡ ❤❡❣❡♠♦♥✐❝ ❝❧❛ss❡s ♠♦r❡ ❝❧♦s❡❧② ❛♥❞ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ A0✳
❚❤❡s❡ ❝❛♥ ❜❡ r❛♥❦❡❞ ❜② t❤❡✐r st❛t❡ ♣♦✇❡r Γ(st) ✇✐t❤ Γ∗ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ st❛t❡ ♣♦✇❡r✳
❚❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡ t♦ ❞✐sr✉♣t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❤❡❣❡♠♦♥✐❝ ❝❧❛ss ✐s

q

(

A0 + Γ(st)

A0

)

✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦♥✲❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ Γ(st)✱ ❛♥❞ ✐s ③❡r♦ ❢♦r

Γ(st) ≤ A0(φ− 1)

❛♥❞ str✐❝t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢♦r ❧❛r❣❡r Γ(st)✳ ❚❛❦❡ A0 = Γ∗/(φ− 1) > 0✳ ❚❤❡♥ ✐❢ A0 ≥ A0

t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❛❧❧ ❤❡❣❡♠♦♥✐❝ ❝❧❛ss❡s ✐s ③❡r♦✳
■❢ t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❛❧❧ ❤❡❣❡♠♦♥✐❝ ❝❧❛ss❡s ✐s ③❡r♦ ♦r ✐❢ ǫ > 0 t❤❡♥ ❛❧❧ ❢❡❛s✐❜❧❡

tr❛♥s✐t✐♦♥s ❤❛✈❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
♦❢ ♠♦✈✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥② st❛t❡ t♦ ❛♥② ♦t❤❡r st❛t❡✳ ❋✐rst ❞❡st❛❜✐❧✐③❡ ❛❧❧ t❤❡ st❛❜❧❡ s♦❝✐❡t✐❡s
❜② ❤❛✈✐♥❣ t❤❡♠ ❧♦s❡ ❛❧❧ t❤❡✐r ❧❛♥❞✳ ❚❤❡♥ ❤❛✈❡ ❡❛❝❤ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✉♥st❛❜❧❡ s♦❝✐❡t② ❧♦s❡
❧❛♥❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② ❛s t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ t❛r❣❡t ❧❛♥❞ ❤♦❧❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ✐♥st✐t✉t✐♦♥s✳
❚❤❡♥ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s ❢♦r ❡❛❝❤ s♦❝✐❡t② t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ t❛r❣❡t✳ ❘❡♣❡❛t t❤✐s
♦♥❝❡✱ ❛♥❞ ❢♦r ❡✈❡r② s♦❝✐❡t② t❤❛t ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ st❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ t❛r❣❡t✱ ♠❛❦❡ ✐t st❛❜❧❡✳

❍❡♥❝❡ ✐❢ t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❛❧❧ ❤❡❣❡♠♦♥✐❝ ❝❧❛ss❡s ✐s ③❡r♦ ♦r ✐❢ ǫ > 0 t❤❡ ♣r♦❝❡ssM(ǫ)
✐s ♣♦s✐t✐✈❡❧② r❡❝✉rr❡♥t✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t µ(ǫ) ✐s ✉♥✐q✉❡ ❛♥❞ ♣❧❛❝❡s ♣♦s✐t✐✈❡ ✇❡✐❣❤t ♦♥ ❛❧❧
st❛t❡s✳ ◆❡①t✱ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ µ(ǫ) =
M(ǫ)µ(ǫ)✳ ❯♥❞❡r ♦✉r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ❛s ǫ → 0 ✇❡ ❤❛✈❡ M(ǫ) → M(0) ❢r♦♠
✇❤✐❝❤ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ✐❢ µ ✐s ❛♥② ❧✐♠✐t ♣♦✐♥t ♦❢ µ(ǫ) t❤❡♥ µ ✐s ❛ st❛t✐♦♥❛r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❢♦r M(0)✳ ❲❤❡♥ A0 > A0 t❤❡♥✱ ❛s µ(0) ✐s ✉♥✐q✉❡ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t µ(ǫ) → µ(0)✳

◆♦✇ s✉♣♣♦s❡ A0 < A0 ✳ ❆ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ ❨♦✉♥❣ ❬✹✾❪ s❤♦✇s t❤❛t ❢r♦♠ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥
t❤❛t M(ǫ) ✐s r❡❣✉❧❛r ✐t ✐s st✐❧❧ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t µ(ǫ) ❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ ❧✐♠✐t µ✳ ◆♦✇ ❤♦✇❡✈❡r
M(0) ❝❛♥ ❤❛✈❡ ♠❛♥② st❛t✐♦♥❛r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ s♦ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✐s✿ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ✐s µ❄
◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❛♥② ❤❡❣❡♠♦♥✐❝ ❝❧❛ss ❢♦r ✇❤✐❝❤ Γ(st) > A0(φ − 1) ✐s ❛❜s♦r❜✐♥❣ ✐♥ M(0)
s✐♥❝❡ ✇❤❡♥ ǫ = 0 t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞✐sr✉♣t✐♦♥ ✐s ③❡r♦✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ❢r♦♠ ❛♥②
♦t❤❡r t②♣❡ ♦❢ st❛t❡✱ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛r❛❣r❛♣❤ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛
♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ r❡❛❝❤✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❛❜s♦r❜✐♥❣ ❝❧❛ss❡s✱ s♦ ❛❧❧ ♦t❤❡r st❛t❡s ❛r❡
tr❛♥s✐❡♥t✳ ❍❡♥❝❡ µ ❝❛♥ ♣❧❛❝❡ ✇❡✐❣❤t ♦♥❧② ♦♥ s✉❝❤ ❤❡❣❡♠♦♥✐❝ ❝❧❛ss❡s✳ ■❢ A0 < A0

❜✉t s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝❧♦s❡✱ t❤❡♥ t❤❡ ♦♥❧② s✉❝❤ ❝❧❛ss❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ♦♥❡s ✇✐t❤ st❛t❡ ♣♦✇❡r Γ∗✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s A0 ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♦t❤❡r ✇❡❛❦❡r ❝❧❛ss❡s t❤❛t ❛r❡ ❛❧s♦ ❛❜s♦r❜✐♥❣ ✐♥

✷✽



M(0)✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ ❊❧❧✐s♦♥ ❬✷✹❪ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡s❡ ❝❧❛ss❡s ❤❛✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
③❡r♦ ✐♥ µ ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❊❧❧✐s♦♥✬s ♠❡t❤♦❞ ②✐❡❧❞s ♦t❤❡r ✉s❡❢✉❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❛❜♦✉t t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s✳

▲❡t H ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❤❡❣❡♠♦♥✐❝ ❛❜s♦r❜✐♥❣ ❝❧❛ss❡s✱ t❤❛t ✐s✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ st ∈ ht ∈

H Γ(st) > A0(φ− 1)✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ✇r✐t✐♥❣ st ∈ H ✇❡ ✇r✐t❡ (j, aj) ∈ H ✇❤❡♥ t❤❡r❡
✐s ❛ ❤❡❣❡♠♦♥✐❝ st❛t❡ st ❛t (j, aj) ✐♥ H✳

❚♦ ❛♣♣❧② ❊❧❧✐s♦♥✬s ♠❡t❤♦❞ ✇❡ ♠✉st ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ĥt ∈ H t❤❡ ❜❛s✐♥ ❝♦♥s✐st✲
✐♥❣ ♦❢ st❛t❡s ♥♦t ✐♥ ĥt ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❤❡♥ ǫ = 0 t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ r❡❛❝❤✐♥❣ st ✐s ♦♥❡✳
❙✉♣♣♦s❡ ĥt ✐s ❤❡❣❡♠♦♥✐❝ ❛t ŝt ❛♥❞ (j, aj)✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r st❛t❡s st 6= ŝt ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t
❝❧❛ss❡s✳ ■❢ π(1,Γjt,Γ−jt)[0] = 0✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ✉♥✐t❡❞ ♦♣♣♦♥❡♥ts ❛r❡
str♦♥❣❡r t❤❛♥ ❞✐✈✐❞❡❞ ♦♥❡s ❛♥❞ φ > 1 ✐t ♠✉st ❛❧s♦ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ❢♦r s♦♠❡ k ✇❡
❤❛✈❡ π(bk,Γk,Γ−k)[0] > 0✳ ❍❡♥❝❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝❤❛♥❝❡ ♦❢ j ❧♦s✐♥❣ ❧❛♥❞✱
❛♥❞ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❣❛✐♥✐♥❣ ✐t✱ ♠❡❛♥✐♥❣ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦♥❡ ✇❡ r❡t✉r♥ t♦
❛ ❤❡❣❡♠♦♥✐❝ j✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ✐❢ π(1,Γj ,Γ−j)[0] > 0 s♦ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡
❝❤❛♥❝❡ j ❧♦s❡s ❧❛♥❞✱ s✐♥❝❡ t❤❛t ✇✐❧❧ ♦♥❧② ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❝❤❛♥❝❡ ♦❢ ❧♦s✐♥❣
❧❛♥❞✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐t ✇✐❧❧ ❧♦s❡ ❛❧❧ ✐ts ❧❛♥❞ ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡ ❛❜s♦r❜❡❞ ✐♥
s♦♠❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❤❡❣❡♠♦♥✐❝ st❛t❡✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ❜❛s✐♥ ❛r❡ ❡①❛❝t❧② t❤♦s❡ st❛t❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤
π(1,Γj ,Γ−j)[0] = 0✳

❚❤❡ r❛❞✐✉s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❧❡❛st r❡s✐st❛♥❝❡ ♣❛t❤ st❛rt✐♥❣ ❛t ❛ st❛t❡ ŝt ∈ ĥt ♦✉t
♦❢ t❤❡ ❜❛s✐♥✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ r❡s✐st❛♥❝❡ t♦ ❧♦s✐♥❣ ❛ ✉♥✐t ♦❢ ❧❛♥❞ ✐s

q

(

A0 + Γ(ŝt)

A0

)

.

❙✉❜s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ❣r❡❛t❡st ❝❤❛♥❝❡ ♦❢ ❧♦s✐♥❣ ❛♥♦t❤❡r ✉♥✐t ♦❢ ❧❛♥❞ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s
❛ s✐♥❣❧❡ ♦♣♣♦♥❡♥t ✇❤♦ ❤❛s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣♦ss✐❜❧❡ st❛t❡ ♣♦✇❡r✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡♥ ❛ s♦❝✐❡t②
k ❛♥❞ ♣r♦✜❧❡ ak s✉❝❤ t❤❛t γk(ak) ✐s ♠❛①✐♠❛❧ ♦✈❡r ❛❧❧ s♦❝✐❡t✐❡s ❛♥❞ ♣r♦✜❧❡s✳ ❙✉❝❤ ❛
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s♦ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉♥st❛❜❧❡✱ ❜✉t ✇❡ ✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡
t❤❛t ❡✈❡♥ ✐❢ ✐t ✐s ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐t ✐s ✉♥st❛❜❧❡✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤✐s ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❛②
✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ❛s ĥt ❜✉t t❤✐s ✐s ♦❦❛② ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡r❡
❛r❡ ❞✉♣❧✐❝❛t❡ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s✳ ❲❡ r❡❢❡r t♦ s✉❝❤ ❛ ♣r♦✜❧❡ ❛s ❛ ❜❛r❜❛r✐❛♥ ❤♦r❞❡✳ ❲❤❡♥
t❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥t ✐s ❛ ❜❛r❜❛r✐❛♥ ❤♦r❞❡ t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡ t♦ ❧♦s✐♥❣ ❧❛♥❞ ✐s s♠❛❧❧❡st ✉♥t✐❧ t❤❡
t❤r❡s❤♦❧❞ φ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❛♥❞ r❡s✐st❛♥❝❡ ❢❛❧❧s t♦ ③❡r♦✳ ❉❡♥♦t❡ ❜② Rj(aj) t❤❡ s✉♠ ♦❢
r❡s✐st❛♥❝❡s ✉♥t✐❧ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s r❡❛❝❤❡❞✱ ❛♥❞ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ✐t ✐s str✐❝t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥
γj ✳ ❖♥❝❡ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s r❡❛❝❤❡❞ t❤❡r❡ ✐s t❤❡♥ ❛ ③❡r♦ r❡s✐st❛♥❝❡ ♣❛t❤ t♦ ❡✈❡r② ♦t❤❡r
❤❡❣❡♠♦♥✐❝ ❛❜s♦r❜✐♥❣ st❛t❡✿ t❤❡ ❤♦r❞❡ r❡♠❛✐♥s ✉♥st❛❜❧❡ ❛♥❞ t❛❦❡s ♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ ❧❛♥❞
✇✐t❤ ♥♦ r❡s✐st❛♥❝❡✳ ❙✐♥❝❡ ✐t ✐s ✉♥st❛❜❧❡✱ ✐t t❤❛♥ ❝❛♥ ❧♦s❡ ✉♥✐ts ♦❢ ❧❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❛♥②
r❡s✐st❛♥❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ǫ s♦ t❤❛t t❤❡ ❧❛♥❞ ✐s
❧♦st t♦ t❤❡ t❛r❣❡t ❤❡❣❡♠♦♥②✳

❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ st ✐s Rj(aj) ❛♥❞ t❤✐s ✐s str✐❝t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥
γj ✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦✲r❛❞✐✉s ♦❢ ✇❡ ♠✉st ✜♥❞ t❤❡ ❤❡❣❡♠♦♥✐❝
❛❜s♦r❜✐♥❣ st❛t❡ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✐t t❛❦❡s t❤❡ ❧♦♥❣❡st t♦ ❣❡t ❜❛❝❦ t♦ st✳ ❙♦ t❤❡ ❝♦✲r❛❞✐✉s
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♦❢ (j, aj) ✐s ❥✉st
CR = min

(k,ak)∈H\(j,aj)
Rk(ak).

❍❡♥❝❡ ✇❤❡♥ (j, aj) ❛tt❛✐♥s Γ
∗ s♦ t❤❛t Rj(aj) ✐s ♠❛①✐♠❛❧ ✇❡ ❤❛✈❡ R > CR✳

❲❡❜ ❆♣♣❡♥❞✐① ✷✿ ❉❡t❛✐❧❡❞ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ▲✐♥❡❛r✴◗✉❛❞r❛t✐❝ ❈❛s❡

❘❡❝❛❧❧ ❢r♦♠ ❆♣♣❡♥❞✐① ✷ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝❡r✿

aP = max{0, 1−
τ

1− c
}.

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ♦✣❝✐❛❧ ✐s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡

uO = τaP − aO = min{1, τχaO} ·max
{

0, 1−
min{1, τχaO}

1− c

}

− aO

❙✉♣♣♦s❡ τχ < 1✳ ❚❤❡♥ ❢♦r ❛❧❧ aO ≤ 1 ❛♥❞ ❛❧s♦ τχaO < 1 s♦

uO = τχaO ·max{0, 1−
τχaO

1− c
} − aO < aO ·max{0, 1−

τχaO

1− c
} − aO

= max{0, aO
(

1−
τχaO

1− c

)

} − aO < 0 ∀aO > 0

❚❤✉s ❢♦r τχ < 1 t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ aO = 0 ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s uO(0) = 0✳

◆♦✇ s✉♣♣♦s❡ τχ ≥ 1✳ ❚❤❡♥ 1−c
τχ

≤ 1 − c < 1✳ ❋♦r aO > 1−c
τχ

♦♥❡ ❤❛s τ̄ > 1 − c

s♦ ✐♥s❡rt✐♥❣ aW = 0 ✐♥t♦ uO ✇❡ ❣❡t uO = −aO < 0 = uO(0)✱ ✇❤❡♥❝❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡

♠✉st ❜❡ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ aO ≤ (1 − c)/(τχ)✳ ■♥ t❤✐s r❛♥❣❡ τ̄ = τχaO ≤ 1 − c ❛♥❞

aP = 1− τ
1−c

✱ s♦

uO = τχaOaP − aO = τχaO −

[

τχaO
]2

1− c
− aO

❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐s τχ− 2τχaO τχ
1−c

− 1✱ s♦ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❣✐✈❡s

aO =
1− c

2

τχ− 1

(τχ)2
=

1

2

1− c

τχ

(

1−
1

τχ

)

<
1− c

τχ

❚❤✉s

aO(χ) = max
{

0,
1− c

2

τχ− 1

(τχ)2

}

◆♦t❡ t❤❛t τχaO(χ) < 1 − c ❢♦r ❛❧❧ χ✳ ❚❤✉s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t❛① r❛t❡ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱
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✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ χ✿

τ̄ = τχaO(χ) = max
{

0,
1− c

2

(

1−
1

τχ

)

}

❆♥❞ ✐♥s❡rt✐♥❣ t❤✐s ✐♥t♦ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r♦❞✉❝❡r✬s ❝❤♦✐❝❡ ✇❡ ❣❡t ✭s✐♥❝❡ τ̄ < 1− c✮

aP (χ) = 1−
τ

1− c
= 1−max

{

0,
1

2

(

1−
1

τχ

)

}

P❧✉❣❣✐♥❣ ❜❛❝❦ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡s ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ ✉t✐❧✐t✐❡s✳ ❋♦r τχ < 1 aO = uO =

0✱ aP = 1 ❛♥❞ uP = (1− c)/2✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ✐s ❛ ✏❧✐❜❡rt❛r✐❛♥✑ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✿ ♦✣❝✐❛❧s

✐♠♣♦s❡ ♥♦ t❛①❡s ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉♥♣r♦✜t❛❜❧❡ t♦ ❞♦ s♦ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝❡rs ❡①❡rt

♠❛①✐♠✉♠ ❡✛♦rt✳ ❇✉t st❛t❡ ♣♦✇❡r✱ ❝r✉❝✐❛❧ ✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ♦t❤❡r s♦❝✐❡t✐❡s✱ ✐s

③❡r♦✳

❋♦r τχ ≥ 1 ✇❡ ❤❛✈❡

aP =
1

2
(1 +

1

τχ
) aO(χ) =

1− c

2

τχ− 1

(τχ)2

❯t✐❧✐t② ♦❢ ♣r♦❞✉❝❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t♦ ❜❡

uWP =
1− c

8(τχ)2
{

(τχ+ 1)2 + 4γ(τχ− 1)
}

❯t✐❧✐t② ♦❢ st❛t❡ ♦✣❝✐❛❧s✿ ✉s✐♥❣ τχaW = (1 + τχ)/2 ❛♥❞ aO(χ) ✇❡ ❣❡t

uO = τχaOaP − aO = aO(τχaP − 1) =
1− c

4

[

1−
1

τχ

]

2

.

✸✶


