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❈♦♥✢✐❝t ❛♥❞ t❤❡ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❙♦❝✐❡t✐❡s
✩

❉❛✈✐❞ ❑✳ ▲❡✈✐♥❡✶✱ ❙❛❧✈❛t♦r❡ ▼♦❞✐❝❛✷

❆❜str❛❝t

❚❤❡ ▼❛❧t❤✉s✐❛♥ t❤❡♦r② ♦❢ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✐sr❡❣❛r❞s ❛ ♣❡r✈❛s✐✈❡ ❢❛❝t ❛❜♦✉t ❤✉♠❛♥
s♦❝✐❡t✐❡s✿ t❤❡② ❡①♣❛♥❞ t❤r♦✉❣❤ ❝♦♥✢✐❝t✳ ❲❤❡♥ t❤✐s ✐s t❛❦❡♥ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥
❢❛✈♦rs ♥♦t ❛ ❧❛r❣❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ s✉❜s✐st❡♥❝❡✱ ♥♦r ②❡t ✐♥st✐t✉t✐♦♥s t❤❛t
♠❛①✐♠✐③❡ ✇❡❧❢❛r❡ ♦r ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ♦✉t♣✉t✱ ❜✉t r❛t❤❡r ✐♥st✐t✉t✐♦♥s t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡ ❢r❡❡
r❡s♦✉r❝❡s✳ ❚❤❡s❡ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ s♦❝✐❡t② ❛❢t❡r ❞❡❞✉❝t✐♥❣
t❤❡ ♣❛②♠❡♥ts ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r s✉❜s✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ✐♥❞✉❝❡ ♣r♦✲
❞✉❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❧❛✐♠s t♦ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s tr❛♥s❢❡r ♣❛②♠❡♥ts ❛♥❞ r❡s♦✉r❝❡s
❛❜s♦r❜❡❞ ❜② ❡❧✐t❡s✳ ❲❡ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ✉♥❞❡r♣✐♥♥✐♥❣s ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞
❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s♦❝✐✲
❡t✐❡s ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❙✐♥❝❡ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❜♦t❤ ✐♥ ♣❡r ❝❛♣✐t❛
✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❢❛✈♦r ❧❛r❣❡ r✐❝❤ s♦❝✐❡t✐❡s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ❤♦✇
t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ♦✉t♣✉t ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥❝r❡❛s❡
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❤♦✇ ❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧❧② ✐♥❡✣❝✐❡♥t ✐♥st✐t✉t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❜✉r❡❛✉❝r❛❝② ❛r✐s❡✳
❏❊▲ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ◆✉♠❜❡rs✿ ❉✼✹ ✭❈♦♥✢✐❝t ❘❡s♦❧✉t✐♦♥✮✱ ❈✼✸ ✭❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ●❛♠❡s✮✱
❖✶✺ ✭❍✉♠❛♥ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ ▼✐❣r❛t✐♦♥s✮✱ ❉✵✷ ✭■♥st✐t✉t✐♦♥s✮

❑❡②✇♦r❞s✿ ▼❛❧t❤✉s✱ ❉❡♠♦❣r❛♣❤②✱ ❊✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❈♦♥✢✐❝t

✩❋✐rst ❱❡rs✐♦♥✿ ❆♣r✐❧ ✷✸✱ ✷✵✶✶✳ ❲❡ ❛r❡ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ ❙❛♠ ❇♦✇❧❡s ❢♦r ❤✐s ✈❡r② ❞❡t❛✐❧❡❞
❝♦♠♠❡♥ts✳ ❲❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ ❈♦st❛s ❆③❛r✐❛❞✐s✱ ▼✐❝❤❡❧❡ ❇♦❧❞r✐♥✱ ❉r❡✇ ❋✉❞❡♥❜❡r❣✱ ❳❛✈✐❡r
●❛❜❛✐①✱ ❉❡❜r❛❥ ❘❛② ❛♥❞ t❤❡ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✉❛t❡ r❡❛❞✐♥❣ ❣r♦✉♣ ❛t ❲❛s❤✐♥❣t♦♥ ❯♥✐✈❡rs✐t② ✐♥
❙t✳ ▲♦✉✐s✳ ❙❡♠✐♥❛r ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❛t t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ■♦✇❛ ❚❤❡♦r② ❲♦r❦s❤♦♣✱ t❤❡ ❙t✳ ▲♦✉✐s ❋❡❞❡r❛❧
❘❡s❡r✈❡ ❇❛♥❦✱ t❤❡ ◆❨❯✱ ❇♦❝❝♦♥✐ ❛♥❞ ❲❛r✇✐❝❦ ❚❤❡♦r② ❲♦r❦s❤♦♣s ❛❧❧ ♠❛❞❡ ✈❛❧✉❛❜❧❡ s✉❣❣❡st✐♦♥s✳
P❛rt ♦❢ t❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ✇❛s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✇❤✐❧❡ ▲❡✈✐♥❡ ✇❛s ❛ ❇r❛✉❞❡❧ ❋❡❧❧♦✇ ❛t t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❯♥✐✈❡rs✐t②
■♥st✐t✉t❡✳ ❲❡ ❛r❡ ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ t❤❡ ❊■❊❋✱ t♦ ◆❙❋ ●r❛♥t ❙❊❙✲✵✽✲✺✶✸✶✺ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ▼■❯❘ ❢♦r ✜♥❛♥❝✐❛❧
s✉♣♣♦rt✳

∗❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛✉t❤♦r ❉❛✈✐❞ ❑✳ ▲❡✈✐♥❡✱ ✶ ❇r♦♦❦✐♥❣ ❉r✳✱ ❙t✳ ▲♦✉✐s✱ ▼❖✱ ❯❙❆ ✻✸✶✸✵
❊♠❛✐❧ ❛❞❞r❡ss❡s✿ ❞❛✈✐❞❅❞❦❧❡✈✐♥❡✳❝♦♠ ✭❉❛✈✐❞ ❑✳ ▲❡✈✐♥❡✮✱ s❛❧✈❛t♦r❡✳♠♦❞✐❝❛❅✉♥✐♣❛✳✐t

✭❙❛❧✈❛t♦r❡ ▼♦❞✐❝❛✮
✶❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❲❯❙❚▲
✷❯♥✐✈❡rs✐tà ❞✐ P❛❧❡r♠♦

Pr❡♣r✐♥t s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ▼✐♠❡♦✿ ❲❯❙❚▲ ❆✉❣✉st ✷✻✱ ✷✵✶✷



✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

♥♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r♠ ♦❢ s♦❝✐❡t② ❬❝❛♥❪ ♣r❡✈❡♥t t❤❡ ❛❧♠♦st ❝♦♥st❛♥t ❛❝t✐♦♥ ♦❢
♠✐s❡r② ✉♣♦♥ ❛ ❣r❡❛t ♣❛rt ♦❢ ♠❛♥❦✐♥❞

❚❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ♠❡♥✱ ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤❡st r❛♥❦✱ ✇❤♦ ❛r❡ ♣r❡✈❡♥t❡❞ ❢r♦♠
♠❛rr②✐♥❣ ❜② t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡♥s❡s t❤❛t t❤❡② ♠✉st r❡tr❡♥❝❤

▼❛❧t❤✉s ❬✺✶❪

❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s❡tt✐♥❣ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ s♦❝✐✲

❡t✐❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ❝♦♥✢✐❝t t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡s ❧♦♥❣ r✉♥ s✉❝❝❡ss ♦r ❢❛✐❧✉r❡✳ ❲❡ ✐❞❡♥t✐❢②

❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ ✏t❤❡ str♦♥❣❡st s♦❝✐❡t② ✇✐♥s✑ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥✱ ❛♥❞ ❡①❛♠✐♥❡

t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❛♥❞ s✉❜t❧❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳ ❲❤❛t ✇✐❧❧ ♠❛tt❡r ✐s

✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦ ❡①♣❛♥❞ ❛♥❞ t♦t❛❧ r❡s♦✉r❝❡s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✲ ❤❡♥❝❡

s✐③❡ ♠❛tt❡rs✳ ❲❡ ❛tt❡♠♣t t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s❡tt✐♥❣ ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡

❛♣♣❧✐❡❞ t♦ st✉❞② ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s♦❝✐❡t✐❡s ❜♦t❤ ❝♦♥t❡♠♣♦r❛r② ❛♥❞

❤✐st♦r✐❝❛❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ♣❡rs✐st❡♥t✳ ❚♦

✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s ✇❡ ❡①❛♠✐♥❡ s❡✈❡r❛❧ s✐♠♣❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❆ ❦❡② ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s t❤❛t ❝♦♥✢✐❝t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♥♦t ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❛❜✐❧✐t②

♦❢ ♣❧❛②❡rs t♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡✐r ♥❡✐❣❤❜♦rs✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡✐r ❞❡s✐r❡ t♦ ❞♦ s♦✳ ❖✉r ♠❛✐♥

❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ t❤❛t ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ str❡♥❣t❤ t❤❡ str♦♥❣❡st s♦❝✐❡t②

✇✐❧❧ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♠♦st ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ♦✈❡r t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥ ✐s r❛t❤❡r ✐♥t✉✐t✐✈❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

❛s t❤♦s❡ ❢❛♠✐❧✐❛r ✇✐t❤ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✇✐❧❧ ❛♣♣r❡❝✐❛t❡✱ t♦ ❛❝t✉❛❧❧② ❡st❛❜✲

❧✐s❤ s✉❝❤ ❛ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ❝❧❡❛♥ ❢♦r♠ ✐s ♥♦t tr✐✈✐❛❧✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♥♦t ❛❧❧ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢

♦✉r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ s♦ ♦❜✈✐♦✉s ❛s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ str♦♥❣❡st s♦❝✐❡t② ✇✐♥s✳ ■♥❞❡❡❞✱

str✐❝t❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤❡ str♦♥❣❡st s♦❝✐❡t② ❞♦❡s ♥♦t ✇✐♥✳ ❘❛t❤❡r ✐t ✐s t❤❡ str♦♥❣❡st ✐♥✲

❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t t❤❛t ♠❛tt❡rs ✲ ♥♦♥✲◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ st❛♥❞ ♥♦ ❝❤❛♥❝❡

✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥✱ ♥♦ ♠❛tt❡r ❤♦✇ str♦♥❣ t❤❡② ♠✐❣❤t ❜❡✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✐t ✐s ♥♦t t❤❡ str♦♥❣❡st

◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❤❛t ✇✐♥s✳ ❙♦❝✐❡t✐❡s ❝❛♥ ❞✐✛❡r ✐♥ t❤❡✐r ❛tt✐t✉❞❡s t♦✇❛r❞s ✐♥✢✉✲

❡♥❝✐♥❣ ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ❙♦❝✐❡t✐❡s✱ ♥♦ ♠❛tt❡r ❤♦✇ str♦♥❣✱ t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❛tt❡♠♣t t♦ ❡①♣❛♥❞

❛❣❣r❡ss✐✈❡❧② ❛❧s♦ ✇✐❧❧ ♥♦t s✉r✈✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥✳ ❘❛t❤❡r ✐t ✐s t❤❡ str♦♥❣❡st ✐♥❝❡♥t✐✈❡

❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛♥❞ ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② s♦❝✐❡t② t❤❛t ✇✐♥s✳ ❆♥♦t❤❡r ♣♦✐♥t t❤❛t ✐s s✉❜t❧❡ ✐s t❤❛t

❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② ❛tt✐t✉❞❡s ❛r❡ ♥♦t ✐♠♣♦rt❛♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ ✐♠♣♦s✐♥❣ ♣❛rt✐❝✲

✉❧❛r ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ♦♥ ♥❡✐❣❤❜♦rs ✲ ✐♥ ❢❛❝t t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✇♦r❦ ♦❢ ❞✐sr✉♣t✐♥❣ s♦❝✐❡t✐❡s ✐♥ t❤❡

t❤❡♦r② ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ r❡❛❧✐t② ❛r❡ ❜② ❜❛r❜❛r✐❛♥ ❤♦r❞❡s ✲ ❛❣❣r❡ss✐✈❡✱ ♣♦✇❡r❢✉❧ ❣r♦✉♣s t❤❛t

❤♦✇❡✈❡r ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❞✉r❛❜❧❡ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s✳ ❆❧❡①❛♥❞❡r t❤❡ ●r❡❛t ❝♦♠❡s t♦

♠✐♥❞ ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✳ ❘❛t❤❡r t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛❣❣r❡ss✐✈❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② ♣♦st✉r❡

✷



✐s t❤❛t ✇❤❡♥ ✐♥✈❛❞❡rs ❛❝❤✐❡✈❡ s♦♠❡ s✉❝❝❡ss ❜② ❝♦♥q✉❡r✐♥❣ ❧❛♥❞ t❤❡ ♦✉t✇❛r❞ ❧♦♦❦✲

✐♥❣ s♦❝✐❡t② ❛❣❣r❡ss✐✈❡❧② ❛tt❡♠♣t t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ❧♦st ❧❛♥❞✱ t❤✉s ♣r❡✈❡♥t✐♥❣ ❣r❛❞✉❛❧

✏✇❤✐tt❧✐♥❣ ❛✇❛②✑ ♦❢ t❡rr✐t♦r②✳

❚❤❡ ♦t❤❡r ❦❡② ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s t❤❡ s❝❛❧❛r ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛

s♦❝✐❡t② t♦ ❞✐sr✉♣t ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦r ❛✈♦✐❞ ❞✐sr✉♣t✐♦♥✳ ❲❡ r❡❢❡r t♦ t❤✐s ❛s ✏❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s✑

♠❡❛♥✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❜❡✐♥❣ ✉s❡❞ ❢♦r ♣✉r♣♦s❡s t❤❛t ♠❛❦❡ t❤❡♠ ✉♥❛✈❛✐❧❛❜❧❡

❢♦r ❛tt❛❝❦ ♦r ❞❡❢❡♥s❡✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s ❜❡st ✐❧❧✉str❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❲❡ ❛r❡

❛❧❧ ❢❛♠✐❧✐❛r ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛r✐❝❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ▼❛❧t❤✉s✐❛♥ t❤❡♦r② ♦❢ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✿ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥

❣r♦✇s ✉♥t✐❧ ✐t ✐s ❝❤❡❝❦❡❞ ❜② ❞✐s❡❛s❡ ❛♥❞ st❛r✈❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ✇❡ ❛r❡ ❛❧❧ ❛t

t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ s✉❜s✐st❡♥❝❡✱ ♦♥ t❤❡ ♠❛r❣✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❧✐❢❡ ❛♥❞ ❞❡❛t❤✳ ❆♥❞ ✇❤✐❧❡

✇❡ ♠❛② s❡❡♠ t♦ ❤❛✈❡ ❡s❝❛♣❡❞ ❢♦r ❛ t✐♠❡✱ ♣❡r❤❛♣s ✉❧t✐♠❛t❡❧② t❤❡ r❛♣✐❞❧② ❣r♦✇✐♥❣

❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥tr✐❡s ✇✐❧❧ ♦✈❡r✇❤❡❧♠ t❤❡ ❣r❛❞✉❛❧❧② s❤r✐♥❦✐♥❣ r✐❝❤ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✇♦r❧❞

❛♥❞ s✐♥❦ ✉s ❛❧❧ ❜❛❝❦ ✐♥t♦ ♠✐s❡r②✳ ▼❛❧t❤✉s ✇❛s ♠♦r❡ s✉❜t❧❡ ✐♥ ❤✐s t❤✐♥❦✐♥❣ t❤❛♥

t❤✐s ❝❛r✐❝❛t✉r❡✿ ✇❤✐❧❡ ❤❡ ✇r♦t❡ ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝❤❡❝❦s ♦♥ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s ❞✐s❡❛s❡ ❛♥❞

st❛r✈❛t✐♦♥✱ ❤❡ ❛❧s♦ ✇r♦t❡ ♦❢ ♣r❡✈❡♥t❛t✐✈❡ ❝❤❡❝❦s s✉❝❤ ❛s ❞❡❧❛②❡❞ ♠❛rr✐❛❣❡✳ ◆♦✇ ❧❡t

✉s t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t s♦❝✐❡t✐❡s ❞♦ ✐♥t❡r❛❝t✱ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❡ t✇♦ s♦❝✐❡t✐❡s s✐❞❡ ❜② s✐❞❡✳

❖♥❡ ✐s ❛ s♦❝✐❡t② ♦❢ ✉♥❝❤❡❝❦❡❞ ❜r❡❡❞❡rs✱ ♦❢ s✉❜s✐st❡♥❝❡ ❢❛r♠❡rs ❧✐✈✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡ ♦❢

st❛r✈❛t✐♦♥✱ t❤❡✐r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❧✐♠✐t❡❞ ♦♥❧② ❜② t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❛♥② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❢♦♦❞ t♦ ❢❡❡❞

❡①tr❛ ❤✉♥❣r② ♠♦✉t❤s✳ ◆❡①t ❞♦♦r ✐s ❛ s♦❝✐❡t② ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♣r♦♣❡rt② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❢♦r

♠❛rr✐❛❣❡ ❛♥❞ str♦♥❣ ♣❡♥❛❧t✐❡s ❢♦r ♦✉t✲♦❢✲✇❡❞❧♦❝❦ ❜✐rt❤ ✲ ❛ s♦❝✐❛❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t q✉✐t❡

❝♦♠♠♦♥ ✐♥ ❤✐st♦r②✳ ❚❤✐s ♥♦♥✲▼❛❧t❤✉s✐❛♥ s♦❝✐❡t② ♥❛t✉r❛❧❧② ❤❛s ♦✉t♣✉t ✇❡❧❧ ✐♥ ❡①❝❡ss

♦❢ s✉❜s✐st❡♥❝❡✳ ❇♦t❤ s♦❝✐❛❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❛r❡ ✐s ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✳ ❲❤♦ ✇✐❧❧

❞♦♠✐♥❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥❄ ❲❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ✇❤❡♥ ❛ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡❞ ❛♥❞ r✐❝❤ s♦❝✐❡t② t✉r♥s

✐ts ❝♦✈❡t♦✉s ❡②❡ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❧❛♥❞ ♦❢ t❤❡✐r ♠♦r❡ ♥✉♠❡r♦✉s ❜✉t ♣♦♦r❡r ♥❡✐❣❤❜♦rs❄

❍♦✇ ✐♥❞❡❡❞ ❛r❡ t❤❡ ✇r❡t❝❤❡❞ ♣♦♦r ✲ ❢♦r ✇❤♦♠ t♦ t❛❦❡ ❡✈❡♥ ❛♥ ❤♦✉r ❛✇❛② ❢r♦♠

t♦✐❧ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞s ✐s t♦ st❛r✈❡ ✲ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡❢❡♥❞ t❤❡♠s❡❧✈❡s ❢r♦♠ ✇❡❧❧✲❢❡❞ ❛♥❞

✇❡❧❧✲❛r♠❡❞ ✐♥tr✉❞❡rs❄ ❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ❛♥s✇❡rs ✐ts❡❧❢✳ ■♥ t❤✐s ✈✐❡✇ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡

t❤❡ ♦✉t♣✉t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ s♦❝✐❡t② ❛❢t❡r t❤❡ ♣❛②♠❡♥ts ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r s✉❜s✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ❢♦r

t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ✐♥❞✉❝❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛r❡ ♠❛❞❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r ♦t❤❡r ❝❧❛✐♠s s✉❝❤ ❛s

tr❛♥s❢❡r ♣❛②♠❡♥ts ❛♥❞ r❡s♦✉r❝❡s ❛❜s♦r❜❡❞ ❜② ❡❧✐t❡s ❛r❡ ♣❛✐❞✳

❲❡ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❡①✲

❛♠♣❧❡s✳ ■♥ t❤❡ ▼❛❧t❤✉s✐❛♥ ♠♦❞❡❧ t❤❡ t❤❡♦r② ❣✐✈❡s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ t❤❡♦r② ♦❢ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥

s✐③❡✿ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡r❡ ❛r❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s t❤❛t ❝♦♥tr♦❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥

❣r♦✇t❤✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s t♦t❛❧ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s✳

❚❤✐s ✐s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❣r♦✇✐♥❣ s♦ ❧❛r❣❡ ❛s t♦ r❡❛❝❤ s✉❜s✐st❡♥❝❡✱ ❛s s✉❝❤ ❛ s♦❝✐❡t②
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❣❡♥❡r❛t❡s ♥♦ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s✳ ■t ✐s ❡q✉❛❧❧② ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ♣❡r ❝❛♣✐t❛

♦✉t♣✉t✱ s✐♥❝❡ t❤✐s r❡q✉✐r❡s ❛ ✈❡r② t✐♥② s♦❝✐❡t② t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡s ♠❛♥② ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s

♣❡r ♣❡rs♦♥✱ ❜✉t ✈❡r② ❢❡✇ ✐♥ t♦t❛❧✳✸ ❘❛t❤❡r t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❛t ❛♥ ✐♥t❡r✲

♠❡❞✐❛t❡ ❧❡✈❡❧✱ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❛t ✇❤✐❝❤ ♠❛①✐♠✐③❡s ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ✐♥❝♦♠❡✱ ❜✉t ❧❡ss t❤❛♥

s✉❜s✐st❡♥❝❡✳

❲❡ t❤❡♥ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ s❡tt✐♥❣ ❛♥❞

✉♥❝♦✈❡r ✈❡r② ♥♦♥✲▼❛❧t❤✉s✐❛♥ r❡s✉❧ts✳ ▼❛❧t❤✉s ♣r❡❞✐❝ts t❤❛t t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ t❡❝❤✲

♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✇✐❧❧ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❜❡ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❡♥t✐r❡❧② ✐♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥

✇✐t❤ ♥♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ♦✉t♣✉t✱ ✇❤✐❝❤ r❡♠❛✐♥s ❛t s✉❜s✐st❡♥❝❡✳ ❲❤❡♥ t❤❡r❡

✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② str♦♥❣ ❞✐♠✐♥✐s❤✐♥❣ r❡t✉r♥s ♦♥ ♣❧♦ts ♦❢ ❧❛♥❞✱ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❢r❡❡ r❡✲

s♦✉r❝❡s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✐♠♣r♦✈❡❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣② r❡s✉❧ts ♣r✐♠❛r✐❧② ✐♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♣❡r ❝❛♣✐t❛

♦✉t♣✉t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ r❡t✉r♥s t♦ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ s✐③❡✱ t❡❝❤♥♦✲

❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ r❡s✉❧t ✐♥ ❞✐♠✐♥✐s❤❡❞ ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ♦✉t♣✉t ✐♥ s♦♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡r

r❛♥❣❡✳ ❚❤❡ ▼❛❧t❤✉s✐❛♥ ❝❛s❡ ♦❢ ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ♦✉t♣✉t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✇✐❧❧

♦♥❧② ♦❝❝✉r ❛s ❛ ♥♦♥✲❣❡♥❡r✐❝ ❛❝❝✐❞❡♥t✳ ❋♦r s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ♣❧❛✉s✐❜❧❡ ❝❛s❡s✱ ❝♦♥t✐♥✉❡❞

t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✜rst ❧♦✇❡rs t❤❡♥ r❛✐s❡s ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ♦✉t♣✉t✳ ❚❤✐s t❤❡♦r② ✐s

✈❡r② ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ✐♥ ❛❝❝♦r❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛♥ ▼❛❧t❤✉s✐❛♥ t❤❡♦r②✳✹

▼❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s ❧❡❛❞s ♠♦r❡ ❜r♦❛❞❧② t♦ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ t❤❡♦r② ♦❢ t❤❡

❙t❛t❡✿ ✐t ❤❛s ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ♦t❤❡r t❤❛♥ t❤♦s❡ t❤❛t ❣♦✈❡r♥ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥

s✐③❡✳ ■t ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣❧②✱ ❛s ❞♦❡s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❊❧②✱ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡✣❝✐❡♥❝②✳✺

❊❧② ❬✸✹❪ s❤♦✇s t❤❛t ✐❢ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s s♣r❡❛❞ t❤r♦✉❣❤ ✈♦❧✉♥t❛r② ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♣❡♦♣❧❡ ✇✐❧❧

♠♦✈❡ t♦ t❤❡ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥ t❤✐s ❢❛✈♦rs ❡✣❝✐❡♥t

✐♥st✐t✉t✐♦♥s ♦✈❡r ✐♥❡✣❝✐❡♥t ♦♥❡s✳ ❇✉t ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ❤✐st♦r✐❝❛❧❧② ♣❡♦♣❧❡ ❤❛✈❡

❣❡♥❡r❛❧❧② ♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ ♦♥❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ t♦ ❛♥♦t❤❡r t❤r♦✉❣❤ ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ ✈♦❧✉♥t❛r② ✐♠♠✐✲

❣r❛t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ❛r♠s ♦❢ ✇❡❧❝♦♠✐♥❣ ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ❘❛t❤❡r ♣❡♦♣❧❡ ❛♥❞ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ❤❛✈❡

♠♦r❡ ♦❢t❡♥ s♣r❡❛❞ t❤r♦✉❣❤ ✐♥✈❛s✐♦♥ ✲ ♠♦st ♦❢t❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥q✉❡st✱

❜✉t ❛❧s♦ t❤r♦✉❣❤ ♠❡❛♥s s✉❝❤ ❛s ♣r♦s❡❧②t✐③❡rs ❛♥❞ ♠✐ss✐♦♥❛r✐❡s✱ ♦r ❥✉st ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥

✸▼❛①✐♠✐③✐♥❣ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s ✐s ❝❧❡❛r❧② ♥♦t t❤❡ s❛♠❡ ❛s ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ♦✉t♣✉t✳ ❆♥t✐❝✐♣❛t✐♥❣
s♦♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ✐❢ t♦t❛❧ ♦✉t♣✉t ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ Y (z) ♦❢ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ s✐③❡ z ❛♥❞ B ✐s s✉❜s✐st❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢
♣❡r ❝❛♣✐t❛ ♦✉t♣✉t✱ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s ✐♥ ❛ s✐♠♣❧❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ Y (z)− zB = z[Y (z)/z −B]✳

✹❚❤✐s t❤❡♦r② ♦❢ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ s✐③❡ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❡①t❡♥t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ t❤❡♦r②
♦❢ ❆❧❡s✐♥❛ ❛♥❞ ❙♣♦❧❛♦r❡ ❬✻❪ ✇❤♦ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❡①t❡♥t ♦❢ ❛ ♥❛t✐♦♥✳

✺❊❧② ✉s❡s ❛ ♠♦❞❡❧ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ❤❡r❡✱ ❜✉t s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ✉s✐♥❣ ♠♦r❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ♦r✐❡♥t❡❞
♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛r♦✉♥❞ ❢♦r s♦♠❡ t✐♠❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❆♦❦✐ ❬✶❪ ✉s❡s ❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ t♦ st✉❞②
❡✣❝✐❡♥❝②✱ ✇❤✐❧❡ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t❧② ❘♦❣❡rs✱ ❉❡s❤♣❛♥❞❡ ❛♥❞ ❋❡❧❞♠❛♥ ❬✺✼❪ ✉s❡ ❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ t♦ s❤♦✇
❤♦✇ ✉♥❡q✉❛❧ r❡s♦✉r❝❡s ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❧♦♥❣✲r✉♥ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳

✹



♦❢ ♥❡✇ t❡rr✐t♦r②✳ ■♥ ❛ s❡tt✐♥❣ ♦❢ ♠♦r❛❧ ❤❛③❛r❞✱ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❢r❡❡

r❡s♦✉r❝❡s ❝❛♥ ✐♥❞❡❡❞ ❧❡❛❞ t♦ ✐♥❡✣❝✐❡♥t❧② ❧♦✇ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♦✉t♣✉t ✭❙❡❝t✐♦♥ ✻✮✳✻ ❲❡ ❛❧s♦

✉s❡ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ t♦ ❡①♣❧♦r❡ ✐♥ ❣r❡❛t❡r ❞❡t❛✐❧ ❤♦✇ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❤♦✐❝❡s ❝❛♥ r❡s✉❧t ✐♥ ❢r❡❡

r❡s♦✉r❝❡s ♦r ♥♦t✳

❖✉r ✜♥❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ❡①❛♠✐♥❡s ❛ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ ❜✉r❡❛✉❝r❛t✐❝ ❙t❛t❡ ✐♥ ❛ s❡tt✐♥❣ ♦❢

❤✐❞❞❡♥ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts✳ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✼✮ ❍❡r❡ ❜✉r❡❛✉❝r❛ts s❡r✈❡ ❛s s♣❡❝✐❛❧✐sts ✐♥ ❝♦♥✈❡rt✐♥❣

r❡s♦✉r❝❡s t❤❛t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♠✐❣❤t ♣r❡❢❡r t♦ ❝♦♥s✉♠❡ ✐♥t♦ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s✳ ❲❡ ✜♥❞

t❤❛t ✇❤❡♥ ❜✉r❡❛✉❝r❛ts ❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ✐♥❡✛❡❝t✐✈❡ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s

t♦ ❛ ♥♦♥✲❜✉r❡❛✉❝r❛t✐❝ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t st❛t❡✳ ❆s ❜✉r❡❛✉❝r❛ts ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡

t❤❡✐r ♥✉♠❜❡r ❥✉♠♣s ✉♣✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ✇✐t❤ ❢✉rt❤❡r ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ✐t ❞❡❝❧✐♥❡s✳

❍❡♥❝❡ ❛ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❤✐❣❤❧② ✐♥❡✛❡❝t✐✈❡ ♦r ❡✛❡❝t✐✈❡ ❜✉r❡❛✉❝r❛❝② ❧❡❛❞s t♦

r❡❧❛t✐✈❡ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❜✉r❡❛✉❝r❛❝② ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ❧❡❛❞ t♦ ❛

❤✐❣❤❡r ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ✐♥❡✣❝✐❡♥❝②✳

❚❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❡ t❛❦❡ ✐s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ♦♥❡ ♣✐♦♥❡❡r❡❞ ❜② ❑❛♥❞♦r✐✱

▼❛✐❧❛t❤ ❛♥❞ ❘♦❜ ❬✹✻❪ ❛♥❞ ❨♦✉♥❣ ❬✻✶❪✳ ▲✐❦❡ t❤❡ ❡❛r❧✐❡r ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t

♣❡♦♣❧❡ ❛❞❥✉st r❡❧❛t✐✈❡❧② r❛♣✐❞❧② t♦ ♥❡✇ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s✳ ■♥ t❤❛t ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤✐s ✇❛s

r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ✇❤❛t ✐s ♦❢t❡♥ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✏❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✑ ❞②♥❛♠✐❝s ✇❤✐❝❤ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛

✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❜❡st✲r❡s♣♦♥s❡ ♦r r❡♣❧✐❝❛t♦r ❞②♥❛♠✐❝✳ ❚❤♦s❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❞②♥❛♠✐❝s

s✉♣♣♦s❡ ❛♥ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♣r♦❝❡ss t♦✇❛r❞s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② ♦♣t✐♠❛❧ str❛t❡❣✐❡s✱ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡②

❝♦♥✈❡r❣❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② s♣❡❛❦✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢

❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ❛ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ❛ r❡❛❞❡r ♦❢ t❤❛t ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♠✐❣❤t ❜❡

❛✇❛r❡✱ t❤❡s❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❛r❡ ❜❛❞❧② ❜❡❤❛✈❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ❣❛♠❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡❛r❧✐❡r ❡✈♦❧✉t✐♦♥✲

❛r② ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❧✐♠✐t❡❞ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❣❛♠❡s s✉❝❤ ❛s ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥

❣❛♠❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❞②♥❛♠✐❝ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✇❡❧❧ ❜❡❤❛✈❡❞✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t

t❤✐♥❦ t❤❡ ♠✐s❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❞②♥❛♠✐❝ ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛s ♣❡♦✲

♣❧❡ s❡❡♠ ✐♥ ❢❛❝t t♦ r❛♣✐❞❧② r❡❛❝❤ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❛♥❞✱ ❛s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱

✐♥ ❋✉❞❡♥❜❡r❣ ❛♥❞ ▲❡✈✐♥❡ ❬✸✼❪✱ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡s❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✇❤❡♥ t❤❡② ❞♦ ♥♦t

❝♦♥✈❡r❣❡ ✐s ♥♦t ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♣❧❛✉s✐❜❧❡✳ ❆s ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✏r❛t✐♦♥❛❧✑ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧

❜❡❤❛✈✐♦r ✇❡ t❛❦❡ ♥♦t t❤❡s❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❜✉t r❛t❤❡r ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥

♦❢ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❞②♥❛♠✐❝s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t❧② ❜② ❬❋♦st❡r ❛♥❞ ❨♦✉♥❣❪✳ ❚❤✐s

❣✐✈❡s ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ❛t ❧❡❛st ✐♥ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ s❡♥s❡✱ ❛♥❞ ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ ❣✐✈❡

✻❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ♦t❤❡r ❝❤❛♥♥❡❧s t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ✐♥❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡s
❇♦✇❧❡s ❬✶✾❪ ❞✐s❝✉ss❡s ❤♦✇ ✐♥❡✣❝✐❡♥❝② ❝❛♥ ❛r✐s❡ ✐♥ ❛ ❑❛♥❞♦r✐✱ ▼❛✐❧❛t❤ ❛♥❞ ❘♦❜ ❬✹✻❪ ❛♥❞ ❨♦✉♥❣ ❬✻✶❪
t②♣❡ ♦❢ s❡tt✐♥❣ ✇✐t❤ ❣r♦✉♣s ✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡s ♦r ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡♠♦r② ❧❡♥❣t❤s✳

✺



❝❧❡❛♥ t❤❡♦r❡♠s ✇✐t❤♦✉t ❧✐♠✐t✐♥❣ ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❣❛♠❡s✳

❲❤✐❧❡ t❤❡ ❡❛r❧✐❡r ❧✐t❡r❛t✉r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❞②♥❛♠✐❝ ✇❛s ♣❡r✲

t✉r❜❡❞ ❜② r❛♥❞♦♠ ♠✉t❛t✐♦♥s✱ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ ✈✐❡✇ t❤❛t t❤❡s❡ s♠❛❧❧ r❛♥❞♦♠ ❝❤❛♥❣❡s

✲ ❞✐sr✉♣t✐♦♥s t♦ ❡①✐st✐♥❣ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ✐❢ ②♦✉ ❧✐❦❡ ✲ ❛r❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ✐♥st❡❛❞ ❜② t❤❡

r❡❧❛t✐✈❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ s♦❝✐❡t✐❡s✳ ❖✉r str♦♥❣❡st ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤✐s str❡♥❣t❤ ✐s ♠❡❛✲

s✉r❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ s❝❛❧❛r q✉❛♥t✐t②✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✐♥✐t✐❛❧❧② ❛ t✐♥② ✏✐♥✈❛❞✐♥❣✑

s♦❝✐❡t② ❤❛s ❛ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❝❤❛♥❝❡ ♦❢ ❞✐sr✉♣t✐♥❣ ❡①✐st✐♥❣ s♦❝✐❛❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ ❜✉t t❤❛t

♦♥❝❡ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ✐♥ s✐③❡ t♦ t❤❡ ♣r❡✲❡①✐st✐♥❣ s♦❝✐❡t② t❤❡ ❝❤❛♥❝❡s ✐t ✐s ❛❜❧❡

t♦ ❢✉rt❤❡r ❞✐sr✉♣t t❤❡ st❛t✉s q✉♦ ❜❡❝♦♠❡s ❛♣♣r❡❝✐❛❜❧❡✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥

♦♥ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❍✐rs❤❧❡✐❢❡r ❬✹✸❪ ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t❧②

st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ❝♦♥✢✐❝t✳✼

❚❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❜♦t❤ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❡✣❝✐❡♥❝② ✐s s❝❛r❝❡❧②

♥❡✇✱ ♥♦r ✐s t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ♣r❡ss✉r❡ ♠❛② ❜❡ ❞r✐✈❡♥ ❜② ❝♦♥✢✐❝t✳ ❚❤❡r❡ ✐s

❛ ❧♦♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ❣r♦✉♣ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✿ t❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛ss♦rt❛t✐✈❡

♠❛t❝❤✐♥❣ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜② ❇❡r❣str♦♠ ❬✶✵❪✳ ❖r t❤❡r❡ ❝❛♥ ❜❡ ♥♦✐s❡ t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ ❛

tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ ❣r♦✉♣ ✇❡❧❢❛r❡ ❛s ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ Pr✐❝❡

❬✺✹✱ ✺✺❪✳ ❨❡t ❛♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤r♦✉❣❤ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ❛s ✐♥ ❇♦♦r♠❛♥ ❛♥❞

▲❡✈✐tt ❬✶✼❪✳ ❈♦♥✢✐❝t✱ ❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ ♠✐❣r❛t✐♦♥✱ ❛s ❛ s♦✉r❝❡ ♦❢ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ♣r❡ss✉r❡

✐s ❡①❛♠✐♥❡❞ ✐♥ ❇♦✇❧❡s ❬✷✵❪✱ ✇❤♦ s❤♦✇s ❤♦✇ ✐♥t❡r❣r♦✉♣ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡

❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛❧tr✉✐s♠✳ ❇♦✇❧❡s✱ ❈❤♦✐ ❛♥❞ ❍♦♣❢❡♥s✐t③ ❬✷✹❪ ❛♥❞ ❄ ❪ st✉❞② ✐♥ ❣r♦✉♣

❛❧tr✉✐s♠ ✈❡rs✉s ♦✉t ❣r♦✉♣ ❤♦st✐❧✐t② ✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ❞r✐✈❡♥ ❜② ❝♦♥✢✐❝t ✳ ❘♦✇t❤♦r♥ ❛♥❞

❙❡❛❜r✐❣❤t ❬✺✽❪ ❡①♣❧❛✐♥ ❛ ❞r♦♣ ✐♥ ✇❡❧❢❛r❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♥❡♦❧✐t❤✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛s ❛r✐s✐♥❣

❢r♦♠ t❤❡ ❣r❡❛t❡r ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ ❞❡❢❡♥❞✐♥❣ ❛❣r✐❝✉❧t✉r❛❧ r❡s♦✉r❝❡s✳

▼♦r❡ ❜r♦❛❞❧②✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❣r❡❛t ❞❡❛❧ ♦❢ ✇♦r❦ ♦♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛s

✇❡❧❧ ❛s ♦❢ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s✿ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❇❧✉♠❡ ❛♥❞ ❊❛s❧❡② ❬✶✸❪✱ ❉❡❦❡❧✱ ❊❧② ❛♥❞ ❨✐❧❛♥❦❛②❛

❬✷✾❪✱ ❆❧❣❡r ❛♥❞ ❲❡✐❜✉❧❧ ❬✼❪✱ ▲❡✈✐♥❡ ❡t ❛❧ ❬✹✽❪ ♦r ❇♦tt❛③③✐ ❛♥❞ ❉✐♥❞♦ ❬✶✽❪✳ ❙♦♠❡ ♦❢

t❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❢♦❝✉s❡❞ ♠♦r❡ ♦♥ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ t❤❛♥ s♦❝✐❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❆s ❇✐s✐♥

❬✶✶❪ ❛♥❞ ❇✐s✐♥ ❛♥❞ ❚♦♣❛ ❬✶✷❪ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❡ t✇♦ ❛r❡ ♥♦t t❤❡ s❛♠❡✳

❚❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ❞r✐✈❡♥ ❜② s♦♠❡✇❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❣♦❛❧s t❤❛♥ ❡❛r❧✐❡r ✇♦r❦✳ ❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r✲

❡st❡❞ ✐♥ ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t t❤❛t ❝❛♥ ❡♥❝♦♠♣❛ss r❡❧❛t✐✈❡❧② ❣❡♥❡r❛❧ ❣❛♠❡s ❛♥❞ str❛t❡❣②

s♣❛❝❡s❀ ✐♥ ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✇❤❡r❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ♠❛tt❡r ❛ ❣r❡❛t ❞❡❛❧❀ ❛♥❞ ✐♥

✼❙❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ●❛r✜♥❦❡❧ ❛♥❞ ❙❦❛♣❡r❞❛s ❬✹✵❪ ♦r ❍❛✉s❦❡♥ ❬✹✷❪✳ ❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦❝✉s ♦❢ t❤✐s
❧✐t❡r❛t✉r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥ ✜❣✉r✐♥❣ ♦✉t ❤♦✇ s❤❛r❡s ❬✇❤✐❝❤ s❤❛r❡s❄❪ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❝♦♥✢✐❝t r❡s♦❧✉t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥✳

✻



❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✇❤❡r❡ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❛r❡ ❞r✐✈❡♥ ❜②

❝♦♥✢✐❝t ♦✈❡r r❡s♦✉r❝❡s ✭✏❧❛♥❞✑✮✳ ❇② ❡♠♣❧♦②✐♥❣ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ t♦♦❧s ♦❢ ❜② ❑❛♥❞♦r✐✱

▼❛✐❧❛t❤ ❛♥❞ ❘♦❜ ❬✹✻❪ ❛♥❞ ❨♦✉♥❣ ❬✻✶❪ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ ✇✐t❤ r❡❧❛t✐✈❡❧② ✇❡❛❦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s

t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ st♦❝❤❛st✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡ st❛t❡s ✲ t❤❡ ✏t②♣✐❝❛❧✑ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✲ ❛s

t❤♦s❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ st❛t❡s t❤❛t ❢❡❛t✉r❡ ❧❛r❣❡ s♦❝✐❡t✐❡s ♠❛①✐♠✐③✐♥❣

❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s✳

✷✳ ❚❤❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t

❚✐♠❡ ❧❛sts ❢♦r❡✈❡r t = 1, . . . ✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ J ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♣❧♦ts ♦❢ ❧❛♥❞ j = 1, . . . J ✳ ❖♥

❡❛❝❤ ♣❧♦t ♦❢ ❧❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡ N ♣❧❛②❡rs i = 1, . . . N ✳ ■♥ ❡❛❝❤ ♣❡r✐♦❞ t ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r i

♦♥ ❡❛❝❤ ♣❧♦t ♦❢ ❧❛♥❞ j ❝❤♦♦s❡s ♦♥❡ ♦❢ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✐♦♥s a
ij
t ∈ Ai✳ ❆❝t✐♦♥s

❞❡s❝r✐❜❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥s✳ ❲❡ ✉s❡

a
j
t ∈ A ❛♥❞ a

−ij
t ∈ A−i ❢♦r ♣r♦✜❧❡s ♦❢ ❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣❧♦t ♦❢ ❧❛♥❞ j ✐♥ ♣❡r✐♦❞

t✳

P❧❛②❡rs ❝❛r❡ ♦♥❧② ❛❜♦✉t t❤❡ ❛❝t✐♦♥s t❛❦❡♥ ❜② ♣❧❛②❡rs ❧✐✈✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣❡r✐♦❞

✲ t❤❡② ❛r❡ ♠②♦♣✐❝✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t♦ s❛② ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ♣❡r✐♦❞s ❛r❡ ❧♦♥❣ ❡♥♦✉❣❤ t♦

❡♥❝♦♠♣❛ss t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛②❡rs ✲ ❛♥❞ t❤❡② ❝❛r❡ ♦♥❧② ❛❜♦✉t ❛❝t✐♦♥s t❛❦❡♥ ♦♥

t❤❡ s❛♠❡ ♣❧♦t ♦❢ ❧❛♥❞ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡② r❡s✐❞❡✳ Pr❡❢❡r❡♥❝❡s ♦❢ ♣❧❛②❡r i ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜②

❛ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ui(ajt )✳ ❲❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❣❛♠❡ ♦♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣❧♦t ♦❢ ❧❛♥❞ ✐♥❞✉❝❡❞

❜② t❤❡s❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞✉r✐♥❣ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣❡r✐♦❞ ❛s t❤❡ st❛❣❡ ❣❛♠❡✳

❖❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥t❡r❡st ♦♥ ❡❛❝❤ ♣❧♦t ❛r❡ t❤❡ ✭♣✉r❡✮ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ♦❢ t❤❡ st❛❣❡

❣❛♠❡✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡ ♣r♦✜❧❡s a
j
t s✉❝❤ t❤❛t a

ij
t ✐s ❛ ❜❡st✲r❡s♣♦♥s❡ t♦ a

−ij
t ❢♦r ❛❧❧

j✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡ ♥♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t ♣✉r❡ str❛t❡❣② ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❡①✐st✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

❛s ✐s st❛♥❞❛r❞✱ ✇❡ ♠❛② ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ✜♥✐t❡ ❣r✐❞ ♦❢ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣✐❡s ❛♥❞ ❜② ❞♦✐♥❣

s♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ✇❡❛❦❡♥ t❤❡

❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❜❡❧♦✇ s♦ t❤❛t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❛r❡ ❛❜s♦r❜✐♥❣ ♦r ✇❡

♠❛② ♣❡rt✉r❜ ♣❛②♦✛s ❛ s♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥t t♦ ❣❡t ❡①❛❝t ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✳ ■♥ t❤✐s s❡♥s❡ ❡①✐st❡♥❝❡

✐s ♥♦t ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♥❞ ✐♥❞❡❡❞ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ♥♦t ✐♥ t❤❡

❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♠❛② ❜❡ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝✱ ❜✉t t❤❡ ❝❛s❡✱ s✉❝❤ ❛s ✐♥ r❡♣❡❛t❡❞ ♦r s♦❝✐❛❧

♥♦r♠ ❣❛♠❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥②✱ ♠❛♥② ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ ❛♥② t❡❝❤♥✐❝❛❧ ✐ss✉❡✱

✇❡ ✇✐❧❧ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❛ss✉♠❡ ❡①✐st❡♥❝❡✳

P❧♦ts ♦❢ ❧❛♥❞ ❞♦ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ❜✉t ♦♥❧② t❤r♦✉❣❤ ❝♦♥✢✐❝t✳ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥s

❜❡t✇❡❡♥ ♣❧♦ts✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❛r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♥❞ s♦♠❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ❤❛✈❡

♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❛♥❞ ♦t❤❡r ❛♣♣r❡❝✐❛❜❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❚♦ ❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤✐s ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❛ ♥♦✐s❡

♣❛r❛♠❡t❡r ǫ ≥ 0✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧② ✇❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❧✐♠✐ts ❛s ǫ → 0✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣

✼



t❤❡ st❛♥❞❛r❞ t❡r♠✐♥♦❧♦❣② ♦❢ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② t❤❡♦r②✱ s✉❝❤ ❛s ❨♦✉♥❣ ❬✻✶❪✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t

Q[ǫ] ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ǫ✳ ❲❡ s❛② t❤❛t Q ✐s r❡❣✉❧❛r ✐❢ r[Q] ≡ limǫ→0 logQ[ǫ]/ log ǫ ❡①✐sts

❛♥❞ r[Q] = 0 ✐♠♣❧✐❡s limǫ→0Q[ǫ] > 0✳ ❋♦r ❛ r❡❣✉❧❛r Q ✇❡ ❝❛❧❧ r[Q] t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡

♦❢ Q✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❛ ✏❧♦✇❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✑ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❛ ♠♦r❡ r❛♣✐❞ ❞❡❝r❡❛s❡ ❛s

ǫ → 0 ♠❡❛♥s ❛ ❤✐❣❤❡r r❡s✐st❛♥❝❡❀ ❜② ❛♥ ❛♣♣r❡❝✐❛❜❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✇❡ ♠❡❛♥ ❛ r❡s✐st❛♥❝❡

♦❢ ③❡r♦✳ ❖t❤❡r✇✐s❡ ✇❡ s❛② t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳

❈♦♥✢✐❝t ✐s r❡s♦❧✈❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝♦♥✢✐❝t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣

♦♥ ♣❧❛②❡rs ♣❧❛② ♦♥ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♣❧♦ts✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❡❛❝❤ ♣❡r✐♦❞ t t❤❛t ❛ s✐♥✲

❣❧❡ ♣❧♦t ♦❢ ❧❛♥❞ k ✐s ❞✐sr✉♣t❡❞ t♦ ❛♥ ❛❝t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ajt+1
∈ A t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❡r✐♦❞✳

❚❤✐s ❞✐sr✉♣t✐♦♥ ♠❛② ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❝♦♥q✉❡st✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ♥❡✇ ♣r♦✜❧❡ t❤❛t k ✐s

❢♦r❝❡❞ t♦ ♣❧❛② ♠❛② ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❛t ♦❢ ❛ ✏❝♦♥q✉❡r♦r✑ j✱ ❜✉t ✐t ✐s ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧

❝♦♥❝❡♣t✿ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❝♦♥q✉❡st ♠❛② ♥♦t ❜❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥q✉❡r❡❞ ❛❞♦♣t

t❤❡ ❝✉st♦♠s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥q✉❡r♦rs✱ ❜✉t r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝♦♥q✉❡r❡❞ ❢❛❧❧ ✐♥t♦ ❛♥❛r❝❤②✳ ▲❡t

at = (ajt )
j=1,...J ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ❛❝t✐♦♥s ♦✈❡r ♣❧❛②❡rs ❛♥❞ ♣❧♦ts✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✲

✐t② t❤❛t ♣❧♦t k ✐s ❞✐sr✉♣t❡❞ t♦ ❛❝t✐♦♥ ajt+1
✭✇❤✐❝❤ ✐t ✇✐❧❧ ♣❧❛② ❛t t + 1✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ πk(ajt+1
, at)[ǫ] ≥ 0 ✇❤❡r❡ s✐♥❝❡ ❛t ♠♦st ♦♥❡ ♣❧♦t ❝❛♥

❜❡ ❞✐sr✉♣t❡❞
∑J

k=1

∑
a
j
t+1

6=a
j
t
πk(ajt+1

, at)[ǫ] ≤ 1✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤✐s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s

str✐❝t✱ s♦ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ♥♦ ❞✐sr✉♣t✐♦♥ ♦❝❝✉rs✱ ❛♥❞

t❤❛t πk(ajt+1
, at)[ǫ] > 0 ❢♦r ❛❧❧ j ✇❤❡♥ ǫ > 0✳ ◆♦t✐❝❡ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✲

✢✐❝t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♥♦✐s❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ǫ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛❞♠✐ts

♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳

✷✳✶✳ ❍✐st♦r✐❡s ❛♥❞ P❧❛②❡r ❇❡❤❛✈✐♦r

❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♣❧❛②❡rs ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❤✐st♦r② ♦❢ ♣❛st ❡✈❡♥ts ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡✐r

✐♥❝❡♥t✐✈❡s✳ ▲❡t H ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ L✲❧❡♥❣t❤ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❛❝t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s ✐♥ ❛❧❧ ♣❧♦ts✳

❆t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❛ ♣❡r✐♦❞ t❤❡ st❛t❡ ✐s st ∈ S ≡ H1 × . . . HJ ×{0, 1, 2, . . . J}×A✱

t❤❛t ✐s ❛ ❧✐st ♦❢ ✇❤❛t ❤❛s ❤❛♣♣❡♥❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ♣❧♦t ❢♦r t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s L ≥ 2 ♣❡r✐♦❞s

τ = t − L + 1, t − L + 2, . . . t✱ ♣❧✉s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r ♦❢ ✇❤✐❝❤ ♣❧♦t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞✐sr✉♣t❡❞

❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ t♦ ✇❤✐❝❤ ✐t ✇❛s ❞✐sr✉♣t❡❞✳ ❙♦ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t st ♦❢ t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡ S

❤❛s J + 2 ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✿ t❤❡ ✜rst J ❛r❡ ❤✐st♦r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐♦♥s✱ sjt = hjt , j = 1, . . . J

✇❤❡r❡ hjt = (ajτ )tτ=t−L+1
❀ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ sJ+1

t ∈ {0, 1, 2, . . . J} ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❞✐sr✉♣t❡❞

♣❧♦t✱ ✇❤❡r❡ sJ+1
t = 0 ✐s ✉s❡❞ t♦ ♠❡❛♥ t❤❛t ♥♦ ♣❧♦t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞✐sr✉♣t❡❞❀ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st

❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ♥❡✇ ❛❝t✐♦♥ ✭✐❢ ❛♥②✮✱ s♦ sJ+2
t ∈ A✳ ❚❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss

♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ❢♦❝✉s❡❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ t♦ ❜❡ ▼❛r❦♦✈ ♦♥ t❤✐s st❛t❡ s♣❛❝❡✱ ❛♥❞

✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s1✳

✽



❲❡ ♥♦✇ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ♦♥ ❡❛❝❤ ♣❧♦t j ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛t t✐♠❡ t✳ ■❢

❛ ♣❧♦t ✇❛s ❞✐sr✉♣t❡❞✱ t❤❛t ✐s j = sJ+1

t−1
> 0✱ t❤❡♥ ♣❧❛②❡rs ♦♥ t❤❛t ♣❧♦t ♣❧❛② a

j
t = sJ+2

t ✳

❖t❤❡r✇✐s❡ ♣❧❛② ✐s st♦❝❤❛st✐❝✱ ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r ♣❧❛②s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✱ ❛♥❞ ♣❧❛② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧②

♦♥ t❤❡ ❤✐st♦r② ❛t t❤❛t ♣❧♦t✿ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② Bi(sjt−1
) t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r

Ai ♣❧❛②❡❞ ❜② ♣❧❛②❡r i ❛t t✐♠❡ t ♦♥ ♣❧♦t j✳

❋♦r ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r ✇❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ st❛t❡s✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳ ❆ q✉✐❡t st❛t❡ st ❢♦r ♣❧❛②❡r i ♦♥ ♣❧♦t j ✐s ❛ st❛t❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛❝t✐♦♥
♣r♦✜❧❡s ❤❛✈❡ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡❞ ♦♥ t❤❛t ♣❧♦t✱ ajt−L+1

= a
j
t−L+2

= · · · = a
j
t ✱ ❛♥❞ ❢♦r ✇❤✐❝❤

a
ij
t ✐s ❛ ❜❡st r❡s♣♦♥s❡ t♦ a

−i,j
t ✳ ❲❡ ❝❛❧❧ aijt t❤❡ st❛t✉s q✉♦ r❡s♣♦♥s❡✳ ❆♥② st❛t❡ st❛t❡

❢♦r ♣❧❛②❡r i ♦♥ ♣❧♦t j ♦t❤❡r t❤❛♥ ❛ q✉✐❡t st❛t❡ ✐s ❛ ♥♦✐s② st❛t❡✳

■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐♥ ❛ q✉✐❡t st❛t❡✱ ♥♦t❤✐♥❣ ❤❛s ❝❤❛♥❣❡❞ ❛♥❞ ♣❧❛②❡r i ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦✐♥❣

t❤❡ ✏r✐❣❤t t❤✐♥❣✑ ❢♦r ❛t ❧❡❛st L ♣❡r✐♦❞s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✐❢ ♥♦t ❞✐sr✉♣t❡❞✱

t❤❡ ♣❧❛②❡r ❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ ♣❧❛② t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②❀ ♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ ❝❤❛♥❝❡ ♦❢ ♣✐❝❦✐♥❣

❛♥② ♦t❤❡r ❛❝t✐♦♥✿

❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶✳ ■❢ st−1 ✐s ❛ q✉✐❡t st❛t❡ ✇❤❡r❡ a
ij
t ✐s t❤❡ st❛t✉s q✉♦ r❡s♣♦♥s❡✱ t❤❡♥

Bi(sjt−1
)(aijt ) = 1✳ ■❢ st−1 ✐s ❛ ♥♦✐s② st❛t❡ ❢♦r ♣❧❛②❡r i ♦♥ ♣❧♦t j t❤❡♥ Bi(sjt−1

)(aijt ) > 0

❢♦r ❛❧❧ aijt ∈ Ai✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✐♥ ❛ ♥♦✐s② st❛t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝❤❛♥❣❡ ✐s ❛♣♣r❡❝✐❛❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t

✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ✉♣♦♥ ǫ✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✐♥ ❛ ♥♦✐s② st❛t❡ ❝❤❛♥❣❡

✐s q✉✐t❡ r❛♣✐❞ ✉♥t✐❧ ❛ q✉✐❡t st❛t❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❛❣❛✐♥✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥

t❤❛t ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s r❡❛❝❤❡❞ r❡❧❛t✐✈❡❧② r❛♣✐❞❧② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❞✐sr✉♣t✐♦♥✳ ❚❤✐s

❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ❡✈❡♥ ✐♥ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t✐♠❡s✱ ✇❤✐❧❡ s♦❝✐❡t② ❛s ❛ ✇❤♦❧❡

♠❛② ❜❡ ❞✐sr✉♣t❡❞✱ ♣❡♦♣❧❡ ♠❛♥❛❣❡ t♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ t❤❡♠s❡❧✈❡s t♦ ♥❡✇ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s

❛♥❞ ❛❝❤✐❡✈❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② r❡❧❛t✐✈❡❧② q✉✐❝❦❧②✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ r❡❢✉❣❡❡s ❞✉r✐♥❣

t✐♠❡ ♦❢ ✇❛r ♠❛② ❜❡ q✉✐t❡ ♠✐s❡r❛❜❧❡✱ ❜✉t ♥❡✈❡r✲t❤❡✲❧❡ss ❣❡♥❡r❛❧❧② s❡❡♠ t♦ ❛❞❥✉st

✐♥ ❛ s❡♥s✐❜❧❡ ✇❛② t♦ t❤❡✐r ♥❡✇ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② ✐♥ ♣r✐s♦♥❡r ♦❢ ✇❛r ❝❛♠♣s✱

♣❡♦♣❧❡ s❡❡♠ t♦ q✉✐❝❦❧② ❛❞❥✉st ❞❡✈❡❧♦♣ ♥❡✇ st❛❜❧❡ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ✇❡❧❧ ♦r❣❛♥✐③❡❞

❤✐❡r❛r❝❤② ❛♥❞ tr❛❞❡ ✲ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✉s✐♥❣ ❝✐❣❛r❡tt❡s ❛s ❝✉rr❡♥❝②✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳ ❆ st❛t❡ st ✐s ❛ ◆❛s❤ st❛t❡ ✐❢ ❡✈❡r② ♣❧♦t ♦❢ ❧❛♥❞ ✐s ✐♥ ❛ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
❛♥❞ ✐t ✐s q✉✐❡t ❢♦r ❡✈❡r② ♣❧❛②❡r ✐♥ ❡✈❡r② ♣❧♦t✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✐❢ ❛ st❛t❡ ✐s ◆❛s❤ t❤❡♥ ❛❧❧ ♣❧♦ts ❛r❡ q✉✐❡t✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✉♥❧❡ss t❤❡r❡ ✐s ❛

❞✐sr✉♣t✐♦♥✱ t❤❡ ♥❡①t st❛t❡ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ❛

❞✐sr✉♣t❡❞ ♣❧♦t ❜❡❣✐♥s ❛ ♣♦ss✐❜❧② ❧♦♥❣ ❡♣♦❝❤ ♦❢ t✉r♠♦✐❧ ✇❤✐❝❤ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡
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♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ✇✐❧❧ ❡♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❧♦t ❡♥t❡r✐♥❣ ❛♥ ❡①✐st✐♥❣ s♦❝✐❡t②✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ t❤❡♥ ❜❡

str❡♥❣t❤❡♥❡❞✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s♦❝✐❡t✐❡s ✐s t❤✉s ✈✐❡✇❡❞ ❛s ♠♦r❡ ✢❡①✐❜❧❡

❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❛♥ ❛ ♠✐❧✐t❛r② ❝♦♥q✉❡st ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② s✉❜♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧♦s❡r✳ ❙♦❝✐❡t✐❡s

❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢♦r♠❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

❘❡♠❛r❦ ✶✳ ❚❤✐s ❞②♥❛♠✐❝ ✐s ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❋♦st❡r ❛♥❞ ❨♦✉♥❣ ❬✸✺❪ ✲ ✐t ✐s ❛
s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡❧② ♣❧❛✉s✐❜❧❡ ♠♦❞❡❧✳ ■t ❤❛s t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢
❝♦♥✢✐❝t ❡❛❝❤ ♣❧♦t ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❜s♦r❜❡❞ ✐♥ s♦♠❡ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❛♥❞ t❤❛t ❛❧❧ ♦❢ t❤❡s❡
❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❤❛✈❡ s♦♠❡ ❝❤❛♥❝❡ ♦❢ ♦❝❝✉rr✐♥❣✳

✸✳ ❙♦❝✐❡t✐❡s ❛♥❞ ❈♦♥✢✐❝t

❲❡ ♥♦✇ ✇✐s❤ t♦ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❣r❡❛t❡r ❞❡t❛✐❧✳ ❚❤❡

❝❡♥tr❛❧ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s t❤❛t ❝♦♥✢✐❝t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ✐♥ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✇❛② ♦♥

t✇♦ t❤✐♥❣s✿ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♣❧❛②❡rs t♦ ❡①♣❛♥❞ ❛♥❞ t❤❡✐r ❞❡s✐r❡ t♦ ❞♦ s♦✳

❚❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❡①♣❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ s✐③❡✿ ❛ ♣r♦s♣❡❝t✐✈❡ ✐♥✈❛❞❡r ✇♦✉❧❞ ✜♥❞ ✐t ♠✉❝❤

❡❛s✐❡r t♦ ❝♦♥q✉❡r✱ s❛②✱ ❙✐♥❣❛♣♦r❡✱ t❤❛♥✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❙❤❛♥❣❤❛✐✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t

❈❤✐♥❛✱ ✇❤✐❧❡ ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ❛ ♣♦♦r❡r s♦❝✐❡t② t❤❛♥ ❙✐♥❣❛♣♦r❡✱ ❤❛s ❛ ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r ❛♥❞ ♠♦r❡

❝❛♣❛❜❧❡ ♠✐❧✐t❛r②✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ♣❧♦ts ♦❢ ❧❛♥❞ ❛r❡ ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥t♦ ❧❛r❣❡r s♦❝✐❡t✐❡s✱

❛♥❞ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ s♦❝✐❡t② t♦ ❞❡❢❡♥❞ ✐ts❡❧❢ ✲ ♦r t♦ ❝♦♥q✉❡r ♦t❤❡r s♦❝✐❡t✐❡s ✲ ❞❡♣❡♥❞s

❛t ❧❡❛st ✐♥ ♣❛rt ♦♥ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ r❡s♦✉r❝❡s ♦❢ t❤❛t s♦❝✐❡t②✱ ♥♦t ♠❡r❡❧② t❤❡ r❡s♦✉r❝❡s

♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣❧♦ts ♦❢ ❧❛♥❞✳ ❚♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤✐s ✐❞❡❛ ✇❡ ♠✉st s♣❡❝✐❢② ❤♦✇ ♣❧♦ts ♦❢ ❧❛♥❞

❛❣❣r❡❣❛t❡ ✐♥t♦ ❧❛r❣❡r s♦❝✐❡t✐❡s✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ r❡q✉✐r❡ t❤❛t ❜❡❤❛✈✐♦r ♦♥ ❛ ♣❧♦t ♦❢ ❧❛♥❞

❜❡ ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❤♦✐❝❡s ♦♥ t❤❡ ♣❧♦t ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥

❝❤♦✐❝❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ♣r♦✜❧❡✳ ❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ❛r✐s❡s ❛s ❤♦✇ t❤❡ ❞❡s✐r❡s ♦❢

❞✐✛❡r❡♥t ♣❧♦ts ❛r❡ r❡❝♦♥❝✐❧❡❞✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ♣❧♦ts t♦ ❢♦r♠ ❛❧❧✐❛♥❝❡s✿ ♦♥❡ ♣❧♦t

♣❧❛②✐♥❣ a
j
t = A ♠❛② ❜❡ ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ❛❧❧② ♦♥❧② ✇✐t❤ ♣❧♦ts ♣❧❛②✐♥❣ B✱ ✇❤✐❧❡ ❛ ♣❧♦t ♣❧❛②✐♥❣

B ♠❛② ❜❡ ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ❛❧❧② ✇✐t❤ ❡✐t❤❡r A ♦r C✳ ❆s ♦✉r ❣♦❛❧ ✐s ♥♦t t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞

t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❡ s✐♠♣❧② ❛ss✉♠❡ t❤❛t ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞

✐♥t♦ s♦❝✐❡t✐❡s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❛❣r❡❡✐♥❣ t❤❛t t❤❡②

❛r❡ ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ❛❧❧② t❤❡♠s❡❧✈❡s ✇✐t❤ ❛♥② ♦t❤❡r ♣r♦✜❧❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s✉❜s❡t✳ ❋♦r♠❛❧❧②

✇❡ ❛ss✐❣♥ ❡❛❝❤ ❛❝t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ a
j
t ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ✈❛❧✉❡ χ(ajt ) ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ✇❤✐❝❤ s♦❝✐❡t②

t❤❛t ♣r♦✜❧❡ ✇✐s❤❡s t♦ ❜❡❧♦♥❣ t♦✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ t❤❛t χ(ajt ) = 0 ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛♥

✉♥✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦ ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛♥② ❧❛r❣❡r s♦❝✐❡t②✳ ❆❧❧ ♣❧♦ts j ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♥♦♥✲③❡r♦

✈❛❧✉❡ x ♦❢ χ(ajt ) t❤❡♥ ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s♦❝✐❡t②✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ t❤❡♥ r❡♣r❡s❡♥t❡❞

❜② t❤❛t ✐♥t❡❣❡r x✳

✶✵



◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✐♠♣❧✐❝✐t❧② t❤✐s r❡q✉✐r❡s t❤❛t ✐❢ ❛ ♣❧♦t ✐s ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ❛❧❧② ✐ts❡❧❢✱ ✐t ✐s

✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ❛❧❧② ✐ts❡❧❢ ✇✐t❤ ♣❧♦ts ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❛❝t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛ ♣❧♦t

t❤❛t ❝❤❛♥❣❡s ✐ts ♣r♦✜❧❡ ♠❛② ❜② ❞♦✐♥❣ s♦ ❝❤❛♥❣❡ s♦❝✐❡t✐❡s✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛♥♦♥②✲

♠♦✉s ♣❧♦ts t❤❛t ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ♦♥❧② ❜② t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♦♥

t❤♦s❡ ♣❧♦ts t❤✐s s❡❡♠s ❛ s❡♥s✐❜❧❡ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❜r♦❛❞

♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ s♦❝✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐t ♠❛❦❡s s❡♥s❡ t❤❡ ❛❧❧✐❛♥❝❡s ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ s✐♠✲

✐❧❛r✐t② ♦❢ ❝✉❧t✉r❡✿ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ✐t ✇✐❞❡❧② t❤♦✉❣❤t t❤❛t t❤❡ ❊❯ ✐♥t❡r✈❡♥❡❞ ✐♥ t❤❡

❨✉❣♦s❧❛✈✐❛♥ ❝✐✈✐❧ ✇❛r ❜❡❝❛✉s❡ ✏❨✉❣♦s❧❛✈✐❛ ✐s ❛ ❲❡st❡r♥ ❝♦✉♥tr②✑ ✇❤✐❧❡ ♥♦t ✐♥t❡r✈❡♥✲

✐♥❣ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ❆❢r✐❝❛♥ ❝✐✈✐❧ ✇❛rs ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❛ ❧❛❝❦ ♦❢ ❛✣♥✐t② ✇✐t❤ t❤♦s❡ ❝♦✉♥tr✐❡s✳

❙✐♠✐❧❛r❧② ■s❧❛♠✐❝ ❝♦✉♥tr✐❡s ✇✐❧❧ ❣❡♥❡r❛❧❧② s✉♣♣♦rt ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r ✐♥ ❝♦♥✢✐❝ts ✇✐t❤ ♥♦♥✲

■s❧❛♠✐❝ ♥❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t ❜❡t✇❡❡♥ ■sr❛❡❧ ❛♥❞ P❛❧❡st✐♥❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❞♦

♥♦t r✉❧❡ ♦✉t ✏♠✉❧t✐❝✉❧t✉r❛❧✐s♠✑✱ t❤❛t ✐s✱ ❛ ♣❧♦t ♠❛② ❛❣r❡❡ t♦ ❜❡ ❛❧❧✐❡❞ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡

s♦❝✐❡t② ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♣❧♦ts t❤❛t ✉s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦✜❧❡ ✲ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❯♥✐♦♥ s♣r✐♥❣s t♦

♠✐♥❞ ❛s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ s♦❝✐❡t②✳ ❲❡ ❞✐s❝✉ss ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♠❛♣ χ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧

✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳

❙♦❝✐❡t✐❡s ♥♦t ♦♥❧② ✈❛r② ✐♥ s✐③❡✱ ❜✉t ❛r❡ ❛❧s♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❛❧s♦ ❜② t❤❡✐r ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥

t♦ ❡①♣♦rt t❤❡✐r ✐❞❡❛s ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ ♥♦r♠s✳ ❘❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ ❡①♣❛♥✲

s✐♦♥❛r② ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ✉♥✐✈❡rs❛❧ ✲ ❛♥ ✐♥s✉❧❛r s♦❝✐❡t② ✐s ♥♦t ❧✐❦❡❧② t♦ ❡①♣❛♥❞✳✽

❘❡❧✐❣✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❈❤r✐st✐❛♥✐t② ❛♥❞ ■s❧❛♠ ❤❛✈❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧❧② ❜❡❡♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② tr②✐♥❣

❛❝t✐✈❡❧② t♦ ❝♦♥✈❡rt ♥♦♥❜❡❧✐❡✈❡rs✳ ❇② ❝♦♥tr❛st s✐♥❝❡ t❤❡ ❞✐❛s♣♦r❛ ❏✉❞❛✐s♠ ❤❛s ❜❡❡♥

r❡❧❛t✐✈❡❧② ✐♥s✉❧❛r ✐♥ t❤✐s r❡s♣❡❝t✱ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ❤❛s ❜❡❡♥ tr✉❡ ♦❢ ♦t❤❡r ❣r♦✉♣s s✉❝❤ ❛s

t❤❡ ❖❧❞ ❇❡❧✐❡✈❡rs ✐♥ ❈③❛r✐st ❘✉ss✐❛✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❞❡♥♦t❡❞ ❜② χ(ajt ) = 0 ✐s♦❧❛t❡❞

♣❧♦ts ♦❢ ❧❛♥❞ t❤❛t ❛r❡ ✉♥✇✐❧❧✐♥❣ ♦r ✉♥❛❜❧❡ t♦ ❛❣r❡❡ ♦♥ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❛ ❧❛r❣❡r ❝♦❧❧❡❝✲

t✐✈✐t②✳ ❲❡ ❝❧❛ss✐❢② t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ s♦❝✐❡t✐❡s ✐♥t♦ t✇♦ t②♣❡s✿ ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② ❢♦r t❤♦s❡

t❤❛t ❛❝t✐✈❡❧② ❛tt❡♠♣t t♦ s♣r❡❛❞ t❤❡♠s❡❧✈❡s ♦r ♥♦♥✲❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② ❢♦r t❤♦s❡ t❤❛t ❞♦

♥♦t✱ ❛♥❞ ❛s ❛ ❢♦r♠❛❧ ♠❛tt❡r✱ s✐♥❝❡ ✇❡ r❡q✉✐r❡ t❤❛t t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ♦❢ ❛ ♣❧♦t ♦❢ ❧❛♥❞

r❡✢❡❝t t❤❡ ✉♥❞❡r❧✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛❝t✐♦♥s t❛❦❡♥ t❤❡r❡✱ ✇❡ ✉s❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ χ(ajt )

❢♦r t❤♦s❡ s♦❝✐❡t✐❡s t❤❛t ❛r❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r②✱ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤♦s❡ t❤❛t ❛r❡ ♥♦t✳

❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ s❡tt✐♥❣s ✇✐t❤ ♠❛♥② ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t

❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ✐♥ ❢❛❝t ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r②✿

❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ st❛❣❡ ❣❛♠❡ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①♣❛♥✲
s✐♦♥❛r②✱ t❤❛t ✐s ❤❛s χ(ajt ) > 0✳✾

✽❖✉r ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❡①♣❛♥s✐♦♥✐s♠ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❆♦❦✐✱ ▲❡❤♠❛♥♥ ❛♥❞ ❋❡❧❞♠❛♥ ❬✷✵✶✶❪✬s t❤❡♦r② ♦❢ t❤❡
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s✳

✾◆♦t❡ t❤❛t ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t ❛ s♦❝✐❡t② ✐s ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② ♣❧❛②s ♥♦ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ◆❛s❤

✶✶



✸✳✶✳ ❈♦♥✢✐❝t ❘❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❋r❡❡ ❘❡s♦✉r❝❡s

❲❡ ♥♦✇ ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ✏❛❜✐❧✐t② t♦ ❡①♣❛♥❞✑ ❛s♣❡❝t ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ ✐♥✲

tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s ❛s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❡①♣❛♥❞✳ ❲❡ ❜❡❣✐♥

❜② ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❤♦✇ t❤❡ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❧♦ts ✐♥t♦ s♦❝✐❡t✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✐♦♥s t❛❦❡♥ ♦♥

t❤♦s❡ ♣❧♦ts r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❞✐sr✉♣t✐♦♥ ♦❢ ♣❧♦ts ♦❢ ❧❛♥❞ t❤r♦✉❣❤ ❝♦♥✢✐❝t ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r✲

❡♥t s♦❝✐❡t✐❡s✳ ❚❤✐s ✇❛s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r♠❛❧❧② ❜② t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ♥♦✇

❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❣r❡❛t❡r ❞❡t❛✐❧✳

❋✐rst ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s♦❝✐❡t② x ❜❡✐♥❣ ❞✐sr✉♣t❡❞✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜②Π(x, at)[ǫ]✱

❛s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ♣❧♦ts ✐s ❞✐sr✉♣t❡❞ t♦ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥✳ ◆♦t❡

t❤❡ ǫ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ x 6= 0 t❤✐s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Π(x, at)[ǫ] =
∑

k|χ(akt )=x

∑

a
j
t+1

6=akt

πk(ajt+1, at)[ǫ],

❛♥❞ ❢♦r ❛♥ ✐s♦❧❛t❡❞ s♦❝✐❡t② ♣❧❛②✐♥❣ akt ❜②

Π(akt , at)[ǫ] =
∑

a
j
t+1

6=akt

πk(ajt+1, at)[ǫ].

❲❡ ♠❛❦❡ t❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❞✐sr✉♣t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ Π(x, at)[ǫ] ✐s

r❡❣✉❧❛r ❛♥❞ t❤❛t r❡s✐st❛♥❝❡ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ✇❡ ♠❛②

t❛❦❡ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ r❡s✐st❛♥❝❡ t♦ ❜❡ ♦♥❡ s♦ t❤❛t r[Π(x, at)] ≤ 1✳

❆s ✇❡ s❛✐❞✱ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❡①♣❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞s ♥♦t ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡ t♦ ❞♦ s♦✱ ❜✉t

❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ✐♥ ❛

♣❧♦t ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ f(ajt ) > 0 ❝❛❧❧❡❞ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s✳ ❚❤✐s ❤❛s

❢♦r t❤❡ ♠♦♠❡♥t ♥♦ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❝♦♥t❡♥t✱ ❜✉t ✇❡ ❛s❦ t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ ✐♥t❡r♣r❡t ✐t ❛s ❛

s❝❛❧❛r ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❞✐sr✉♣t ♥❡✐❣❤❜♦rs ❛♥❞ ❛✈♦✐❞ ❞✐sr✉♣t✐♦♥❀ ❝♦♥❝r❡t❡

s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s ✐s ❞❡❢❡rr❡❞ t♦ s❡❝t✐♦♥s ✺✲

✼✳ ❲❤❛t ♠❛tt❡rs✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ r❡s♦❧✈✐♥❣ ❝♦♥✢✐❝t ❛r❡ ♥♦t ♠❡r❡❧② ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s ♦♥ ❛

♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣❧♦t ♦❢ ❧❛♥❞ ❜✉t r❛t❤❡r t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❛ s♦❝✐❡t②✳

❋♦r ❛ ♥♦♥✲✐s♦❧❛t❡❞ s♦❝✐❡t② x 6= 0 t❤✐s ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡

♣❧♦ts ♦❢ t❤❛t s♦❝✐❡t②

F (x, at) =
∑

χ(ajt )=x

f(ajt ).

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

✶✷



✶✵ ◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ ❛ s♦❝✐❡t② x ✐s ♥♦t ♣r❡s❡♥t ✐♥ at t❤❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛❣❣r❡❣❛t❡

❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s F ❛r❡ ③❡r♦✳ ◆♦t✐❝❡ ❛❧s♦ t❤❛t ❞✉❡ t♦ ♠✉❧t✐❝✉❧t✉r❛❧✐s♠✱ ❛ s♦❝✐❡t②✬s ❢r❡❡

r❡s♦✉r❝❡s ❞❡♣❡♥❞ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧❧② ♦♥ at ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❛❞♠✐tt❡❞ ♣r♦✜❧❡s ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t

❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❤♦✇ ♠❛♥② ♦❢ ❡❛❝❤ ❦✐♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡✳

✸✳✷✳ ❉✐sr✉♣t✐♦♥✱ ❊①♣❛♥s✐♦♥✐s♠ ❛♥❞ ❋r❡❡ ❘❡s♦✉r❝❡s

❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ ✐♥ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ t♦ st❛t❡ ♦✉r t❤r❡❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s r❡❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❞✐sr✉♣t✐♦♥

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② Π t♦ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t t❤❡ ♠♦r❡ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s ❛

s♦❝✐❡t② ❤❛s t❤❡ ♠♦r❡ ❞✐sr✉♣t✐✈❡ ✐t ✐s t♦ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs ❛♥❞ t❤❡ ❧❡ss ❧✐❦❡❧② ✐t ✐s t♦ ❜❡

❞✐sr✉♣t❡❞ ❜② ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♥♦♥✲❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② s♦❝✐❡t✐❡s ❛r❡ ♥♦t ❞✐sr✉♣t✐✈❡

t♦ t❤❡✐r ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ❲❡ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡s❡ ✐❞❡❛s t❤r♦✉❣❤ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♣❡❝✐✜❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳

❚❤❡ ✜rst ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s t❤❛t ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t✇♦ s♦❝✐❡t✐❡s✱ r❡s✐st❛♥❝❡ t♦ ❞✐sr✉♣t✐♦♥ ✐s

❧♦✇❡r ❢♦r t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ ❢❡✇❡r ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s✱ ❛♥❞ ✐♥❞❡❡❞ r❡s✐st❛♥❝❡ t♦ ❞✐sr✉♣t✐♦♥ ✇❤❡♥

t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② s♦❝✐❡t② ✇✐t❤ ❛t ❧❡❛st ❛s ♠❛♥② ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s ✐s ③❡r♦✳ ▲❡t

E(x) ❞❡♥♦t❡ ✇❤❡t❤❡r x ✐s ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② ♦r ♥♦t✱ t❤❛t ✐s✱ E = 1 ✐❢ x > 0✱ ❛♥❞ E = 0

♦t❤❡r✇✐s❡✳

❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✸✳ ❬▼♦♥♦t♦♥✐❝✐t②❪ ■❢ F (x, at) ≤ F (x′, at) t❤❡♥ r[Π(x, at)] ≤ r[Π(x′, at)]✱
❛♥❞ r[Π(x, at)] = 0 ✐❢ E(x′) = 1✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ at+1 ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ at s♦❧❡❧② ✐♥ t❤❛t
s♦❝✐❡t② x ❤❛s ❧♦st ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❧♦t ♦❢ ❧❛♥❞✱ t❤❡♥ r[Π(x, at+1)] ≤ r[Π(x, at)]✳

❚❤❡ ✜rst ♣❛rt s❛②s t❤❛t ✐❢ t✇♦ s♦❝✐❡t✐❡s ❝♦❡①✐st ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ♣❛rt ♦❢

t❤❡ s❛♠❡ at t❤❡♥ t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ ♠♦r❡ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s ❤❛s ❛t ❧❡❛st t❤❡ s❛♠❡ r❡s✐st❛♥❝❡

❛s t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ ❢❡✇❡r ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt str❡♥❣t❤❡♥s t❤✐s t♦ s❛② t❤❛t

❛♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② s♦❝✐❡t② ✇✐t❤ ❛t ❧❡❛st ❛s ♠❛♥② ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s ❛s ❛ r✐✈❛❧ ✐♥ ❢❛❝t ❤❛s ❛♥

❛♣♣r❡❝✐❛❜❧❡ ❝❤❛♥❝❡ ♦❢ ❞✐sr✉♣t✐♥❣ ✐t✳ ❚❤✐s r✉❧❡s ♦✉t t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡r❡ s✐♠✉❧t❛✲

♥❡♦✉s❧② ❜❡✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② s♦❝✐❡t✐❡s ❢♦r ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t✐♠❡✱ ❛♥❞

❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ ✉s❡ ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ❛❦✐♥ t♦ ❊❧❧✐s♦♥ ❬✸✸❪✬s ♠❡t❤♦❞ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐✉s✳ ❲✐t❤♦✉t ✐t✱

t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♠♦r❡ ❛❦✐♥ t♦ ❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦✲r❛❞✐✉s✱ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥❡✐t❤❡r ❜❡❡♥

❛❜❧❡ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ r❡s✉❧t ♥♦r ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦✉♥t❡r✲❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡✳ ❚❤❡ t❤✐r❞

♣❛rt s❛②s t❤❛t ❧♦s✐♥❣ ❧❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝r❡❛s❡ r❡s✐st❛♥❝❡✳

✶✵■t ♠❛② ❜❡ t❤❛t ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s ❣r♦✇ ❧❡ss t❤❛♥ ❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❧♦ts✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡ t✇♦ ♣❧♦ts ❡❛❝❤ ✇✐t❤ ❛ ✉♥✐t ♦❢ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s ♠❛② ❜❡ ✇❡❛❦❡r t❤❛♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❧♦t ✇✐t❤ t✇♦
✉♥✐ts ♦❢ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s ✐❢ ♥♦t ❛❧❧ t❤❡ ✉♥✐ts ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❜✐❧✐③❡❞ ❢♦r ❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦r t❤❡r❡ ❛r❡ ♦t❤❡r
❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❧♦ts✳ ❁✐♥s❡rt r❡❢ t♦ ♦❧❞ ✈❡rs✐♦♥❃ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ❤❡r❡
r❡♠❛✐♥ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ✐❢ ❧✐♥❡❛r ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t
❛❣❣r❡❣❛t❡ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s ❢♦r ❛ s♦❝✐❡t② ❛r❡ str✐❝t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s ♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣❧♦ts✳

✶✸



❖✉r ♥❡①t ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦♥ Π s♣❡❝✐✜❡s t❤❛t r❡s✐st❛♥❝❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢

❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② t✇♦ s♦❝✐❡t✐❡s✳ ❙❛② t❤❛t at ✐s ❜✐♥❛r② ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡

♦♥❧② t✇♦ s♦❝✐❡t✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❛s x ❛♥❞ x′✳

❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✹✳ ❬❘❛t✐♦❪ ■❢ at ✐s ❜✐♥❛r② t❤❡♥

r[Π(x, at)] = q(F (x′, at)/F (x, at), E(x′)),

✇❤❡r❡ q ✐s ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ ❧❡❢t ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥ t❤❡ ✜rst ❛r❣✉♠❡♥t✱ q(0, E) =
q(φ, 0) = 1 ❛♥❞ t❤❡r❡ ❡①✐sts φ > 0 s✉❝❤ t❤❛t q(φ, 1) > 0✳

■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ r❡s✐st❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❜✐♥❛r② ❝❛s❡ ❞❡♣❡♥❞s ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ♦♥ ❢r❡❡ r❡✲

s♦✉r❝❡s ❛♥❞ ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t t❤❡ r✐✈❛❧ s♦❝✐❡t② ✐s ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r②✳ ▼♦r❡♦✈❡r q(0, E) = 1

s❛②s t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ ♦♣♣♦♥❡♥t ❤❛s ③❡r♦ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s r❡s✐st❛♥❝❡ ✐s ❛t t❤❡ ❤✐❣❤❡st

♣♦ss✐❜❧❡ ❧❡✈❡❧ ✲ r❡❝❛❧❧ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t r❡s✐st❛♥❝❡ ✐s ❛❧✇❛②s ❜♦✉♥❞❡❞ ❛❜♦✈❡

❜② ♦♥❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ q(φ, 0) = 1 ❛ss❡rts t❤❛t ❛ ♣❧♦t t❤❛t ✐s ♥♦t ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② ❛❧✇❛②s

❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ s❛♠❡ ♠❛①✐♠❛❧ r❡s✐st❛♥❝❡ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ ❤♦✇ ♠❛♥② ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s ✐t ❤❛s

❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ q(0, E) = 1 ❛♣♣❧✐❡s t♦ ♠✉t❛t✐♦♥s ✲ ❛❝t✐♦♥s

t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❝✉rr❡♥t❧② ❜❡✐♥❣ ✉s❡❞✳ ■♥ t❤✐s s❡t✉♣ t❤❡ ❝❤❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠✉t❛t✐♦♥ ❡♥t❡r✐♥❣

t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ✭✐♥ r❡s✐st❛♥❝❡ t❡r♠s✮ ❢♦r ❛❧❧ ♠✉t❛t✐♦♥s ✲ t❤❡ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s

❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✉t❛♥t ❛❝t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ❜❡❝♦♠❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ✐♥✐t✐❛t✐♥❣ ♦r ❞❡❢❡♥❞✲

✐♥❣ ❛❣❛✐♥st ❞✐sr✉♣t✐♦♥ ♦♥❧② ❛❢t❡r ✐t ❡♥t❡rs t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✲ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ❛❢t❡r

t❤❡ ♠✉t❛t✐♦♥ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡✳ ❚❤✐s ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ♦✉r ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ s♦❝✐❡t✐❡s ❝♦r✲

r❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛❝t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❝✉rr❡♥t❧② ✐♥ ✉s❡ ❤❛✈❡ ③❡r♦ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s✳

❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t ♠✉t❛♥ts ♥❡❡❞ ❛ ♣❡r✐♦❞ t♦ ❣❡t ♦r❣❛♥✐③❡❞✳

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✸ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t φ̄ = inf{φ|q(φ, 1) = 0} ≤ 1✱ s✐♥❝❡

❡✈❡♥t✉❛❧❧② ✐❢ ❛♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② s♦❝✐❡t② ❤❛s ❡♥♦✉❣❤ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s✱ ✐t ❤❛s ❛♥ ❛♣♣r❡❝✐❛❜❧❡

❝❤❛♥❝❡ ♦❢ ❞✐sr✉♣t✐♥❣ ❛ r✐✈❛❧ ♣❧♦t ♦❢ ❧❛♥❞✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❜❡❝❛✉s❡ r[q(φ, 1)] ✐s ❧❡❢t r❛t❤❡r

t❤❛♥ r✐❣❤t ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✇❡ ♠✉st ✉s❡ t❤❡ inf ❤❡r❡✱ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ss✉♠❡❞

❡①♣❧✐❝✐t❧② t❤❛t t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ φ > 0 ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡ ✐s str✐❝t❧②

♣♦s✐t✐✈❡✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t φ̄ > 0✳ ▲♦♦❦✐♥❣ ❛t ✇❤❛t t❤✐s ♠❡❛♥s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱

✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤✐s ③❡r♦ ✉♣ t♦ φ̄ ❛❢t❡r ✇❤✐❝❤ ✐t ❜❡❝♦♠❡s str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❚❤❛t ✐s✱ ✐♥

t❤❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ ❝❛s❡ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ s♦❝✐❡t② ❤❛s ♥♦ ❝❤❛♥❝❡ ❛t ❛❧❧ ♦❢ ❞✐sr✉♣t✐♥❣ ❛ ♣❧♦t

❢r♦♠ ❛ ❧❛r❣❡r ♦♥❡✳

❚❤❡ ❧❛st ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦♥ Π st❛t❡s t❤❛t ❞✐sr✉♣t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② ✇❤❡♥ ♦♣♣♦✲

♥❡♥ts ❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞✳ ▲❡t Υ(at) ❞❡♥♦t❡ ❛❧❧ t❤❡ s♦❝✐❡t✐❡s ✐♥ at✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ x 6= 0

✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ χ ♣❧✉s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ajt t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✐s♦❧❛t❡❞ s♦❝✐❡t✐❡s✱

t❤❛t ✐s ✇✐t❤ χ(ajt ) = 0✳

✶✹



❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✺✳ ❬❉✐✈✐❞❡❞ ❖♣♣♦♥❡♥ts❪ ■❢ at ✐s ❜✐♥❛r②✱ ãt ❤❛s F (x, at) = F (x, ãt) ❛♥❞∑
x′∈Υ(at)\x

F (x′, at) ≥
∑

x′∈Υ(ãt)\x
F (x′, ãt) t❤❡♥ r[Π(x, at)] ≤ r[Π(x, ãt)]✳

✹✳ ❉②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ❙t♦❝❤❛st✐❝❛❧❧② ❙t❛❜❧❡ ❙t❛t❡s

❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ st❛❣❡ ❣❛♠❡ ❛♥❞ ♦❢ ❞✐sr✉♣t✐♦♥ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧

r✉❧❡s ♦❢ t❤❡ ♣❧❛②❡rs ✐♥❞✉❝❡ ❛ ▼❛r❦♦✈ ♣r♦❝❡ss M(ǫ, J) ♦♥ t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡ S ❞❡✜♥❡❞

✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳ ❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣r♦❝❡ss✱ ❜✉t ♣r✐♠❛r✐❧② ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ t❤✐s

♣r♦❝❡ss ❛s ǫ → 0✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳ ❋♦r ǫ > 0 t❤❡ ♣r♦❝❡ss M [ǫ, J ] ✐s ❛♣❡r✐♦❞✐❝ ❛♥❞ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡
❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ µ[ǫ, J ]✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤✐s ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❡✈❡r② ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❡✈❡r② ♣❧♦t
❤❛s ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳

❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② S[0, J ] t❤❡ ❡r❣♦❞✐❝ ❝❧❛ss❡s ♦❢ M [0, J ]✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ σ ∈ S[0, J ] ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✿ ✭✐✮σ ✐s ❛ s✐♥❣❧❡t♦♥✱ t❤❛t ✐s✱ σ = {st}✱
✭✐✐✮ st ✐s ❛ ◆❛s❤ st❛t❡✱ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮ st ❤❛s ❡✐t❤❡r ♥♦ ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② s♦❝✐❡t②✱ ♦r ❛ s✐♥❣❧❡
❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② s♦❝✐❡t② s✉❝❤ t❤❛t ❛❧❧ ♦t❤❡r s♦❝✐❡t✐❡s ✭✐❢ ❛♥②✮ ❤❛✈❡ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡s✐st❛♥❝❡ t♦
❞✐sr✉♣t✐♦♥✳

Pr♦♦❢✳ ❋♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ■✳

❍❡r❡❛❢t❡r ✇❡ s✐♠♣❧② ✇r✐t❡ st ∈ S[0, J ]✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ◆❛s❤ st❛t❡s ❛r❡ q✉✐❡t ♦♥

❡✈❡r② ♣❧♦t✱ t❤❛t ✐s ♦♥ ❡❛❝❤ ♣❧♦t t❤❡r❡ ✐s ❛ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❧❛②❡❞

❢♦r ❛t ❧❡❛st L ♣❡r✐♦❞s❀ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛ ◆❛s❤ st❛t❡ ❛ss✐❣♥s ❛ s✐♥❣❧❡ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

♣r♦✜❧❡ t♦ ❡❛❝❤ ♣❧♦t✳

❇② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ t❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ t②♣❡s ♦❢ ◆❛s❤ st❛t❡s ✐♥ S[0, J ]✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡

♠♦♥♦❧✐t❤✐❝ ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② st❛t❡s ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② s♦❝✐❡t②❀ t❤❡r❡

❛r❡ ♠✐①❡❞ st❛t❡s ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② s♦❝✐❡t② ❛♥❞ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♥♦♥✲

❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② s♦❝✐❡t②✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦♥✲❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② st❛t❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ✐s ♥♦

❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② s♦❝✐❡t②✳

❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠ ❢r♦♠ ❨♦✉♥❣ ❬✻✶❪✿

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳ m = limǫ→0 µ[ǫ, J ] ❡①✐sts ❛♥❞ m(st, J) > 0 ✐♠♣❧✐❡s st ∈ S[0, J ]✳

▲❡t S[m,J ] ⊆ S[0, J ] t♦ ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ st❛t❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥

t❤❡ ❧✐♠✐t ✭t❤❛t ✐s st ∈ S[m,J ] ✐✛ m(st, J) > 0✮✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝❛❧❧②

st❛❜❧❡ st❛t❡s✳ ❖✉r ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡s❡ st❛t❡s✳ ❚♦ ❞♦ s♦ ✇❡ ♠✉st ❝♦♥s✐❞❡r

♠♦♥♦❧✐t❤✐❝ ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② st❛t❡s ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✳

✶✺



❘❡❝❛❧❧ t❤❛t s♦❝✐❡t✐❡s ❛r❡ ✐♥t❡❣❡rs✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② s♦❝✐❡t✐❡s ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡

✐♥t❡❣❡rs✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ♣r♦✜❧❡s ♥♦t ❛❧❧ ✐♥t❡❣❡rs ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢

t❤❡ χ ♠❛♣✳ ❋♦r ♣♦s✐t✐✈❡ x ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ χ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❡t χ−1(x) ♦❢ ♣r♦✜❧❡s a
j
t

✇❤✐❝❤ ♠❛♣ t♦ x✳ ❚❤❡♥ x ❝❛♥ ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦✜❧❡s✳ ❙♦ ❢♦r ❛♥②

❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② s♦❝✐❡t② x t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ s♦♠❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ✲ ❡♠♣t② ✐❢ χ−1(x) ✐s ❡♠♣t② ✲ ♦❢

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠♦♥♦❧✐t❤✐❝ ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② st❛t❡s S(x) ⊂ S[0, J ]✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦

❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ◆❛s❤ st❛t❡s ✇✐t❤ ♣r♦✜❧❡s χ−1(x) ❛❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❛t s♦❝✐❡t②✳ ❆s

❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦✜❧❡s ♠❛② ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s✳

▲❡t f(x) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❧❡❛st ❛✈❡r❛❣❡ ♣❡r ♣❧♦t ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s ✐♥ ❛♥② ♦❢ t❤❡s❡ st❛t❡s ✭♦r

③❡r♦ ✐❢ S(x) ✐s ❡♠♣t②✮✳ ■t ✐s ♦❜✈✐♦✉s ❜✉t ✉s❡❢✉❧ t♦ ♣♦✐♥t ♦✉t ❢♦r ❧❛t❡r r❡❢❡r❡♥❝❡

t❤❛t t❤✐s ♠✐♥✐♠✉♠ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇❤❡♥ ❛❧❧ ♣❧♦ts ♣❧❛② ♣r♦✜❧❡s ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛st ❢r❡❡

r❡s♦✉r❝❡s✳ ❲❡ s❛② t❤❛t x ✐s ❛ str♦♥❣❡st ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② s♦❝✐❡t② ✐❢ f(x) = maxx′>0 f(x
′)✳

◆♦t❡ ❜② ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡

t❤❡r❡ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ str♦♥❣❡st ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② s♦❝✐❡t②✳

❲❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ st♦❝❤❛st✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡ st❛t❡ t♦ t❤❛t ♦❢ ❛ st♦❝❤❛s✲

t✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡ s♦❝✐❡t②✳ ❚❤✐s ✐s ❛ s♦❝✐❡t② ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠♦♥♦❧✐t❤✐❝

st❛t❡s S(x) ❛r❡ st♦❝❤❛st✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ❝❡♥tr❛❧ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳ ❬▼❛✐♥ ❚❤❡♦r❡♠❪ ■❢ x ✐s ❛ str♦♥❣❡st ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② s♦❝✐❡t② t❤❡♥ ✐t ✐s
st♦❝❤❛st✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡✳ ❆s t♦ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡✿ ❋♦r J ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ ❡✈❡r② st♦❝❤❛st✐❝❛❧❧②
st❛❜❧❡ st❛t❡ st ∈ S(x) ❢♦r s♦♠❡ str♦♥❣❡st ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② s♦❝✐❡t② x✳

Pr♦♦❢✳ ❋♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❧❡❛st r❡s✐st❛♥❝❡ tr❡❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✺ ❛♥❞ ❈♦r♦❧✲
❧❛r② ✸ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ■✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡ ✇❡ r❡q✉✐r❡ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r J ♦❢
♣❧♦ts✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ✐s s✐♠♣❧❡✿ ✇❤❛t ♠❛tt❡rs ✐s ❤♦✇ t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t
st❛t❡s ❝♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❲❤❡♥ J ✐s s♠❛❧❧ t❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ t✐❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
✇✐t❤ ❥✉st t✇♦ ♣❧♦ts✱ ❛♥② st❛t❡ ✐s ❞❡st❛❜✐❧✐③❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ ♠✉t❛t✐♦♥✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢
t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s ♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥✐s♠✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇✐t❤ ❛ ♠♦❞❡st ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣❧♦ts✱ ✇❤✐❧❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t st❛t❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s ✇✐❧❧ ❤❛✈❡
❞✐✛❡r❡♥t t❤r❡s❤♦❧❞s t❤❛t ❛♥ ✐♥✈❛❞❡r ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡st❛❜✐❧✐③❡ t❤❛t
st❛t❡✱ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❧♦ts t❤❛t t❤❡ ✐♥✈❛❞❡r ❤❛s t♦ ❝♦♥q✉❡r ♠❛② ❜❡ ❡①❛❝t❧②
t❤❡ s❛♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦ ♠❛tt❡r ❤♦✇ s♠❛❧❧ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s ❜❡t✇❡❡♥
t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t st❛t❡s✱ ♦♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ♠❛♥② ♣❧♦ts t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❤r❡s❤♦❧❞s
✐♠♣❧② t❤❛t t❤❡ ✐♥✈❛❞❡r ♠✉st ❞✐sr✉♣t str✐❝t❧② ♠♦r❡ ♣❧♦ts t♦ ❞❡st❛❜✐❧✐③❡ t❤❡ str♦♥❣❡r
♦❢ t❤❡ t✇♦ st❛t❡s✳ ❘♦✉❣❤❧②✱ ✇❤❛t ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❧♦ts ✐♥s✉r❡s ✐s t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
❜❡t✇❡❡♥ s♦❝✐❡t✐❡s ❛r❡ ♥♦t ❧♦st ✐♥ t❤❡ ❝♦❛rs❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞✳

❘❡♠❛r❦ ✸✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❚❤❡♦r❡♠ ❢♦r ❧❛r❣❡ J ✳ ❋✐rst
♦♥❧② ♠♦♥♦❧✐t❤✐❝ ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② s♦❝✐❡t✐❡s ❛r❡ st♦❝❤❛st✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡✳ ❙❡❝♦♥❞ t❤❡ str❡♥❣t❤

✶✻



♦❢ ❛ ♠♦♥♦❧✐t❤✐❝ ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② s♦❝✐❡t② ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥s✐st❡♥t
✇✐t❤ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❛t s♦❝✐❡t② ✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ ❢❡✇❡st ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s ✲ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ ❛
s♦❝✐❡t② ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ✐ts ✇❡❛❦❡st ♠❡♠❜❡r✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛♠♦♥❣ t❤❡s❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✲
✐❜❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ✐t ✐s ❤❛✈✐♥❣ ❛ ✇❡❛❦❡st ♠❡♠❜❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦st ❢r❡❡
r❡s♦✉r❝❡s t❤❛t ❝♦✉♥ts✳ ◆♦t✐❝❡ ❛❧s♦ t❤❛t t❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ ♥♦♥✲❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② s♦❝✐❡t✐❡s
✇✐t❤ ♠❛♥② ♠♦r❡ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s t❤❛♥ ❛♥② ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② s♦❝✐❡t②✱ ♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② s♦✲
❝✐❡t✐❡s ✇✐t❤ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ✇✐t❤ ♠❛♥② ♠♦r❡ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s t❤❛♥
maxx′>0 f(x

′)✳ ◆❡✈❡r✲t❤❡✲❧❡ss t❤❡s❡ s♦❝✐❡t✐❡s ❛r❡ ♥♦t st♦❝❤❛st✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡
❧♦♥❣✲r✉♥ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ♠✉❝❤ ♦❜s❡r✈❡❞✳

■t ✐s ✇♦rt❤ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❤♦✇ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡ st❛t❡s r❡❧❛t❡ t♦ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s
♦❢ t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ♣r♦❝❡ss ❢♦r ǫ > 0✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❛t t❤❡ s②st❡♠
❞♦❡s ♥♦t ✐♥ ❛♥② s❡♥s❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② t♦ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡ st❛t❡✳
❘❛t❤❡r t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t✐♠❡ t❤❡ s②st❡♠ s♣❡♥❞s ❛t t❤❛t st❛t❡ ✐s r♦✉❣❤❧②
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ 1/ǫ r❛✐s❡❞ t♦ t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ❧❡❛st r❡s✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡ st❛t❡✳✶✶

❚❤❡ s②st❡♠ ✐s ❣❡♥✉✐♥❡❧② r❛♥❞♦♠✿ ❞✐sr✉♣t✐♦♥s ❝❛♥ ❛♥❞ ❞♦ ♦❝❝✉r✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❡ s②st❡♠
✐s ❝✉rr❡♥t❧② ✐♥ ❛ st♦❝❤❛st✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡ st❛t❡✳ ❙♦♦♥❡r ♦r ❧❛t❡r t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡♥♦✉❣❤
✉♥❧✉❝❦② ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡s t♦ ❞✐sr✉♣t ✐t ❛♥❞ t❤❡ s②st❡♠ ✇✐❧❧ ✢✉❝t✉❛t❡ r❛♥❞♦♠❧② ❢♦r s♦♠❡
♣❡r✐♦❞ ♦❢ t✐♠❡ ❛s t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❛♣♣r❡❝✐❛❜❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✇✐❧❧ ❝❤❛♥❣❡
t❤❡✐r ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❊✈❡♥t✉❛❧❧② t❤❡ s②st❡♠ ✇✐❧❧ s❡tt❧❡ ❞♦✇♥ t♦ s♦♠❡ ♦t❤❡r st❡❛❞② st❛t❡✱
♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡ ♦♥❡✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❛t st❡❛❞② st❛t❡ ✇✐❧❧ ❛❧s♦
❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❜❡ ❞✐sr✉♣t❡❞✱ ♠♦r❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ♦❝❝✉r✱ t❤❡♥ ❛♥♦t❤❡r st❡❛❞② st❛t❡ ✇✐❧❧
❜❡ r❡❛❝❤❡❞✳ ❆t s♦♠❡ ♣♦✐♥t ❛♥♦t❤❡r st♦❝❤❛st✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡ st❛t❡ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞✳ ❚❤❡
❦❡② ♣♦✐♥t ✐s t❤❛t t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡ s♣❡♥t ❛t st❡❛❞② st❛t❡s ✐s ❤✐❣❤ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡
❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡ t❤❡ s②st❡♠ s♣❡♥❞s ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ r❛♥❞♦♠❧②✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡
s♣❡♥t ❛t t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡ st❛t❡s ✐s ❤✐❣❤ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡ s♣❡♥t
❞✉r✐♥❣ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛t st❡❛❞② st❛t❡s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t st♦❝❤❛st✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡✳

❉②♥❛♠✐❝ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛❧s♦ ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤② ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❛ ✈❡r② ✇❡❛❦ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❡①✲
♣❛♥s✐♦♥✐s♠✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛ ❞✐sr✉♣t❡❞ ♣❧♦t ✐s ✏❝♦♥q✉❡r❡❞✑ ❛♥❞ ❛❜s♦r❜❡❞ ❜②
t❤❡ ❞✐sr✉♣t✐♥❣ s♦❝✐❡t② ❛s ❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐sr✉♣t✐♦♥✳ ❘❛t❤❡r ❞✐sr✉♣✲
t✐♦♥ ✐ts❡❧❢ ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ r❡s✉❧t ✐♥ ❝♦♥q✉❡st ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣❡r r✉♥✳ ❖♥❝❡ ❛ ♣❧♦t ✐s ❞✐sr✉♣t❡❞
✐t ✜♥❞s ✐ts❡❧❢ ✐♥ ❛ ♥♦♥✲q✉✐❡t st❛t❡ ❛♥❞ ❣♦❡s t❤r♦✉❣❤ ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ❝❤❛♥❣❡ ✉♥t✐❧ ✐t ✐s
❛❜s♦r❜❡❞ ✐♥ ❛ ◆❛s❤ st❛t❡✳ ❇✉t ✐❢ ✇❤❡♥ ✐t ❞♦❡s s♦ ✐t ❢❛✐❧s t♦ ❥♦✐♥ ✇✐t❤ ✐ts str♦♥❣❡r
❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② ♥❡✐❣❤❜♦r✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐sr✉♣t❡❞ ❛❣❛✐♥✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✇✐❧❧ r❡♣❡❛t ✉♥t✐❧ ✐t ✐s
❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❛❜s♦r❜❡❞ ❜② t❤✐s ♥❡✐❣❤❜♦r✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧❧ t❤❛t ✐s r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡
t❤❡♦r❡♠✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♠❡ss❛❣❡ ❢r♦♠ t❤❡ t❤❡♦r② ✐s t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣
r✉♥ ✐t ✐s ♥♦t ❝♦♥q✉❡r✐♥❣ ♣♦✇❡r t❤❛t ❝♦✉♥ts✱ ❜✉t st❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ r❡s✐st❛♥❝❡
t♦ ❞✐sr✉♣t✐♦♥✳

❘❡♠❛r❦ ✹✳ ✭❘❡❧❛t✐♦♥ t♦ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ●r♦✉♣ ❊✈♦❧✉t✐♦♥✮ ❚❤❡ ♥♦✈❡❧t② ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤
❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❡ st✉❞② ❣r♦✉♣ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛s ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✳ ❊①✲

✶✶❚❤✐s ✐s s❤♦✇♥ ❜② ❊❧❧✐s♦♥ ❬✸✸❪ ✇❤♦ r❡❢❡rs t♦ t❤✐s ❧❡❛st r❡s✐st❛♥❝❡ ❛s t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ st❛t❡✳

✶✼



✐st✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❛r❡❛ ♠❛✐♥❧② ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛♥❞
❣r♦✉♣ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② s❡❧❡❝t✐♦♥✿ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s ✜t♥❡ss ♦❢ ❛ ❣r♦✉♣✱
t②♣✐❝❛❧❧② s♦♠❡ ❢♦r♠ ♦❢ ✏❣❡♥❡r♦s✐t②✑✱ ♠❛② ❜❡ ❤❛r♠❢✉❧ ❢♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✜t♥❡ss✳ ❚❤✐s ✐s
t❤❡ ❝❛s❡ ❜♦t❤ ✐♥ t❤❡ ❍❛②st❛❝❦ ▼♦❞❡❧ ❛s ✐♥ ▼❛②♥❛r❞ ❙♠✐t❤ ❬✺✷❪ ♦r ❘✐❝❤❡rs♦♥ ❛♥❞
❇♦②❞ ❬✺✻❪ ❛♥❞ ✐♥ ❇♦✇❧❡s✬ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝♦♥✢✐❝t ❛♥❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✭❇♦✇❧❡s ❬✷✶❪✮✳ ❚❤❡ ❡q✉✐❧✐❜✲
r✐✉♠ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♣ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♠✐ss✐♥❣✳ ❖♥❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥
✐s ✷✺ ✇❤♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s❡tt✐♥❣ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❙t❛❜❧❡ ❙tr❛t❡❣✐❡s ❛♥❞ s❤♦✇
t❤❛t ❣r♦✉♣ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦♣❡r❛t✐✈❡ ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

■♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤✐s tr❛❞❡✲♦✛ ♦✉r r❡s✉❧t ♠❛② ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s s❛②✐♥❣ t❤❛t ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱
❢❛✈♦r✐♥❣ ❡①♣❛♥s✐♦♥✐s♠✱ ❢❛✈♦rs ❣❡♥❡r♦s✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❢♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥✐s♠❀ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❛t ❣✐✈❡♥ ❣❡♥❡r♦s✐t②✱ ✐t ❢❛✈♦rs ❧❛r❣❡ ❣r♦✉♣s ♠❛①✐♠✐③✐♥❣
❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ s✉r✈✐✈❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❣r♦✉♣s✳

✺✳ ❙♦❝✐❛❧ ◆♦r♠ ●❛♠❡s ❛♥❞ ❋r❡❡ ❘❡s♦✉r❝❡s

■♥ ✐♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ ❞❡s✐❣♥ s❡tt✐♥❣s ✲ s✉❝❤ ❛s r❡♣❡❛t❡❞ ❣❛♠❡s ✲ t❤❡r❡ ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ❛

♣❧❡t❤♦r❛ ♦❢ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ♦✉t❝♦♠❡s✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② t❤❡♦r② ❤❡r❡ ✐s ❛ t❤❡♦r②

✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ♦✉t❝♦♠❡ t❤❛t ✐s t❤❡ str♦♥❣❡st ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② ♦♥❡

✐s ♠♦st ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥✳ ❲❡ ♥♦✇ ✇✐s❤ t♦ ❡①❛♠✐♥❡ ❝♦♥❝r❡t❡❧②

✇❤❛t t❤❛t ♠❡❛♥s✳ ❋r♦♠ ❛ ❣❛♠❡ t❤❡♦r❡t✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡r❡

❛r❡ ♠❛♥② s♦❝✐❛❧ ♥♦r♠s ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❛♥ ♦♣❡♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ❢♦❧❦ t❤❡♦r❡♠ ♣♦✐♥ts t♦ t❤❡

❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♠❛♥② s♦❝✐❛❧ ♥♦r♠s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❜❛s✐❝ t❤❡♦r❡♠ ✐♥✈♦❧✈❡s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡❧②

r❡♣❡❛t❡❞ ❣❛♠❡ ✇✐t❤ ❞✐s❝♦✉♥t✐♥❣ t❤❡r❡ ❛r❡ ❢♦❧❦ t❤❡♦r❡♠s ❢♦r ❣❛♠❡s ✇✐t❤ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣

❣❡♥❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ♣❧❛②❡rs ❛s ✐♥ ❑❛♥❞♦r✐ ❬✹✺❪✱ ❢♦r ✜♥✐t❡ ❤♦r✐③♦♥ ❣❛♠❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ st❛❣❡

❣❛♠❡ ❤❛s ♠✉❧t✐♣❧❡ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❛s ✐♥ ❇❡♥♦✐t ❛♥❞ ❑r✐s❤♥❛ ❬✸✷❪✱ ❛♥❞ ❢♦r ♦♥❡✲s❤♦t

s❡❧❢✲r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❣❛♠❡s ❛s ✐♥ ▲❡✈✐♥❡ ❛♥❞ P❡s❡♥❞♦r❢❡r ❬✹✾❪✳ ❆s t❤✐s ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐s ✇❡❧❧

❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❞♦♣t ❛ s✐♠♣❧❡ t✇♦ st❛❣❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❣❡t ❛t t❤❡ ✐ss✉❡s ♦❢ t❤❡

❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❝✐❡t✐❡s ❛♥❞ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s✳

❲❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ✜♥✐t❡ ❜❛s❡ ❣❛♠❡ ✇✐t❤ str❛t❡❣② s♣❛❝❡s Ãi ❛♥❞ ✉t✐❧✐t②

❢✉♥❝t✐♦♥s ũi(ãjt ) ≥ 0✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈✐t② ♦❢ ♣❛②♦✛s ✐s ❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ♥♦r♠❛❧✐③❛✲

t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ❛❝t✐♦♥s r❡♣r❡s❡♥t ♦r❞✐♥❛r② ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❝t✐♦♥s✿ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱

r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛♥❞ s♦ ❢♦rt❤✳ ❲❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ❣✐✈❡♥ ❛ ✜♥✐t❡ ❧✐st O ♦❢ ✐♥t❡❣❡rs r❡♣✲

r❡s❡♥t✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ s♦❝✐❡t✐❡s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡

t②♣❡s ♦❢ s♦❝✐❡t✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ♠❛♣ χ(ajt ) ❛❢t❡r ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❣❛♠❡ ✐ts❡❧❢✳

❲❡ ♥♦✇ ❞❡✜♥❡ ❛ t✇♦ st❛❣❡ ❣❛♠❡✳ ■♥ t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r ❝❤♦♦s❡s ❛ ❜❛s❡

❛❝t✐♦♥ ã
ij
t ❛♥❞ ❝❛sts ❛ ✈♦t❡ o

ij
t ∈ O ❢♦r ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s♦❝✐❡t②✳ P❧❛②❡rs

❤❛✈❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ˜̃ui(ojt ) ≥ 0✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ❛❞❞✐t✐✈❡❧② s❡♣❛r❛❜❧❡ ❜❡t✇❡❡♥

♣❛②♦✛s ✐♥ t❤❡ ❜❛s❡ ❣❛♠❡ ❛♥❞ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦✈❡r ✈♦t❡s✳ ❲❤✐❧❡ t❤✐s ✐s ❛ ✉s❡❢✉❧ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣

✶✽



❛ss✉♠♣t✐♦♥ s❡♣❛r❛t✐♥❣ ❛s ✐t ❞♦❡s ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛♥❞ ❞❡❝✐s✐♦♥s ♦✈❡r ✇❤❛t s♦rt ♦❢

❜r♦❛❞❡r s♦❝✐❡t② t♦ ❜❡❧♦♥❣ t♦✱ s✐t✉❛t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ ❝❛♥ ❜❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳

❈♦♥s✐❞❡r ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❙✇✐t③❡r❧❛♥❞✳ ❍❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡

♦♥ ❞❡❢❡♥s❡ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♠✐❧✐t❛r② s❡r✈✐❝❡ ❛♥❞ ❡♥r♦❧❧♠❡♥t ✐♥

t❤❡ ♠✐❧✐t❛r② r❡s❡r✈❡s✳ ❖♥❡ r❡❛s♦♥ ♣❡♦♣❧❡ ❛r❡ ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❛♥

✐♠♣❧✐❝✐t ♣r♦♠✐s❡ t❤❛t ❙✇✐t③❡r❧❛♥❞ ✐s ♥♦♥✲❡①♣❛♥s✐♦♥❛r②✿ ♠✐❧✐t❛r② ❢♦r❝❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞

♦♥❧② t♦ ❞❡❢❡♥❞ ❙✇✐t③❡r❧❛♥❞ ❛♥❞ ♥♦t s❡♥t ❛❜r♦❛❞✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ ✐♠❛❣✐♥❡ ❛ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥

❤❡r❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢r♦♠ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✲ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❢r❡❡

r❡s♦✉r❝❡s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ♠✐❧✐t❛r② ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s ✲ ❛♥❞ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✲ t♦ ❜❡ ♥♦♥✲

❡①♣❛♥s✐♦♥❛r②✳ ❆ ✈♦t❡ ❢♦r ❛♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② s♦❝✐❡t② ♠✐❣❤t ✇❡❧❧ ❜❡ ♠♦r❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ✇❤❡♥

❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❧❧✲✈♦❧✉♥t❡❡r ♠✐❧✐t❛r② s✉❝❤ ❛s t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②

❡❝♦♥♦♠✐❝ ❞❡❝✐s✐♦♥s ♦✈❡r ❝❛r❡❡rs ♠✐❣❤t ✇❡❧❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦✈❡r ✇❤✐❝❤ t②♣❡

♦❢ s♦❝✐❡t② t♦ ❜❡❧♦♥❣ t♦✿ ❛ ❝❛r❡❡r s♦❧❞✐❡r ♠✐❣❤t ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ❤❛✈❡ ❛ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡

❛❣❛✐♥st ❜❡✐♥❣ ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② ❛s ❤❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡❛r t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ♦✈❡rs❡❛s ✜❣❤t✐♥❣✳

❲❡ t✉r♥ ♥♦✇ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✜rst st❛❣❡

❞❡❝✐s✐♦♥s t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣✉❜❧✐❝❧② ♦❜s❡r✈❡❞ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ θ
j
t ✐♥ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ s✐❣♥❛❧s Θ✳

❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡s❡ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ρ(θjt |ã
j
t , o

j
t )✳

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ ♣❧❛②❡rs ❤❛✈❡ ❛♥ ♦♣t✐♦♥ t♦ ♣✉♥✐s❤ ♦t❤❡r ♣❧❛②❡rs

❜② ✏s❤✉♥♥✐♥❣ t❤❡♠✳✑ ❚❤❡s❡ ❝❤♦✐❝❡s ♠❛② ❜❡ ❜❛s❡❞ ✭♦♥❧②✮ ♦♥ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ s✐❣♥❛❧ ❢r♦♠

t❤❡ ✜rst st❛❣❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r ❝❤♦♦s❡s ❛♥ N − 1

✈❡❝t♦r ♦❢ ✵✬s ❛♥❞ ✶✬s ✇❤❡r❡ ✵ ✐s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ✏❞♦ ♥♦t s❤✉♥✑ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

♦♣♣♦♥❡♥t ❛♥❞ ✶ ✐s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ✏s❤✉♥✑ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦♣♣♦♥❡♥t✳ ❲❡ ❛r❡ ❛❧s♦

❣✐✈❡♥ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ N − 1 ≥ N1 > 0✳ ❆♥② ♣❧❛②❡r ✇❤♦ ✐s s❤✉♥♥❡❞ ❜② N1 ♦r ♠♦r❡

♦♣♣♦♥❡♥ts r❡❝❡✐✈❡s ❛ ✉t✐❧✐t② ♣❡♥❛❧t② ♦❢ −Πi✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝♦st ♦❢ s❤✉♥♥✐♥❣✳ ❆s ✐s

t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ s♦❝✐❛❧ ✈♦t✐♥❣✱ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ♣❡♥❛❧t② ✐s ❛❞❞✐t✐✈❡❧② s❡♣❛r❛❜❧❡ ✇✐t❤ ❡❝♦♥♦♠✐❝

❞❡❝✐s✐♦♥s✿ t❤❡ ♣❡♥❛❧t② ✐s s✐♠♣❧② s✉❜tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ♦t❤❡r ♣❛②♦✛s✳ ❆s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢

s♦❝✐❛❧ ✈♦t✐♥❣ t❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✜rst

st❛❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛♥❞ s❤✉♥♥✐♥❣ ♦r ❛ ❝♦st ♦❢ s❤✉♥♥✐♥❣✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐❢ ②♦✉

♦r ■ ✇❡r❡ t♦ ♠❛rr② ❛ ❝❤✐❧❞ ✇❡ ❤❛❞ ❛❞♦♣t❡❞ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ♣r♦❜❛❜❧② ❜❡ s❤✉♥♥❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r

t♦ s❤✉♥ ❲♦♦❞② ❆❧❧❡♥ ❢♦r t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❝♦st❧② ❜❡❝❛✉s❡ ❤❡ ✐s ❛♥ ✐♠♠❡♥s❡❧② t❛❧❡♥t❡❞

✜❧♠✲♠❛❦❡r ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ ❤❡ ❤❛s ♠❛❞❡ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❞❡❝✐s✐♦♥ t♦ ❞❡✈♦t❡ ❛ ❣r❡❛t ❞❡❛❧

♦❢ t✐♠❡ ❛♥❞ ❡✛♦rt t♦ ✜❧♠✲♠❛❦✐♥❣✳ ■❢ ❤❡ ❝❤♦s❡ ♥♦t t♦ ♠❛❦❡ ✜❧♠s ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♠✉❝❤

❧❡ss ❝♦st❧② t♦ s❤✉♥ ❤✐♠✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ❣❛♠❡ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❣❛♠❡✿ ✐♥

♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r ❛♥② s✉❜s❡t ♦❢ ♣❧❛②❡rs ✐t ✐s ❛ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢♦r ❛❧❧ ♣❧❛②❡rs t♦ s❤✉♥

✶✾



❡①❛❝t❧② t❤❡ ♣❧❛②❡rs ✐♥ t❤❛t s✉❜s❡t✳ ❚❤❡s❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❛r❡ ♥♦t t❡rr✐❜❧② r♦❜✉st ✲ ❢♦r

❡①❛♠♣❧❡ t♦ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦sts ♦❢ s❤✉♥♥✐♥❣ ✲ ❜✉t t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ♠♦r❡ r♦❜✉st ✲

❛❧❜❡✐t ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ♠♦❞❡❧s ✲ s✉❝❤ ❛s ❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t

r♦✉♥❞s ♦r ♦r t❤❡ s❡❧❢✲r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ▲❡✈✐♥❡ ❛♥❞ P❡s❡♥❞♦r❢❡r ❬✹✾❪✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡

r♦❜✉st♥❡ss ♣❧❛②s ♥♦ r♦❧❡ ❤❡r❡ ❢♦r ❡①♣♦s✐t✐♦♥❛❧ s✐♠♣❧✐❝✐t② ✇❡ ✉s❡ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢

❝♦st❧❡ss ♣✉♥✐s❤♠❡♥t✳

❙t❛❣❡ ❣❛♠❡ str❛t❡❣✐❡s ♥♦✇ ❝♦♥s✐st ♦❢ ❛ tr✐♣❧❡ ♦❢ ãijt , o
ij
t ❛♥❞ ❛ ♠❛♣ m : Θ →

{0, 1}N−1✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦✉r ♣r❡✈✐♦✉s ♥♦t❛t✐♦♥✱ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ str❛t❡❣✐❡s ✐s ❞❡♥♦t❡❞

❜② Ai✳ P❛②♦✛s ❛r❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ũi(ãjt ) +
˜̃ui(ojt ) ❛♥❞ t❤❡ ❝♦st

♦❢ ❜❡✐♥❣ s❤✉♥♥❡❞✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛❢t❡r t❤❡ ❣❛♠❡ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡ ✲ t❤❛t ✐s✱ ❛❢t❡r t❤❡

s❤✉♥♥✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛r❡ ♠❛❞❡ ✲ t❤❛t t❤❡s❡ str❛t❡❣✐❡s ❜❡❝♦♠❡ ♣✉❜❧✐❝❧② ❦♥♦✇♥✳

❲❡ ♥♦✇ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥s o
ij
t ❛♥❞ t❤❡

♠❛♣ χ(ajt )✱ t❤❛t ✐s✱ ❤♦✇ ❞♦ t❤❡s❡ ✈♦t❡s tr❛♥s❧❛t❡ ✐♥t♦ ❝♦♥❝r❡t❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣

s♦❝✐❡t✐❡s ❛♥❞ ❛❧❧✐❛♥❝❡s❄ ❋✐rst ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ O ✐♥ ❣r❡❛t❡r ❞❡t❛✐❧✳ ❚❤❡ ✐♥t❡❣❡r 0 r❡♣r❡✲

s❡♥ts ❛♥ ✐s♦❧❛t❡❞ s♦❝✐❡t②✳ ❚❤❡ ✐♥t❡❣❡r +1 ✐s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❜❡✐♥❣ ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② ❛♥❞

✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ❛✣❧✐❛t❡ ✇✐t❤ ❛♥② ♣❧♦t t❤❛t ✉s❡s ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛❝t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ajt ✭❛❝t✐♦♥✱

♣✉♥✐s❤♠❡♥t ❛♥❞ ✈♦t✐♥❣✮✳ ❚❤❡ ✐♥t❡❣❡r −1 ♠❡❛♥s ♥♦♥✲❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② ❛♥❞ ❛✣❧✐❛t❡ ✇✐t❤

❛♥② ♣❧♦t t❤❛t ✉s❡s ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛❝t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ a
j
t ✳
✶✷ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✐♥t❡❣❡rs k

❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② s✉❜s❡ts Ak ⊂ A r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦✜❧❡s t❤❛t ❛r❡ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡

t♦ t❤❛t s♦❝✐❡t②✱ ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡rs r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥t❡✲

❣❡rs r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ♥♦♥✲❡①♣❛♥s✐♦♥❛r②✳ ◆♦t❡ t❤❛t s♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❛② ❜❡ ✈❛❝✉♦✉s✿ ❢♦r

❡①❛♠♣❧❡ s♦♠❡ ♠❛② ❜❡ ❧✐❦❡ ●r♦✉❝❤♦ ▼❛r① ❛♥❞ ❛❝❝❡♣t ❛s ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ s♦❝✐❡t② ♦♥❧②

♣❧♦ts t❤❛t ✈♦t❡❞ ❛❣❛✐♥st ❥♦✐♥✐♥❣✳ ❖❜✈✐♦✉s❧② s✉❝❤ ✈❛❝✉♦✉s s♦❝✐❡t② t②♣❡s ❞♦ ♥♦t ♠❛t✲

t❡r✳ ▼♦r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ s✉❜s❡ts ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ a
j
t ∈ Ak ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ã
j
t ❤❛s ❛ s♣❡❝✐✜❡❞ ✈❛❧✉❡✳ ❙✉❝❤ ❛ s♦❝✐❡t② ❛❞♠✐ts ♠❡♠❜❡rs ❜❛s❡❞ ♦♥❧②

♦♥ t❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞ ❜❛s❡ ❣❛♠❡ ♣r♦✜❧❡✿ ❜❡❤❛✈✐♦r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✈♦t✐♥❣ ❛♥❞ s❤✉♥♥✐♥❣

❞✐sr❡❣❛r❞❡❞✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡s +1,−1 ❛r❡ ♠❛♥② s♦❝✐❡t✐❡s✿ t❤♦s❡ ❝❤♦✐❝❡s

♠❡❛♥ ✏❡①❛❝t❧② t❤♦s❡ ♣❧♦ts ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ ♠❡ ❜❡❧♦♥❣ t♦ ♠② s♦❝✐❡t②✑ s♦ ❡❛❝❤ ❛❝t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡

a
j
t r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t s♦❝✐❡t②✳ ❲❡ ✇✐s❤ t♦ ❛ss✐❣♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥❞✐❝❡s t♦

t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✏❡①❝❧✉s✐✈❡✑ s♦❝✐❡t✐❡s✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ ❝♦♥✢✐❝t ✇✐t❤ s♦❝✐❡t✐❡s k ∈ O ✇❡ ❞♦ s♦

✶✷❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s s❧✐❣❤t❧② ❝♦♥✈♦❧✉t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❛✣❧✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♣❧♦t t❤❛t ✉s❡s t❤❡ s❛♠❡
♣r♦✜❧❡ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✈♦t✐♥❣ ✐s t❤❛t t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ s♣❛❝❡ Ai ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ O ❤❡♥❝❡ tr②✐♥❣
t♦ ♣✉t ❛ ❧✐st ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ Ai ✐♥ O ✐s ❝✐r❝✉❧❛r✳

✷✵



❜② ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❡❛❝❤ ♣r♦✜❧❡ ajt ∈ A ❛ ✉♥✐q✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r χ̃(ajt ) ❧❛r❣❡r ✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡

✈❛❧✉❡ t❤❛♥ t❤❡ ❣r❡❛t❡st ❛❜s♦❧✉t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ O✳

❚❤❡ ✈♦t✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♣r❡s✉♣♣♦s❡s ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ N2 > N/2✳ ❚❤❡ χ(ajt ) ♠❛♣ ✐s

t❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■❢ ✐♥ ajt ♥♦ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ O r❡❝❡✐✈❡s N2 ♦r ♠♦r❡ ✈♦t❡s t❤❡♥ t❤❡

s♦❝✐❡t② ✐s ✐s♦❧❛t❡❞ ❛♥❞ χ(ajt ) = 0. ■❢ +1 ✭t❤❡ ✏❡①❝❧✉s✐✈❡✑ s♦❝✐❡t② ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡

❛❝t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ajt ✮ r❡❝❡✐✈❡s N2 ♦r ♠♦r❡ ✈♦t❡s t❤❡♥ χ(ajt ) = χ̃(ajt )✱ t❤❛t ✐s t❤❡ s♦❝✐❡t②

✐s ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② ❛♥❞ ❛❞♠✐ts ❛s ♠❡♠❜❡rs ❡①❛❝t❧② ♣❧♦ts t❤❛t ♣❧❛② ajt ✳ ■❢ −1 r❡❝❡✐✈❡s

N2 ♦r ♠♦r❡ ✈♦t❡s t❤❡♥ χ(ajt ) = −χ̃(ajt )✱ t❤❡s❡ ❜❡✐♥❣ ✏❡①❝❧✉s✐✈❡✑ ♥♦♥✲❡①♣❛♥s✐♦♥❛r②

s♦❝✐❡t✐❡s✳ ❋✐♥❛❧❧② ✐❢ k /∈ {−1, 0, 1} r❡❝❡✐✈❡s N2 ♦r ♠♦r❡ ✈♦t❡s ❛♥❞ aj ∈ Ak t❤❡♥

χ(ajt ) = k✳ ❖t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ s♦❝✐❡t② ✐s ✐s♦❧❛t❡❞ ✲ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✈♦t❡❞ t♦ ❥♦✐♥ ❛

s♦❝✐❡t② t❤❛t ✇✐❧❧ ♥♦t ❛❞♠✐t ✐t✳

❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ✈♦t✐♥❣ ♦✈❡r ✇❤❛t s♦❝✐❡t② t♦ ❜❡❧♦♥❣ t♦ ♠❛② s❡❡♠ str❛♥❣❡✳ ■♥ ❢❛❝t ❣❡♥✲

✉✐♥❡ ✈♦t✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❞♦ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡✱ ❛s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ r❡❢❡r❡♥❞✉♠s ♦♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐♥

s✉❝❤ ♣❧❛❝❡s ❛s ◗✉❡❜❡❝✱ ❙❝♦t❧❛♥❞ ❛♥❞ t❤❡ ❙♦✉t❤ ❙✉❞❛♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✈♦t✐♥❣ ❤❡r❡ s❤♦✉❧❞

❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ✐♥ t❤❡ ❜r♦❛❞❡r s❡♥s❡ ♦❢ ✏✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❜r♦❛❞❡r s♦✲

❝✐❡t②✳✑ ❙♦ ✇❤❡♥ P♦❧❛♥❞ s✉rr❡♥❞❡r❡❞ t♦ ●❡r♠❛♥② ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❲♦r❧❞ ❲❛r ■■

✐♠♣❧✐❝✐t❧② t❤❡ ♣❡♦♣❧❡ ♦❢ P♦❧❛♥❞ ✲ ❞✐r❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❧❡❛❞❡rs ✇❤♦ s✉rr❡♥❞❡r❡❞ ✲ ❛❣r❡❡❞

t♦ ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ●❡r♠❛♥ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡✳ ❍❡r❡ ❛❧s♦ t❤✐s ✇❛s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♣r❛❝t✐❝❛❧

❞❡❝✐s✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✏✈♦t✐♥❣✑ ✲ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇❛s t♦ st♦♣ ✜❣❤t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡

●❡r♠❛♥s ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇ ●❡r♠❛♥ ❧❛✇✱ ♦❜❡② ●❡r♠❛♥ ♣♦❧✐❝❡ ❛♥❞ s♦ ❢♦rt❤✳

✺✳✶✳ P❡r❢❡❝t ❖❜s❡r✈❛❜✐❧✐t②

❲❡ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❝❛s❡ t♦ st✉❞②✱ t❤❛t ♦❢ ♣❡r❢❡❝t ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐t② ✇❤❡r❡ θjt
♣❡r❢❡❝t❧② r❡✈❡❛❧s t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ❝❤♦✐❝❡s❀ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳

❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ ãjt , o
j
t , i ✇❡ ❤❛✈❡ ũ

i(ãjt )+
˜̃ui(ojt )−Πi < 0 s♦ t❤❛t t❤❡ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t

❢r♦♠ ❜❡✐♥❣ s❤✉♥♥❡❞ ♦✈❡rr✐❞❡s ❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡ ❣❛✐♥ ❢r♦♠ ✜rst ♣❡r✐♦❞ ♠✐s❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❲❡

t❤❡♥ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦❧❦ t❤❡♦r❡♠✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳ ❋♦r ❛♥② ãjt , o
j
t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ mj

t s✉❝❤ t❤❛t ãjt , o
j
t ,m

j
t ✐s ❛ ◆❛s❤

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

Pr♦♦❢✳ ❚❛❦❡ t❤❡ ♠❛♣ mj
t s♦ t❤❛t ❛♥② ♣❧❛②❡r i ✇❤♦ ❢❛✐❧s t♦ ♣❧❛② ãijt , o

ij
t ✐s s❤✉♥♥❡❞

❜② ❛❧❧ ♦♣♣♦♥❡♥ts ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡✱ ❛♥② ❛♥② ♣❧❛②❡r ✇❤♦ ❞♦❡s ♣❧❛② ãijt , o
ij
t ✐s ♥♦t

s❤✉♥♥❡❞ ❜② ❛♥② ♦♣♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❡ ♣❛②♦✛ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❡♥ t❤❛t ♣❧❛②✐♥❣ ãijt , o
ij
t

✐s ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✳

◆❡①t ✇❡ ✇✐s❤ t♦ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s ✐♥ ❣r❡❛t❡r ❞❡t❛✐❧✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡

t❤❛t ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❜❛s❡ ❣❛♠❡ ♣r♦✜❧❡ ãjt ❛♥❞ ♥♦t ♦♥ ❡✐t❤❡r ✈♦t✐♥❣

♦r s❤✉♥♥✐♥❣✳

✷✶



❈♦r♦❧❧❛r② ✶✳ ■❢ +1 ∈ O t❤❡♥ ❢♦r ❧❛r❣❡ J st♦❝❤❛st✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡ st❛t❡s ❤❛✈❡ ♣❡r ♣❧♦t
❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s max

ã
j
t
f(ãjt )✳

Pr♦♦❢✳ P✐❝❦ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t âjt ♦❢ argmax
ã
j
t
f(ãjt )✱ ❧❡t o

j
t ❜❡ ❛ ✉♥❛♥✐♠♦✉s ✈♦t❡ ❢♦r +1 ❛♥❞

❧❡t atj ❜❡ s♦♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ str❛t❡❣② ❢r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳ ❚❤❡♥

❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✺ t❤❡ s♦❝✐❡t② x̃(ajt ) ❤❛s t❤❡ ❣r❡❛t❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s ❛♥❞ s♦ ✐s
st♦❝❤❛st✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s ❛❧s♦ t❤❛t ❢♦r ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ J ❛♥② st♦❝❤❛st✐❝❛❧❧②
st❛❜❧❡ s♦❝✐❡t② ♠✉st ❤❛✈❡ t❤✐s s❛♠❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s✳

✺✳✷✳ ❋r❡❡ ❘❡s♦✉r❝❡s ✐♥ ❛ ▼❛❧t❤✉s✐❛♥ ●❛♠❡

❲❡ ♥♦✇ ✇❛♥t t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s ♠♦r❡ ❝❧♦s❡❧②✳ ❊①♣❛♥s✐♦♥ ✲ ❛♥❞ t❤❡

❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ t♦ ❡①♣❛♥❞ ✲ ♠❛② ❤❛✈❡ ♠❛♥② ❢♦r♠s ❛♥❞ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s✿ t✇♦

❡①❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❝♦♥q✉❡st t❤r♦✉❣❤ ✇❛r❢❛r❡ ♦r ❝♦♥✈❡rs✐♦♥✱ ❜✉t ♦t❤❡rs ❛r❡ t❤❡ ❞❡s✐r❡ t♦

❡①♣❧♦r❡ ♥❡✇ t❡rr✐t♦r②✱ ❝♦♥t❛❝t ♦t❤❡r s♦❝✐❡t✐❡s ❛♥❞ ♠✐① ✇✐t❤ t❤❡♠✱ ♣r♦♣♦s❡ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞

♣♦ss✐❜❧② ❧❡❛r♥ ❢r♦♠ ♦✉ts✐❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ❘♦♠❛♥ ❡♠♣✐r❡ ✐s ❛ str♦♥❣ ❡①❛♠♣❧❡

♦❢ t❤❡ ✜rst t②♣❡ ♦❢ ❡①♣❛♥s✐♦♥❀ ♠♦r❡ ♠♦❞❡r♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥s ❤❛✈❡ ♦❢t❡♥ ✐♥✈♦❧✈❡❞ r❡❧✐❣✐♦✉s

❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✲ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ s❡♥❞✐♥❣ ♦❢ r❡❧✐❣✐♦✉s ♠✐ss✐♦♥❛r✐❡s✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ❤❛s

♦❢t❡♥ ♦❝❝✉rr❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ✇❛r❢❛r❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙♦✉t❤

❛♥❞ ❈❡♥tr❛❧ ❆♠❡r✐❝❛♥ ■♥❞✐❛♥ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s t♦ ❈❤r✐st✐❛♥✐t② t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢

❝♦♥q✉❡st ❛♥❞ ♠✐ss✐♦♥❛r② ❛❝t✐✈✐t②✳ ❊q✉❛❧❧② r❡❧❡✈❛♥t ✐s ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤r♦✉❣❤ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢

❣♦♦❞s s♣✉rr❡❞ ❜② ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥s ✭t❤✐♥❦ ♦❢ ▼❛r❝♦ P♦❧♦✮✱ ♦r t❤❡ ♠♦r❡ ♠♦❞❡r♥ ❝✉❧t✉r❡

s♣r❡❛❞✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s❛❧❡ ♦❢ ❣♦♦❞s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ❈♦❝❛✲❈♦❧❛ t♦ t❡❧❡✈✐s✐♦♥ s❡ts✳ ❖r

❣♦✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ❡①tr❡♠❡✱ ✇❡ ♠❛② t❤✐♥❦ ♦❢ t❤❡ ✏❝✉r✐♦s✐t②✑✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥✐s♠✱

♦❢ t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❤✉♥t❡rs✲❣❛t❤❡r❡rs✳

❲❤✐❧❡ t❤❡✐r ❝❛♥ ❜❡ ♠❛♥② ❢♦r♠s ♦❢ str❡♥❣t❤ ❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s✱ ✐♥

❣❡♥❡r❛❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞✐sr✉♣t ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦r ❞❡❢❡♥❞ ❛❣❛✐♥st ❞✐sr✉♣t✐♦♥ ✐t ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧②

✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❤❛✈❡ r❡s♦✉r❝❡s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❜❡✐♥❣ ✉s❡ ❢♦r ♦t❤❡r ♣✉r♣♦s❡s✱ ❤❡♥❝❡ ✏❢r❡❡✑

r❡s♦✉r❝❡s✳ ❲❡ ♠❛❦❡ t❤✐s ❝♦♥❝r❡t❡ ✜rst t❤r♦✉❣❤ ❛ s✐♠♣❧❡ ▼❛❧t❤✉s✐❛♥ t②♣❡ ♦❢ ❡①❛♠♣❧❡

✐♥ ✇❤✐❝❤ ♣❧❛②❡rs ❛r❡ ❢❛♠✐❧✐❡s ✇❤♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡✐r ❢❛♠✐❧✐❡s❀ ✇❡ ✇✐❧❧ ❡❧❛❜♦r❛t❡

♦♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s✉❜s❡❝t✐♦♥✳ ❍❡r❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥tr❛st t❤❡ ▼❛❧t❤✉s✐❛♥ ❝❛s❡

✇❤❡r❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ s✐③❡ ✐s ❝❤♦s❡♥ s♦ t❤❛t ✐♥❝♦♠❡ ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ✐s ❛t s✉❜s✐st❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ✇✐t❤

t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ✐t ♠❛①✐♠✐③❡s ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s✱ ❛♥❞ ❡①♣❧♦r❡ ❤♦✇ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❝♦♠❡

♣❡r ❝❛♣✐t❛ ✈❛r② ❛s t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐♠♣r♦✈❡s✳

❲❡ ✇✐❧❧ ♠♦❞❡❧ t❤❡s❡ ❡❝♦♥♦♠✐❡s ❛s s♦❝✐❛❧ ♥♦r♠ ❣❛♠❡s ♦❢ ♣❡r❢❡❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ s♦

t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠❛♥② ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ s✐③❡s✿ s♦♠❡ ❧❛r❣❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡✈❡r②♦♥❡

✐s ❛t t❤❡ ▼❛❧t❤✉s✐❛♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ s✉❜s✐st❡♥❝❡✱ ❛♥❞ ♦t❤❡rs s♠❛❧❧❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦✉t♣✉t ♣❡r
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❝❛♣✐t❛ ❡①❝❡❡❞s t❤❛t ♥❡❡❞❡❞ t♦ s✉r✈✐✈❡ ❛♥❞ r❡♣r♦❞✉❝❡✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ▼❛❧t❤✉s r❡❝♦❣✲

♥✐③❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ s♦❝✐❛❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts t❤❛t st❛❜✐❧✐③❡ t❤❡

♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛t ❛ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧✳ ■♥ r❡❛❧ s♦❝✐❡t✐❡s✱ ❧♦♥❣ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❛❞✈❡♥t ♦❢ ❜✐rt❤ ❝♦♥tr♦❧✱

♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✇❛s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✲ ❧❛r❣❡❧②✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ ❜② ❛❜st✐♥❡♥❝❡ ❢r♦♠ ✐♥t❡r❝♦✉rs❡✳ ■t ✐s

❡❛s② t♦ ✐♠❛❣✐♥❡ ❛ st❛❜❧❡ s♦❝✐❛❧ ♥♦r♠ ✲ ❛ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✲ t❤❛t ❛❝❤✐❡✈❡s t❤✐s r❡s✉❧t✿

✇♦♠❡♥ ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤✐❧❞r❡♥✱ ❛♥❞ ❛♥②♦♥❡ ✇❤♦ ❛tt❡♠♣ts t♦

✈✐♦❧❛t❡ t❤❡ ♥♦r♠ ✐s ♣✉t t♦ ❞❡❛t❤ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❤❡r ❝❤✐❧❞r❡♥✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡ s♦❝✐❡t✐❡s ♦❢t❡♥

✉s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ♥♦t s♦ ❞✐✛❡r❡♥t t❤❛♥ t❤✐s✳ ▼❛rr✐❛❣❡ ✇❛s ❧✐♠✐t❡❞ ❛♥❞ ❞❡❧❛②❡❞ t❤r♦✉❣❤

r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ♦r s✐❞❡✲♣❛②♠❡♥ts ❛s ❛ ♣r❡r❡q✲

✉✐s✐t❡ t♦ ❣❡t ♠❛rr✐❡❞✱ ❛♥❞ ✉♥✇❡❞ ♠♦t❤❡rs ✇❡r❡ s❡✈❡r❡❧② ♣✉♥✐s❤❡❞✱ ✐♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s

t❤r♦✉❣❤ ❝❛♣✐t❛❧ ♣✉♥✐s❤♠❡♥t✳ ❚❤✐s s❡❡♠s t♦ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❜② ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ ❤✐st♦r✐✲

❛♥s s✉❝❤ ❛s ❇❛❝❝✐ ❬✾❪✱ ❛♥❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❜② ▼❛❧t❤✉s ❤✐♠s❡❧❢ ✲ ❤❡ s✐♠♣❧② t❤♦✉❣❤t t❤❛t

✐♥ s♦♠❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② s❡♥s❡ t❤❡s❡ ❧♦✇ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✇❡r❡ ✉♥st❛❜❧❡✳

❲❡ ✇✐❧❧ ❛r❣✉❡ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ♦✉r ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s ❝❛♥ ❜❡

❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ■♠❛❣✐♥❡ ❛ ✏▼❛❧t❤✉s✐❛♥✑ s♦❝✐❡t②

✇✐t❤ ❢❛r♠❡rs ❧✐✈✐♥❣ ❛t t❤❡ ❡❞❣❡ ♦❢ s✉❜s✐st❡♥❝❡✳ ◆❡①t ❞♦♦r ❧✐✈❡ t❤❡✐r ❧❡ss ♥✉♠❡r♦✉s

❜✉t r✐❝❤❡r ♥❡✐❣❤❜♦rs ✇❤♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡✐r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❲❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ✇❤❡♥ t❤❡ ❢❡✇ ❜✉t

r✐❝❤ ♥❡✐❣❤❜♦rs ✐♥✈❛❞❡ t❤❡ ♥❡❛r❧② st❛r✈✐♥❣ ❢❛r♠❡rs❄ ❋♦r t❤❡ ❢❛r♠❡rs t♦ s♣❡♥❞ t✐♠❡

✜❣❤t✐♥❣ ✐s t♦ t❛❦❡ t✐♠❡ ❢r♦♠ ❢❛r♠✐♥❣ ✲ t❤❛t ✐s✱ t♦ st❛r✈❡✳ ❚❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤✐s ❝♦♥✢✐❝t

✐s ❡❛s② t♦ s❡❡✳

❲❤❛t t❤✐s s✉❣❣❡sts ✐s t❤❛t ✇❤❛t ❝♦✉♥ts ❢♦r ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡

♦✉t♣✉t ✐♥ ❡①❝❡ss ♦❢ s✉❜s✐st❡♥❝❡✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ✐❢ z ❞❡♥♦t❡s t❤❡ t♦t❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ ❛

♣❧♦t ♦❢ ❧❛♥❞ ✭✇❤✐❝❤ t♦ ❡❛s❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇❡ ❛❧❧♦✇ t♦ t❛❦❡ ♦♥ r❡❛❧ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥t❡❣❡r

✈❛❧✉❡s✮ ✇❡ ❧❡t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ αY (z) ❜❡ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♦✉t♣✉t ♣r♦❞✉❝❡❞ ♦♥ t❤❛t ♣❧♦t

♦❢ ❧❛♥❞ ✇❤❡r❡ α ✐s ❛ s❝❛❧❛r t❡❝❤♥♦❧♦❣② ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② B t❤❡ ♣❡r ❝❛♣✐t❛

♦✉t♣✉t ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r s✉❜s✐st❡♥❝❡✳ ❚❤❡r❡ ✐s✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ ❛ ❜✐❣ ❞❡❜❛t❡ ❛❜♦✉t ✇❤❛t ❝♦♥st✐✲

t✉t❡s s✉❜s✐st❡♥❝❡✳✶✸ ❚❤✐s ❞❡❜❛t❡ ✐s ♣r✐♠❛r✐❧② ❛♥ ❡✛♦rt t♦ ✏♣r♦✈❡✑ t❤❛t ♣r✐♦r t♦ t❤❡

✐♥❞✉str✐❛❧ r❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❡✈❡r②♦♥❡ ✇❛s ❛t s✉❜s✐st❡♥❝❡ ✲ t❤❡ ♠♦r❡ ❡❧❛st✐❝ ✐s t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢

s✉❜s✐st❡♥❝❡ t❤✐s ✐s ❡❛s✐❡r t♦ ✏♣r♦✈❡✑ tr✉❡✳✶✹ ❍❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥ ♠✐♥❞ ❛ ♠♦r❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧

✶✸❍✐st♦r✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ s✉❜s✐st❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ♠❡❛♥t ✏t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts t♦ s✉r✈✐✈❡ ❛♥❞ r❡♣r♦❞✉❝❡✳✑
■♥ t❤❡ ❤❛♥❞s ♦❢ ♠♦❞❡r♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❤✐st♦r✐❛♥s s✉❝❤ ❛s ❈❧❛r❦ ❬✷✽❪ ✏s✉❜s✐st❡♥❝❡✑ ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ ❛♥ ❡❧❛st✐❝
❝♦♥❝❡♣t ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❡ ✏s♦♠❡ s♦❝✐❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ✐♥❝♦♠❡ ❛❜♦✈❡ ✇❤✐❝❤ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥
❞❡❝r❡❛s❡s ❛♥❞ ❜❡❧♦✇ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐♥❝r❡❛s❡s✳✑ ❬r❡✈✐s❡ ✲ ❤♦✇ ❛♥❞ ✇❤② r❡✈✐s❡❄❄❪ ❚❤✐s ✐s s♦♠❡✇❤❛t ❛✇❦✇❛r❞
❛s t❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t r✐❝❤ ❝♦✉♥tr✐❡s r❡♣r♦❞✉❝❡ ❛s ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r r❛t❡s t❤❛♥ ♣♦♦r
♦♥❡s✳

✶✹❆ ❝❧♦s❡ r❡❛❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈❡❛❧s s❡r✐♦✉s ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤❡ ♠♦st ❝❡♥tr❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❛t ❛t
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♥♦t✐♦♥ ♦❢ s✉❜s✐st❡♥❝❡ ❛s r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❢♦r s✉r✈✐✈❛❧ ❛♥❞ r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳

■♥ t❤❡ ▼❛❧t❤✉s✐❛♥ ●❛♠❡ t❤❡ N ♣❧❛②❡rs ❛r❡ ❢❛♠✐❧✐❡s ✇❤♦ ❝❤♦♦s❡ ❢❛♠✐❧② s✐③❡✱ s♦

t❤❛t Ãi = {1, 2, . . . ,M} ❢♦r s♦♠❡ M ✳ ❋❛♠✐❧✐❡s ❛r❡ ▼❛❧t❤✉s✐❛♥ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t

t❤❡✐r ✉t✐❧✐t② ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❤❛✈✐♥❣ ❝❤✐❧❞r❡♥✿ ũi(ãijt ) = ãijt ✳ ❚♦t❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥

❜② zjt =
∑N

i=1
ãijt ✱ ❛♥❞ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s f(ãjt ) = αY (zjt ) − Bzjt ✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t

αY (NM)−BNM > 0 s♦ t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t ❢❡❛s✐❜❧❡ t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ s♦ ❧❛r❣❡ t❤❛t

✐t st❛r✈❡s✳

❋r♦♠ ♦✉r ❡❛r❧✐❡r r❡s✉❧t ♦♥ ♣❡r❢❡❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s♦❝✐❛❧ ♥♦r♠ ❣❛♠❡s✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t

st♦❝❤❛st✐❝ st❛❜✐❧✐t② r❡q✉✐r❡s ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② s✉♣♣♦s❡

t❤❛t ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♦✉t♣✉t Y (z) ✐s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡✱ str✐❝t❧② ❝♦♥❝❛✈❡ ❛♥❞ str✐❝t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣

❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ z✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❡①♣❧♦r❡ ❤♦✇ t❤❡ ✭✉♥✐q✉❡ s✐♥❝❡ Y (z) ✐s str✐❝t❧②

❝♦♥❝❛✈❡✮ r❡❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ z t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s ✈❛r✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧

♣❛r❛♠❡t❡r α✱ ❛♥❞ ❤♦✇ ✐♥❝♦♠❡ ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ❣♦❡s❀ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❝♦♥❝❛✈❡✱ t❤❡

♦♣t✐♠❛❧ ✐♥t❡❣❡r ✈❛❧✉❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥✐♥❣ ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts✳

❘❡❝❛❧❧ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t❤❡ ✉s✉❛❧ ▼❛❧t❤✉s✐❛♥ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s s♦ ❧❛r❣❡ t❤❛t

✐♥❝♦♠❡ ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ✐s ❛t s✉❜s✐st❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧✱ t❤❛t ✐s ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ z t❤❛t s❛t✐s✜❡s

αY (z)/z = B✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐s str✐❝t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ α ❛♥❞ ❣✐✈❡s t❤❡ ✉s✉❛❧ ▼❛❧t❤✉s✐❛♥

r❡s✉❧t✿ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❧❡❛✈❡s ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ✐♥❝♦♠❡ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞

❛♥❞ ❧❡❛❞s ♠❡r❡❧② t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❢r❡❡

r❡s♦✉r❝❡s t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ z∗ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s ✐s str✐❝t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
✐♥ α✳ P❡r ❝❛♣✐t❛ ♦✉t♣✉t ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ α ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢

−
zY ′′(z∗)

Y ′(z∗)
> 1−

zY ′(z∗)

Y (z∗)
.

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ z∗ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❜② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ αY ′(z) = B ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ α✳ ❲❡ ✇❛♥t t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ z ❛♥❞ ♦❢ αY (z)/z ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ α✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ αY ′(z) = B ✇❡ ❣❡t 0 = Y ′dα + αY ′′dz✱ ✇❤❡♥❝❡
dz/dα = −Y ′/AαY ′′ > 0✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ d(αY (z)/z)/dα r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❝♦♥❞✐t✐♦♥

❜❡st ✇❤❛t ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐s ♠❡❞✐❛♥ ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ✐♥❝♦♠❡ ✲ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ♦❢ ❛ ♣♦♦r ♣❡rs♦♥✳
❖❢ ❝♦✉rs❡ t❤❡ ✉♣♣❡r ❝❧❛ss❡s ❝♦♥s✉♠❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ♠♦r❡ t❤❛♥ s✉❜s✐st❡♥❝❡ s♦ t❤❡ ♠❡❛♥ ♠✉st ❛❧s♦ ❜❡
❛❜♦✈❡ s✉❜s✐st❡♥❝❡✳ ❆ t②♣✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♥❞ ♠✉❝❤ ❝✐t❡❞ ▲❛❞✉r✐❡
❬✹✼❪ st✉❞② ♦❢ ▲❛♥❣✉❡❞♦❝ ♣❡❛s❛♥ts ✐♥ ❋r❛♥❝❡✳ ■❣♥♦r❡❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞② ❛r❡ t❤❡ ❢❛❝ts t❤❛t t❤❡ ♥♦❜❧❡s ❧✐✈❡
❛❜♦✈❡ s✉❜s✐st❡♥❝❡❀ t❤❛t t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❛r❡❛ ♠❛❞❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ♣❛②♠❡♥ts t♦ t❤❡ ❑✐♥❣ ✲ ❛♥❞ ✐♥❞❡❡❞ t❤❡
❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❋r❛♥❝❡ t♦ ❝♦♥❞✉❝t ❝♦♥t✐♥✉❛❧ ✇❛rs t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ♣❡r✐♦❞ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❢r❡❡
r❡s♦✉r❝❡s ✇❡r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ▼♦r❡ s❡r✐♦✉s st✉❞❡♥ts ♦❢ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ●❉P s✉❝❤ ❛s ▼❛❞❞✐s♦♥ ❬✺✵❪
♣♦✐♥t ♦✉t t❤❡ ▼❛❧t❤✉s✐❛♥ ❜✐❛s ✐♠♣❧✐❝✐t ✐♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ♦❢ t❤✐s t②♣❡✳
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✐♥ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳ ▲❡t ❛❣❛✐♥ z∗ ❜❡ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣✱ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ α✳ ■♥ t❤❡
❈♦❜❜✲❉♦✉❣❧❛s ❝❛s❡ Y (z) = zβ ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ♦✉t♣✉t ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ α✳ ■♥ t❤❡ ❧♦❣❛✲
r✐t❤♠✐❝ ❝❛s❡ Y (z) = log(b+ z)✱ b > 0 ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ♦✉t♣✉t ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢♦r s✉✣❝✐❡♥t❧②
❧❛r❣❡ α✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ b ✐t ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢♦r s♠❛❧❧ α ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢♦r ❧❛r❣❡
α✳

Pr♦♦❢✳ ■♥ t❤❡ ❈♦❜❜✲❉♦✉❣❧❛s ❝❛s❡ ✇❡ ❤❛✈❡

−
zY ′′(z)

Y ′(z)
= 1−

zY ′(z)

Y (z)
= 1− β,

s♦ t❤✐s ❝❛s❡ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♥❡✉tr❛❧✱ ❥✉st ❛s ✐♥ t❤❡ ▼❛❧t❤✉s ❝❛s❡✳
■♥ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ❝❛s❡ Y ′(z) = 1/(b+ z)✱ Y ′′(z) = −1/(b+ z)2✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸ ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ t♦

z

b+ z
> 1−

z

(b+ z) log(b+ z)

✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ log(b+ z) < z/b ❜❡❝❛✉s❡ z ≥ 1✳ ◆♦✇ log(b+ z) < log b+ z/b
❢♦r ❛❧❧ z > 0✱ s♦ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❢♦r ❛❧❧ z ≥ 1 ✐❢ b ≤ 1✳ ❋♦r b > 1 ✐t
✐s tr✉❡ ❢♦r z ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ ✭t❤❡ ❘❍❙ ❣♦❡s t♦ ∞ ❛s z → ∞✮✱ s♦ ✐t ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❢♦r ❜✐❣
❡♥♦✉❣❤ α✳ ▲♦♦❦✐♥❣ ❛t z = 1 ✇❡ ❣❡t

b log(1 + b) < 1

✇❤✐❝❤ ❝❧❡❛r❧② ❢❛✐❧s ❢♦r ❜✐❣ ❡♥♦✉❣❤ b✳ ❍❡♥❝❡ ❢♦r ❧❛r❣❡ b ♣❡r✲❝❛♣✐t❛ ✐♥❝♦♠❡ ✜rst ❣♦❡s
❞♦✇♥ t❤❡♥ ✉♣✳

■t ✐s s♦♠❡t✐♠❡s ❝❧❛✐♠❡❞ t❤❛t ❢❛r♠✐♥❣ s♦❝✐❡t✐❡s ✇❡r❡ ✇♦rs❡ ♦✛ t❤❛♥ ❤✉♥t❡r ❣❛t❤❡r✲

❡rs✱ ✇❤✐❧❡ ♦❢ ❝♦✉rs❡ ✐♥❞✉str✐❛❧ s♦❝✐❡t✐❡s ❛r❡ ♠✉❝❤ ❜❡tt❡r ♦✛✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝

♦✉t♣✉t ❢♦r ❧❛r❣❡ b ♣r♦✈✐❞❡s ♦♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❡♦r② ♦❢ ✇❤② t❤✐s ♠✐❣❤t ❜❡✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❞✐❢✲

❢❡r❡♥t✐❛❧ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss ♦♥ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ s✐③❡ ❛♥❞ ✐♥❝♦♠❡ ♣❡r ❝❛♣✐t❛✱

❆s❤r❛❢ ❛♥❞ ●❛❧♦r ❬✽❪ ❡❧❛❜♦r❛t❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❜♦t❤ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❝♦♠❡

♣❡r ❝❛♣✐t❛ ✐♥ t❤❡ ❧❛st t✇♦ t❤♦✉s❛♥❞ ②❡❛rs✱ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡ t❤❛t t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss

✐♥ t❤✐s ♣❡r✐♦❞ ❤❛s ❤❛❞ ♠♦r❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ s✐③❡ t❤❛♥ ♦♥ ✐♥❝♦♠❡ ♣❡r ❝❛♣✐t❛✳

❖❢ ❝♦✉rs❡ t❤❡r❡ r❡♠❛✐♥s t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ✇❤❡t❤❡r ✇❡ s❤♦✉❧❞ ✐♠❛❣✐♥❡ t❤❛t t❡❝❤✲

♥♦❧♦❣② ✐s ♠♦r❡ ❧✐❦❡ t❤❛t ♦❢ ❈♦❜❜✲❉♦✉❣❧❛s ♦r ♦❢ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ❢♦r♠ ✐♥ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥

s✐③❡✳ ■t s❡❡♠s ❝♦♠♣❡❧❧✐♥❣ t❤❛t ♦♥❧② s♦ ♠❛♥② ♣❡♦♣❧❡ ❝❛♥ ✜t ♦♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣❧♦t ♦❢

❧❛♥❞ ❜❡❢♦r❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞✉❡ t♦ ♦✈❡r❝r♦✇❞✐♥❣✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐t ✐s

❡❛s② t♦ s❡❡ ✇❤② ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ♦✉t♣✉t ♠✉st ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✿

♦♥❝❡ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s r❡❛❝❤❡❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣♦✐♥t ✐♥ ❛❞❞✐♥❣ ♠♦r❡
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♣❡♦♣❧❡ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ✇❛② t♦ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ✐♠✲

♣r♦✈❡❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣② t♦ ❣❡t ♠♦r❡ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s ✐s t❤r♦✉❣❤ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ♦✉t♣✉t✳

■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t t❤❛t r❡t✉r♥s t♦ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞r♦♣s t♦ ③❡r♦ ❛s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥

❣r♦✇s✳ ❲❤✐❧❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ②❡t r❡❛❝❤❡❞ t❤❡ ✉♥❢♦rt✉♥❛t❡ st❛t❡ ♦❢ ❛✛❛✐rs ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✲

❞✉❝t✐♦♥ ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞✉❡ t♦ ♦✈❡r❝r♦✇❞✐♥❣✱ t❤✐s ❛r❣✉♠❡♥t ❞♦❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ s♦♠❡ r❡❛s♦♥

t♦ t❤✐♥❦ t❤❛t r❡t✉r♥s t♦ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞✐♠✐♥✐s❤ r❛t❤❡r q✉✐❝❦❧② ❛s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ ♣❧♦t

♦❢ ❧❛♥❞ ❣r♦✇s✳ ■t s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ♠♦r❡ r❛♣✐❞❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ r❡t✉r♥s ♦❢ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤✲

♠✐❝ ♠♦❞❡❧ ♠❛② ♠❛❦❡ ♠♦r❡ s❡♥s❡ t❤❛♥ t❤❡ r❛t❤❡r s❧♦✇❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ r❡t✉r♥s ♦❢ t❤❡

❈♦❜❜✲❉♦✉❣❧❛s ♠♦❞❡❧✳✶✺

✺✳✸✳ ❏❡✇❡❧r② ✈❡rs✉s ❙✇♦r❞s

■♥ t❤❡ ▼❛❧t❤✉s✐❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❛❧❧ r❡s♦✉r❝❡s t❤❛t ✇❡r❡ ♥♦t ✉s❡❞ ❢♦r s✉❜s✐st❡♥❝❡ ✇❡r❡

❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛s ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡t❤❡r r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ✏❢r❡❡✑ ✐s

❡♥❞♦❣❡♥♦✉s✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤✐s ❜② ❛❞❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ▼❛❧t❤✉s ❡①❛♠♣❧❡ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❛❜♦✉t

✇❤❛t t♦ ❞♦ ✇✐t❤ ♦✉t♣✉t ❛❜♦✈❡ s✉❜s✐st❡♥❝❡✳

❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❤♦✇ ♠❛♥② ❝❤✐❧❞r❡♥ t♦ ❤❛✈❡✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡

t❤❛t ❡❛❝❤ ❢❛♠✐❧② ❛❧s♦ ❝❤♦♦s❡s ✇❤❡t❤❡r t♦ t❛❦❡ t❤❡✐r s❤❛r❡ ♦❢ ✏❡①❝❡ss✑ ♦✉t♣✉t ❛s ❥❡✇❡❧r②

♦r ❛s s✇♦r❞s✳ ❲❡ t❛❦❡ Ãi = {1, 2, . . . ,M} × {0, 1} ✇❤❡r❡ 1 ♠❡❛♥s ❝♦♥s✉♠❡ ❥❡✇❡❧r②

❛♥❞ 0 ♠❡❛♥s ❝♦♥s✉♠❡ s✇♦r❞s✳ ❲❡ ✇r✐t❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ãijt = (ãij
1t, ã

ij
2t) ✇✐t❤ t❤❡

✜rst ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❜❡✐♥❣ ❢❛♠✐❧② s✐③❡ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❥❡✇❡❧r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ❯t✐❧✐t② ✐s

ũi(ãijt ) = ãij
1t+ γãij

2t ❢♦r s♦♠❡ ♣♦s✐t✐✈❡ γ✱ s♦ t❤❛t ❢❛♠✐❧✐❡s ❧✐❦❡ t♦ ❝♦♥s✉♠❡ ❥❡✇❡❧r② ❜✉t

♥♦t s✇♦r❞s✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❥❡✇❡❧r② ✐s ♥♦t ♦❢ ♠✉❝❤ ✉s❡ ✐♥ ❝♦♥✢✐❝t ✲ ❛ s♦❝✐❡t② ❛r♠❡❞ ✇✐t❤

s✇♦r❞s ✇✐❧❧ q✉✐❝❦❧② ♣r❡✈❛✐❧ ♦✈❡r ♦♥❡ ❛r♠❡❞ ✇✐t❤ ❥❡✇❡❧r②✳ ❍❡♥❝❡ ✇❡ t❛❦❡ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s

t♦ ❜❡ f(ãjt ) =
[

∑N
i=1

(1− ãij
2t)/N

] [

αY (zjt )−Bzjt

]

✱ t❤❛t ✐s s✇♦r❞s ♦♥❧②✳

❚❡❝❤♥✐❝❛❧❧② t❤❡r❡ ✐s ♥♦t ♠✉❝❤ t♦ ❜❡ ❧❡❛r♥❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✿ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s

❛r❡ ♠❛①✐♠✐③❡❞ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ s✇♦r❞s ♦✈❡r ❥❡✇❡❧r② ❛♥❞ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ s✐③❡ ❛s ✐♥ t❤❡

♦r✐❣✐♥❛❧ ▼❛❧t❤✉s ❡①❛♠♣❧❡✳ ❈♦♥❝❡♣t✉❛❧❧② t❤❡ ♣♦✐♥t ✐s t❤✐s✿ t❤❡ s♦❝✐❡t② t❤❛t ✇✐❧❧

❜❡ st♦❝❤❛st✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡ ❛♥❞ ♠♦st ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣✲r✉♥ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ s♦❝✐❡t② t❤❛t

❝❤♦♦s❡s s✇♦r❞s ♦✈❡r ❥❡✇❡❧r②✳ ❚❤✐s ♠❛② ❛♣♣❡❛r t♦ ❛♥ ♦❜s❡r✈❡r t♦ ❜❡ ❞②s❢✉♥❝t✐♦♥❛❧

✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ❧✐❦❡ ❥❡✇❡❧r② ❜✉t ♥♦t s✇♦r❞s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ s✇♦r❞s ✐s

❡♥❢♦r❝❡❞ ❛s ❛ s♦❝✐❛❧ ♥♦r♠ t❤r♦✉❣❤ t❤r❡❛t ♦❢ s❤✉♥♥✐♥❣✿ ❞♦ t❤✐s st✉♣✐❞ t❤✐♥❣ ✭❝❤♦♦s❡

✶✺❚❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❤❡r❡ ✐s ♥♦t ❞✐ss✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❍❛♥s❡♥ ❛♥❞ Pr❡s❝♦tt ❬✹✶❪✿ t❤❡r❡ ✐t ✐s
t❤❡ ❡①❤❛✉st✐♦♥ ♦❢ ❧❛♥❞ t❤❛t ❢♦r❝❡s ❛ ❝❤❛♥❣❡ t♦ ❛ ❝❛♣✐t❛❧ ❜❛s❡❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣② t❤❛t ✐♥❝r❡❛s❡s ♣❡r ❝❛♣✐t❛
✐♥❝♦♠❡✳

✷✻



s✇♦r❞s✮ ♦r ❜❡ s❤✉♥♥❡❞✳ ◆❛t✉r❛❧❧② t❤❡ ❢♦❧❦ t❤❡♦r❡♠ ❛❧❧♦✇s ♠❛♥② ✐♥❡✣❝✐❡♥t ❡q✉✐❧✐❜r✐❛

♦❢ t❤✐s t②♣❡✱ ❛♥❞ ✇❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛s ❡❝♦♥♦♠✐sts ❞♦ ♥♦t ♣❛② ♠✉❝❤ ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡♠✳

❇✉t ❤❡r❡ t❤❡ s✇♦r❞s ♣r♦t❡❝t s♦❝✐❡t② ❢r♦♠ ♦✉ts✐❞❡ t❤r❡❛ts✱ s♦ ✇❤✐❧❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥t t❤✐s

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ✈❡r② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡❡❞✳✶✻

■♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✇❡ t❤✐♥❦ ♦❢ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s ❛s ❛ r❡s✐❞✉❛❧ ❛❢t❡r ♥❡❝❡ss❛r② ♣❛②♠❡♥ts ❛r❡

♠❛❞❡ ✲ t❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ▼❛❧t❤✉s ❡①❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ✐♥ ♦✉r s✉❜s❡q✉❡♥t ❡①✲

❛♠♣❧❡s✳ ■♥ t❤✐s s❡♥s❡ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❧♦t ❧✐❦❡ ♣r♦✜t ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥

❛♥❞ ✐♥❞❡❡❞ ♦✉r ❢♦r♠❛❧ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❛ str♦♥❣ s✐♠✐❧❛r✐t② ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ♣r♦✜t ♠❛①✐✲

♠✐③❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢r♦♠ ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ st❛♥❞♣♦✐♥t✱ t❤✐s ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♠❛② ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡

❤✐st♦r✐❝❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ♠♦♥❛r❝❤✐❡s t❤❛t ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ♣r♦✜t ♠❛①✐♠✐③✐♥❣✳

❇✉t ❛s t❤❡ ❥❡✇❡❧r② ❛♥❞ s✇♦r❞s ❡①❛♠♣❧❡ ♠❛❦❡s ❝❧❡❛r✱ t❤✐s ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♣❡r❢❡❝t✿

t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ✲ ♣r♦✜ts ✐❢ ②♦✉ ✇✐❧❧ ✲ ♠❛② ❜❡ t✉r♥❡❞ t♦ ♠❛♥② ✉s❡s ❛♥❞ ♦♥❧② s♦♠❡ ♦❢

t❤❡s❡ ✉s❡s ✲ s✇♦r❞s ♥♦t ❥❡✇❡❧r② ✲ ❝♦♥st✐t✉t❡ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s✳ ❍❡♥❝❡ ❛ ♣r♦✜t ♠❛①✐♠✐③✲

✐♥❣ ♠♦♥❛r❝❤② t❤❛t t❤r♦✉❣❤ s♦❝✐❛❧ ♥♦r♠s ✐s ❜♦✉♥❞ t♦ ✉s❡ ✐ts ♣r♦✜t ❢♦r ✜❣❤t✐♥❣ ❛♥❞

❝♦♥✢✐❝t ✐s t❤❡ t②♣❡ ✇❡ ❡①♣❡❝t t♦ s✉r✈✐✈❡✿ ❛ ♣r♦✜t ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ♠♦♥❛r❝❤② t❤❛t s♣❡♥❞s

✐ts ♣r♦✜ts ❛♥❞ ❧❛r❣❡ ❛♥❞ ❜❡❛✉t✐❢✉❧ ♣❛❧❛❝❡s ❤❛s ❧❡ss ♦❢ ❛ ❢✉t✉r❡✳

✻✳ Pr✐✈❛t❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ■♥❡✣❝✐❡♥❝②

❋r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ✐♥ ❛ s❡♥s❡ ✈✐❡✇❡❞ ❤❡r❡ ❛s ❛ r❡s✐❞✉❛❧ ✲ ✇❤❛t ✐s ❧❡❢t ♦✈❡r ❛❢t❡r

❢♦r ✉s❡ ✐♥ ❝♦♥✢✐❝t✳ ❙✉❜s✐st❡♥❝❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ s✉r✈✐✈❡ ❛♥❞ r❡♣r♦❞✉❝❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞✐✈❡rt❡❞

t♦ ❝♦♥✢✐❝t✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ s❛✐❞ ♦❢ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ♣❛②♠❡♥ts✿ ✐❢ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦

♣r♦✈✐❞❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ♣❛②♠❡♥ts t♦ ❣❡t ♦✉t♣✉t ♣r♦❞✉❝❡❞✱ t❤❡s❡ ♣❛②♠❡♥ts ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞✐✲

✈❡rt❡❞ t♦ ❝♦♥✢✐❝t ✇✐t❤♦✉t ❛❧s♦ ❧♦s✐♥❣ t❤❡ ♦✉t♣✉t✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣❧❡①✿

❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ s✐♠✐❧❛r t♦ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ♣❛②♠❡♥ts ✐s t❤❛t ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ ❜② ❲❡✐❣❤t♠❛♥ ❬✻✵❪

✇❤♦ r❡♣♦rts ❤♦✇ ❇r✐t✐s❤ ✇♦r❦❡rs ✐♥ t❤❡ ✶✾t❤ ❝❡♥t✉r② ❝♦♥s✉♠❡❞ r♦❛st ❜❡❡❢✳ ■t ✇❛s

❛ ❧✉①✉r②✱ ❜✉t ✐t ♠❛❞❡ t❤❡♠ str♦♥❣❡r✱ ❜❡tt❡r ✇♦r❦❡rs t❤❛♥ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥❡♥t ✇❤❡r❡

❞✐❡t ✇❛s ♣♦♦r❡r❀ s♦ ♣r❡s✉♠❛❜❧② ✐t ♠❛❞❡ t❤❡♠ ❜❡tt❡r s♦❧❞✐❡rs ❛s ✇❡❧❧✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❛

❞✐❡t ❛❜♦✈❡ s✉❜s✐st❡♥❝❡ ♠❛② ✐♥❝r❡❛s❡ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢

✇♦r❦❡rs t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ♦✉t♣✉t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❧✐❦❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ♣❛②♠❡♥ts✱ t❤❡ ♣❛②♠❡♥ts t❤❛t

❡♥❛❜❧❡ t❤✐s ✐♠♣r♦✈❡❞ ❞✐❡ts ❛r❡ ♥♦t ♣❛rt ♦❢ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s✳

❚♦ ❣❡t ❛♥ ✐❞❡❛ ❤♦✇ t❤✐s ✇♦r❦s ✇✐t❤ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ♣❛②♠❡♥ts✱ ✇❡ r❡t❛✐♥ t❤❡ s❡tt✐♥❣

♦❢ ❛ s♦❝✐❛❧ ♥♦r♠ ❣❛♠❡✱ ❜✉t ♥♦✇ ❞r♦♣ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ♣❡r❢❡❝t ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐t② ❛♥❞

✶✻■❢ ❥❡✇❡❧r② t❤❛t ❛r❡ ❝♦♥s✉♠❡❞ ❞✉r✐♥❣ ♣❡❛❝❡t✐♠❡ ♠❛② ❡❛s✐❧② ❜❡ ❣✐✈❡♥ ✉♣ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ s✇♦r❞s
✐♥ t✐♠❡ ♦❢ ✇❛r t❤❡♥ ❥❡✇❡❧r② ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣❛rt ♦❢ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s✳
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❡①❛♠✐♥❡ s❡tt✐♥❣s ♦❢ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❢♦❧❦ t❤❡♦r❡♠ ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❧②✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❤✐❞❞❡♥ ❡✛♦rt ❣❛♠❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡❧②

st❛♥❞❛r❞ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✲❛❣❡♥t t②♣❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❡✛♦rt ♣r♦✈✐s✐♦♥✳

❚❤❡ ♣❧❛②❡rs ✐♥ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ❡✛♦rt ❣❛♠❡ ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❛❣❡♥ts✳ ❊❛❝❤ ❛❣❡♥t ❝❤♦♦s❡s

❛♥ ❡✛♦rt ❧❡✈❡❧ eijt ∈ {0, 1} ❛♥❞ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ❡✛♦rt ❡✐t❤❡r ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ♦✉t♣✉t

Y ♦r ♥♦ ♦✉t♣✉t ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦✉t♣✉t Y ✐s πe✳ Pr✐✈❛t❡❧② ♦❜s❡r✈❡❞

❡✛♦rt ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❝❤❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉t♣✉t✱ t❤❛t ✐s π1 > π0✳

❚❤❡ ♣❧♦t ♦❢ ❧❛♥❞ ❛s ❛ ✇❤♦❧❡ ♠✉st ❞❡❝✐❞❡ ❤♦✇ t♦ t❛① ♣r♦❞✉❝❡rs✱ ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②

❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t W j
t ≤ Y ♣❛✐❞ t♦ ❡❛❝❤ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❛❣❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣

♦✉t♣✉t ❜❡❝♦♠✐♥❣ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❜② ❛ ✈♦t✐♥❣ s❝❤❡♠❡✿ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ✈♦t❡s

❢♦r ❛ ✇❛❣❡ r❛t❡ W ij
t ∈ Ω✳ ❍❡r❡ Ω ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❛s ❜❡❢♦r❡ t♦ s✐♠♣❧✐❢②

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✇❡ ✇✐❧❧ ❧❛t❡r tr❡❛t ✐t ❛s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✲ ♦r ❛t ❧❡❛st ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❣r✐❞

✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ✈❛❧✉❡s✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ N > N3 > N/2

s✉❝❤ t❤❛t ✐❢ t❤✐s ♠❛♥② ♦r ♠♦r❡ ❛❣❡♥ts ❛❣r❡❡ ♦♥ ❛ ✇❛❣❡ r❛t❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✇❛❣❡ r❛t❡ W j
t

✐s t❤❛t r❛t❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ✐❢ ♥♦ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✐s r❡❛❝❤❡❞ ✐s W j
t = Y ✱ t❤❛t ✐s✱ ✐❢ t❤❡r❡

✐s ♥♦ ❛❣r❡❡♠❡♥t ♦♥ t❛①❡s t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ t❛①❡s✳✶✼

❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✈♦t❡s ❝❛st ❢♦r ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s♦❝✐❡t② ❛♥❞ ✈♦t❡s

♦♥ t❤❡ ♣❛②♠❡♥t s❝❤❡♠❡ ❛r❡ ♣❡r❢❡❝t❧② ♦❜s❡r✈❡❞✳ ■♥ s✉♠♠❛r②✱ ãijt = (eijt ,W
ij
t ) ❛♥❞

θjt = (θijt )i=1,...,N ✇❤❡r❡ θijt = (W ij
t , oijt ) ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦♥❡✳

❆❣❡♥ts ❛r❡ r✐s❦ ♥❡✉tr❛❧✱ s♦ t❤❡✐r ✉t✐❧✐t② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ũi(ãijt ) = −eijt + π
e
ij
t
W ij

t ✳ ❋♦r

s✐♠♣❧✐❝✐t② ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ s✉❜s✐st❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ B = 0 s♦ t❤❛t ✇❡ ♠❛② ✐❣♥♦r❡ t❤❡ s✉❜s✐st❡♥❝❡

❝♦♥str❛✐♥t✳

P❧❛②❡rs ❝❛♥ ❜❡ s❤✉♥♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t

t❤❡② ♣r♦❞✉❝❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ❛♥❞ ✐t ✇✐❧❧ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❜❡ ❞❡s✐r❛❜❧❡ t♦ ❞♦ s♦ ❡✈❡♥ ♦♥

t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛t❤✳ P♦t❡♥t✐❛❧❧② t❤✐s ❝❛♥ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s❤✉♥♥✐♥❣ ❛s ❛

s♦❝✐❛❧ s❛♥❝t✐♦♥ ❢♦r ♣❡r❢❡❝t❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ✈♦t✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r s✐♥❝❡ ✐t r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢

✏❛❞❞✐t✐♦♥❛❧✑ s❤✉♥♥✐♥❣ t❤❛t ❝❛♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ♣✉♥✐s❤♠❡♥t✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥ ✇❡ ♥♦✇

❛ss✉♠❡ t❤❛t ũi(õijt ) = 0 s♦ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝♦st ♦r ❜❡♥❡✜t ♦❢ ✈♦t✐♥❣ ♦♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r

❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✱ s♦ ♥♦ ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✈♦t✐♥❣ ♦♥ t❛① r❛t❡s✱ ✇❡

♥♦t❡ t❤❛t ❛♥② t❛① r❛t❡ ✐s ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✿ ✐❢ t❤❡ ✈♦t❡ ✐s ✉♥❛♥✐♠♦✉s ❜② t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥

✶✼❚❤✐s ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ s♦♠❡t✐♠❡s t❛❦❡♥ ✐♥ t❤❡ r❡♣❡❛t❡❞ ❣❛♠❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ s✉❝❤ ❛s ❋✉✲
❞❡♥❜❡r❣ ▲❡✈✐♥❡ ❛♥❞ ▼❛s❦✐♥ ❬✸✽❪✳ ❚❤❡r❡ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❞❡s✐❣♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♠❛♣♣❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❣❛♠❡ ❜②
❛❞❞✐♥❣ ❛ st❛❣❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♣❡♦♣❧❡ ✈♦t❡ ❢♦r t❤❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❊✐t❤❡r ❡✈❡r②♦♥❡ ❣❡ts s♦♠❡ ✈❡r②
❧♦✇ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✉t✐❧✐t② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❞✐s❛❣r❡❡✱ ♦r ✐❢ t❤❡② ❛❧❧ ❛❣r❡❡✱ t❤❡♥ t❤❡ ❛❣r❡❡❞ ✉♣♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❣❛♠❡ ❡✈❡r② ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ❛ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳
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t❤❛t t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ N3 < N ♥♦ s✐♥❣❧❡ ❛❣❡♥t ✐s ❞❡❝✐s✐✈❡✱ s♦ ❛❣❛✐♥ ♥♦ ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡

✐♥❝❡♥t✐✈❡s✳

❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦st ✐♠♣♦s❡❞ ❜② s❤✉♥♥✐♥❣ ✇❡ ♥♦✇ ♠❛❦❡ t❤❡ s②♠♠❡tr②

❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t Πi = Π✳ ❲❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t s❤✉♥♥✐♥❣ ❤❛s ♥♦ ✐♠♣❛❝t ♦♥

❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛❣❡♥t i

✐s f(ãijt ) = π
e
ij
t
(Y −W

j
t )✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s ❤❡r❡ ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ♣r♦✜t✱ s♦ ❛

❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ s♦❝✐❡t② ✇✐❧❧ ❜❡❤❛✈❡ ❧✐❦❡ ❛ ♣r♦✜t ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳

❆s ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t❡❞ ❛♥② ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ s♦❝✐❡t✐❡s ❛♥❞ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ s❝❤❡♠❡ ❝❤♦✐❝❡s ❛r❡ ❡q✉✐✲

❧✐❜r✐✉♠ ❝❤♦✐❝❡s✱ s♦ ✇❤❛t ♠❛tt❡rs ✐s t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥t t❤❛t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s ◆❛s❤

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❤✐❣❤ ❡✛♦rt✳ ▲❡tpijt ❛♥❞ P
ij
t ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❤✉♥♥✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✐❢ ♦✉t♣✉t

✐s ③❡r♦ ♦r Y r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❢♦r ❤✐❣❤ ❡✛♦rt ✐s

(1− π1)[−p
ij
t Π] + π1[W

j
t − P

ij
t Π]− 1 ≥ (1− π0)[−p

ij
t Π] + π0[W

j
t − P

ij
t Π],

✇❤✐❝❤ s❡tt✐♥❣ ∆ ≡ (π1 − π0)
−1 ♠❛② ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

[W j
t + (pijt − P

ij
t )Π] ≥ ∆.

❖✉r ♣r✐♠❛r② r❡s✉❧t ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✉t✐❧✐t② ❛♥❞ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s✱ ✇✐t❤

❛ ✈✐❡✇ t♦ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ s❤✉♥♥✐♥❣✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳ ✭✐✮ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ✜rst ❜❡st ✭✉t✐❧✐t② ♠❛①✐♠✐③✐♥❣✮ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ■♥
❛♥② s✉❝❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ W

j
t = Y s♦ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s❀ s❤✉♥♥✐♥❣ ♥❡✈❡r

♦❝❝✉rs ❛♥❞ ❡✛♦rt ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② (π1 − π0)Y ≥ 1✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♦✉t♣✉t
❣❛✐♥ ✐s ♥♦ s♠❛❧❧❡r t❤❛t ❡✛♦rt ❝♦st✳ ✭✐✐✮ ❚❤❡ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜✲
r✐✉♠ r❡q✉✐r❡s s❤✉♥♥✐♥❣ ✭♦♥❧②✮ ❛❣❡♥ts ✇❤♦ ♣r♦✈✐❞❡ ③❡r♦ ♦✉t♣✉t ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦♥❡✳
❚❤❡ ✇❛❣❡ r❛t❡ ✐s W

j
t = max{0,∆ − Π} ❛♥❞ ❡✛♦rt ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❡✐t❤❡r

∆ ≤ Π ♦r ∆ > Π ❛♥❞ (π1 − π0)Y ≥ π1(∆−Π)✳

Pr♦♦❢✳ ❚♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② −e
ij
t +π

e
ij
t
W

j
t −Π[(1−π

e
ij
t
)pijt +π

e
ij
t
P

ij
t ] ✐t ♠✉st

❝❧❡❛r❧② ❜❡ W j = Y ❛♥❞ p
ij
t = P

ij
t = 0✱ s♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡❝♦♠❡s maxe∈{0.1}−e+ πeY

✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s e = 1 ✐✛ (π1−π0)Y ≥ 1 ✳ ❙t❛t❡♠❡♥t ✭✐✮ ❢♦❧❧♦✇s✳ ❚✉r♥✐♥❣ t♦ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s✿
✇✐t❤♦✉t ❡✛♦rt t❤❡② ❛r❡ ❥✉st π0Y ✳ ❚♦ ✐♥❞✉❝❡ ❡✛♦rt ♦♥❡ ♠✉st s♦❧✈❡ maxπ1(Y −W

j
t )

s✉❜❥❡❝t t♦ W
j
t + (pijt − P

ij
t )Π ≥ ∆❀ ❤❡r❡ ✇❡ ✇❛♥t W j ❛s ❧♦✇ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ s♦ ✇❡ s❡t

p
ij
t = 1, P ij

t = 0 t♦ ❡❛s❡ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥t✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡♥ ❜❡❝♦♠❡sW j
t ≥ ∆−Π❀ s♦

t♦ ✐♥❞✉❝❡ ❡✛♦rt ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ✐s W j
t = max{0,∆−Π}✱ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ✇❛❣❡ r❛t❡✳ ❋r♦♠

t❤✐s ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ✐❢ ∆ ≤ Π ✇❡ ❤❛✈❡ W
j
t = 0 ❛♥❞ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ π1Y > π0Y

s♦ t❤❛t ❡✛♦rt ✐s ❛❧✇❛②s ✐♥❞✉❝❡❞✳ ■❢ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ∆ > Π t❤❡ ✇❛❣❡ r❛t❡ ✐s
W

j
t = ∆ − Π✱ s♦ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ π1(Y − ∆ + Π)✱ ❤❡♥❝❡ ❡✛♦rt ✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ✐✛

π1(Y −∆+Π) ≥ π0Y t❤❛t ✐s ✐✛ (π1 − π0)Y ≥ π1(∆−Π)✳

✷✾



■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ✐❢∆ ≤ Π t❤❡♥ s❤✉♥♥✐♥❣ ❛❧♦♥❡ ✐s ❡♥♦✉❣❤

t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s ❡✛♦rt s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❡✈❡♥ ✐❢ ✐t ✐s ✐♥❡✣❝✐❡♥t✱

t❤❛t ✐s ❡✈❡♥ ✐❢ (π1 − π0)Y < 1✱ ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② Y < ∆✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛

❦✐♥❞ ♦❢ s❧❛✈❡r② ✇❤❡r❡ ♣✉♥✐s❤♠❡♥ts ✭✏✇❤✐♣s✑✮ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❦❡❡♣ ♣❡♦♣❧❡ ✐♥ ❧✐♥❡✳ ❲❤❡♥

❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s ❡❛s② ✭❧♦✇ ∆✮ ❛♥❞ ✇❤✐♣s ❛r❡ ♥❛st② ✭Π ✐s ❧❛r❣❡✮ t❤✐s ❣✐✈❡s t❤❡ ♠♦st ❢r❡❡

r❡s♦✉r❝❡s✳

❚❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ♦✉t♣✉t Y > ∆ ✐s ❧❛r❣❡ ❛♥❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s ❤❛r❞ ✭∆ > Π✮

✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ✐♥♥♦✈❛t✐✈❡ ❛❝t✐✈✐t②✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❛t π1∆ > 1✳ ■❢ ♦✉t♣✉t ✐s ♥♦t

t♦♦ ❧❛r❣❡✱ Y < π1∆(∆− Π)✱ t❤❡♥ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ♠❛①✐♠✐③❡❞ ❜② ❤❛✈✐♥❣ ♥♦ ❡✛♦rt

♣r♦✈✐s✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥t ✐s t❤❛t ✐♥ t❤❡ ✐♥♥♦✈❛t✐✈❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ❛❧♦♥❡ ✐s ♥♦t

❡♥♦✉❣❤✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ♣❛②♠❡♥ts r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ r❡♥ts t♦

✐♥♥♦✈❛t♦rs✱ ❛♥❞ t❤❡s❡ ♠❛② ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤✱ t❤❛t t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♦✉t♣✉t ✐s ♦✛s❡t ❜②

t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ r❡♥ts ❛♥❞ ✐t ✐s ❜❡tt❡r ✭❢r♦♠ ❛ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✮

♥♦t t♦ ❜♦t❤❡r✳

✼✳ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❛ ❇✉r❡❛✉❝r❛t✐❝ ❙t❛t❡

❚❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ t❤❡♦r✐❡s ♦❢ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✿ ♦♥❡ ✐s t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ t❤❡ ❦❧❡♣✲

t♦❝r❛t✐❝ st❛t❡ ✇✐❞❡❧② ♣r❡✈❛❧❡♥t ✐♥ ❧✐❜❡rt❛r✐❛♥ t❤♦✉❣❤t✳ ■♥ t❤✐s ✈✐❡✇ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t

✐s ❛ t❤✐❡❢ t❤❛t ❤❛s s✉❝❝❡❡❞❡❞ ✐♥ ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ ❛ ♠♦♥♦♣♦❧② ♦✈❡r t❤✐❡✈❡r②✳ ❚❤❡ ♠♦r❡

✇✐❞❡s♣r❡❛❞ ✈✐❡✇ ✐s t❤❛t ♦❢ ❛ ❜❡♥❡✈♦❧❡♥t ❣♦✈❡r♥♠❡♥t t❤❛t s❡r✈❡s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ♣✉❜❧✐❝

❣♦♦❞s t❤❛t ❛r❡ s✉❜❥❡❝t t♦ s❡✈❡r❡ ❢r❡❡ r✐❞❡r ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❛♥❞ ♣❡r❤❛♣s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❣r❡❛t❡r

❛❧❧♦❝❛t✐♦♥❛❧ ❢❛✐r♥❡ss✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s ✐s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ ❜♦t❤ ♦❢

t❤❡s❡ ✈✐❡✇s✿ ❤❡r❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s✱

❜✉t t❤❡ t❤❡♦r② ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❞❡✜♥✐t❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢♦r t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦✈✐s✐♦♥

♦❢ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞s ♦t❤❡r t❤❛♥ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s ♦♥❧② ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❡✐t❤❡r ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐♥❝r❡❛s❡s

❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s ♦r ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ❛♥ ✉♥❛✈♦✐❞❛❜❧❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❢r❡❡✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡s✳ ■♥ s♦♠❡

r❡s♣❡❝ts t❤✐s t❤❡♦r② ✐s ❝❧♦s❡st ✐♥ s♣✐r✐t t♦ ❚❤♦♠♣s♦♥ ❛♥❞ ❍✐❝❦s♦♥ ❬✺✾❪✬s t❤❡♦r② ♦❢

t❤❡ ✈✐t❛❧ ♦r❣❛♥s ♦❢ t❤❡ st❛t❡✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❡①❛♠✐♥❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡

❜✉r❡❛✉❝r❛t✐❝ st❛t❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡s❡ ✐❞❡❛s✳

❲❡ st❛rt ❜② ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❛t ❜✉r❡❛✉❝r❛❝② ✐s ♥♦t ♣r❡s❡♥t ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ s❡❝t♦r✱

❜✉t ❛❧s♦ ❛♠♦♥❣ ♣r♦✜t ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ✜r♠s✳ ■❇▼✱ ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❛♥❞ ✶✵✵ ②❡❛r ♦❧❞ ✜r♠ ✐s

r❡♥♦✇♥❡❞ ❢♦r ✐ts ❜✉r❡❛✉❝r❛❝②✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✳ ❆t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✱ ✇❡ ♠✉st

r❡♠❛r❦ ♦♥ t❤❡ ❡♥♦r♠♦✉s s✉❝❝❡ss ♦❢ t❤❡ ❈❤✐♥❡s❡ ❜✉r❡❛✉❝r❛t✐❝ s②st❡♠ t❤❛t ♣❡rs✐st❡❞

♦✈❡r ✷ ♠✐❧❧❡♥♥✐❛ ❢r♦♠ r♦✉❣❤❧② t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✇❛rr✐♥❣ st❛t❡s ♣❡r✐♦❞ ✐♥ ✷✷✶ ❇❈ t♦ t❤❡
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❝♦♠♠✉♥✐st t❛❦❡✲♦✈❡r ✐♥ ✶✾✹✾ ❆❉✳ ❚❤✐s s②st❡♠ ✇❛s ✇✐❞❡❧② ✐♠✐t❛t❡❞✿ ❡✈❡♥ t♦❞❛② ✐♥

t❤❡ ❯♥✐t❡❞ ❑✐♥❣❞♦♠ s❡♥✐♦r ❝✐✈✐❧ s❡r✈❛♥ts ❛r❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ✏♠❛♥❞❛r✐♥s✳✑

❖✉r ✈✐❡✇ ✐s t❤❛t ❜✉r❡❛✉❝r❛❝② ✐s ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s ♠♦♥✐t♦r✐♥❣✱ ❡♥✲

❛❜❧✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ r❡♥ts t♦ ❜❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ ♣r♦✜ts ✭✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✜r♠s✮ ♦r ❢r❡❡

r❡s♦✉r❝❡s ✭✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts✮✳ ❙♦ ✇❡ ❡①❛♠✐♥❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐♥ ✇❤✐❝❤

♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✭♦r ❡♥❞♦✇♠❡♥ts✮ ❛r❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② ♣r♦❞✉❝❡❞ ✲ ❜✉t ❛r❡ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

t♦ t❤❛t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✳

■♥ t❤❡ ♠❛♥❞❛r✐♥ ❣❛♠❡ ♣❧❛②❡rs ❝❤♦♦s❡ ❛♥ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ c
ij
t ∈ {0, 1} ✇❤❡r❡ ✶ ❝♦rr❡✲

s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❛ ❝♦♠♠✐ss❛r ❛♥❞ ✵ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❜❡✐♥❣

❛ ♣r♦❞✉❝❡r✳ ❆ ♣r♦❞✉❝❡r ❤❛s ❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣② t❤❛t ♣r♦❞✉❝❡s ♦✉t♣✉t Y > 0

✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② π ❛♥❞ ③❡r♦ ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ■❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝❡r ❤❛s ♣r♦❞✉❝❡❞ ♦✉t♣✉t ❤❡ ♠✉st

❝❤♦♦s❡ ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t t♦ r❡✈❡❛❧ t❤❛t ❤❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ♦✉t♣✉t❀ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ t❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ❜②

r
ij
t ∈ {0, 1}✱ ✇❤❡r❡ ✶ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ r❡✈❡❛❧✐♥❣ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♦✉t♣✉t✳ ❆ ❝♦♠♠✐ss❛r

❛✉❞✐ts κ ≥ 0 r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ ♣r♦❞✉❝❡rs ✇❤♦ ❤❛✈❡ ♥♦t r❡✈❡❛❧❡❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦✉t♣✉t ❛♥❞

♦❜s❡r✈❡s t❤❡✐r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❈♦♠♠✐ss❛rs ❛❧s♦ ❛r❡ ❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t s♣❡❝✐❛❧✐sts ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡

t❤❛t t❤❡② ❝❛♥ ♣❤②s✐❝❛❧❧② s❡✐③❡ ❛♥② ♦✉t♣✉t t❤❛t t❤❡② ✜♥❞✳ ▲❡t φ ❜❡ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢

♣r♦❞✉❝❡rs ✇❤♦ ❤❛✈❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✉♥r❡✈❡❛❧❡❞ ♦✉t♣✉t✳ ■❢ t❤❡r❡ ❛r❡ Kj
t ❝♦♠♠✐ss❛rs t❤❡♥ ❢♦r

❡❛❝❤ ♣r♦❞✉❝❡r t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② R
j
t t❤❛t ❤❡ ✐s ❛✉❞✐t❡❞ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✭♠✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✶

❛♥❞✮ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ r❡❛❧✐③❡❞ ❛✉❞✐ts κKj
t ♦✈❡r t❤♦s❡ ✇❤♦ r❡♣♦rt ♥♦ ♦✉t♣✉t ❡✐t❤❡r ❜❡❝❛✉s❡

t❤❡② ❤❛✈❡ ♥♦ ♦✉t♣✉t ♦r ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❤❛✈❡ ♦✉t♣✉t ❛♥❞ ❝❤♦♦s❡ ♥♦t t♦ r❡✈❡❛❧ ✐t✳ ❍❡♥❝❡

t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② R
j
t t❤❛t ❛ ♣r♦❞✉❝❡r ✇❤♦ ❞♦❡s ♥♦t r❡✈❡❛❧ ♦✉t♣✉t ✐s ❛✉❞✐t❡❞ ✐s

R
j
t =

κK
j
t

(1− π + φπ)(N −K
j
t )
.

❆s ✐♥ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ❡✛♦rt ❣❛♠❡ ✇❡ s✐♠♣❧✐❢② ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ s✉❜s✐st❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧

B = 0✱ t❤❛t t❤❡ s❤✉♥♥✐♥❣ ♣❡♥❛❧t② ✐s s②♠♠❡tr✐❝ Πi = Π ❛♥❞ t❤❛t ũi(õijt ) = 0✳ ❚❤❡

❝❛s❡ Y ≤ Π ✐s ✉♥✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢♦r ✐t ✇♦✉❧❞ t❤❡♥ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❣❡t ❡✈❡r②t❤✐♥❣ ❛s ❢r❡❡

r❡s♦✉r❝❡s ❜② s❤✉♥♥✐♥❣ ❛♥②♦♥❡ ✇❤♦ r❡❢✉s❡s t♦ ❛❞♠✐t ♦✉t♣✉t ❛♥❞ t❛❦✐♥❣ ❡✈❡r②t❤✐♥❣

❢r♦♠ s♦♠❡♦♥❡ ✇❤♦ ❞♦❡s❀ ❤❡♥❝❡ ✇❡ ❛ss✉♠❡ Y > Π ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✳

❚❤❡ s♦❝✐❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❤❡r❡✱ ❜❡s✐❞❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♠✐ss❛rs✱ ❛r❡

t❤❡ ✇❛❣❡ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✐ss❛rs w
j
t ✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t W

j
t r❡t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ♣r♦❞✉❝❡r ✇❤♦

❛❞♠✐ts t♦ ❤❛✈✐♥❣ ♦✉t♣✉t✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛♠♦✉♥t Xj
t r❡t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ♣r♦❞✉❝❡r ✇❤♦s❡ ♣♦s✐t✐✈❡

♦✉t♣✉t ✐s ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠♠✐ss❛r✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❛s ✐♥ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ❡✛♦rt ❣❛♠❡

t❤r♦✉❣❤ ❛ ✈♦t✐♥❣ s❝❤❡♠❡ (wij
t ,W

ij
t , X

ij
t ) ∈ Ω✳ ❚❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❛❣r❡❡♠❡♥t

✐s wj
t = 0,W j

t = Y,X
j
t = Y ✳ ❆s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡s ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ s♦ t❤❛t
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✇✐t❤ ❛ ✉♥❛♥✐♠♦✉s ❛❣r❡❡♠❡♥t ♥♦ ♣❧❛②❡r ✐s ❞❡❝✐s✐✈❡✱ s♦ t❤❛t ❛♥② s❝❤❡♠❡ ✐s ♣❛rt ♦❢ ❛

◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

❯t✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❜❛s❡ ❣❛♠❡ ✐s ũ(cijt , r
ij
t , ω

ij
t ) ❛♥❞ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ωij

t ✳ ■❢ cijt = 1

s♦ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❤♦♦s❡s t♦ ❜❡ ❛ ❝♦♠♠✐ss❛r ✉t✐❧✐t② ✐s ũ(1, rijt , ω
ij
t ) = w

j
t ✳ ■❢ cijt = 0

s♦ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❤♦♦s❡ t♦ ❜❡ ❛ ♣r♦❞✉❝❡r✱ ✉t✐❧✐t② ✇❤❡♥ ♦✉t♣✉t ✐s ❦❡♣t ❤✐❞❞❡♥ ✐s

ũ(0, 0, ωij
t ) = π(Rj

tX
j
t + (1 − R

j
t )Y ) ✇❤✐❧❡ ✐❢ ♦✉t♣✉t ✐s r❡✈❡❛❧❡❞ ũ(0, 1, ωij

t ) = πW
j
t ✳

❲❤❡♥ ❛❧❧ ♣r♦❞✉❝❡rs ❤✐❞❡ ♦✉t♣✉t ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ f(ãjt ) = πR
j
t (N −K

j
t )(Y −X

j
t )−

K
j
tw

j
t ✇❤✐❧❡ ✐❢ ❛❧❧ ♣r♦❞✉❝❡rs r❡✈❡❛❧ ♦✉t♣✉t ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ f(ã

j
t ) = π(N −K

j
t )(Y −

W
j
t )−K

j
tw

j
t ✳

❙♦❝✐❛❧ s❛♥❝t✐♦♥s ✲ s❤✉♥♥✐♥❣ ✇✐t❤ ♣❡♥❛❧t② ✈❛❧✉❡ Π t♦ ❜❡ s✉❜tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ✉t✐❧✐t②

✲ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r t✇♦ ♣✉r♣♦s❡s✳ ❋✐rst ❛ ♣r♦❞✉❝❡r ✇❤♦ ❝❧❛✐♠s ♥♦ ♦✉t♣✉t ❛♥❞ ✐s ♥♦t

❛✉❞✐t❡❞ ❝❛♥ ❜❡ s❛♥❝t✐♦♥❡❞ ✲ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❤ ❛ s❛♥❝t✐♦♥ ❛s p
ij
t ✳

❙❡❝♦♥❞ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇❤♦ ✐s ❞❡s✐❣♥❛t❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ❝♦♠♠✐ss❛r ❛♥❞ r❡❢✉s❡s t♦ ❜❡ s✉❝❤

❝❛♥ ❜❡ s❛♥❝t✐♦♥❡❞✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❤ ❛ s❛♥❝t✐♦♥ ❛s qijt ✳

❚♦ ❛♥❛❧②③❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇❡ ✜rst ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ r❡✈❡❧❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✿

t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s ✇❡ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❞♦ ❛t ❧❡❛st ❛s ✇❡❧❧ ❜② ❣❡tt✐♥❣ ♣r♦❞✉❝❡rs

t♦ r❡✈❡❛❧✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ ❤❛✈✐♥❣ ♦✉t♣✉t✱ ✐❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝❡r ❞♦❡s ♥♦t r❡✈❡❛❧ ❤❡ ❣❡ts

R
j
tX

j
t +(1−R

j
t )(Y −p

j
tΠ) ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t❡s ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s Rj

t (Y −X
j
t ✮✳ ■❢ W

j
t = R

j
tX

j
t +

(1−R
j
t )(Y − p

j
tΠ) t❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝❡r ✐s ✐♥❞✐✛❡r❡♥t t♦ r❡✈❡❛❧✐♥❣ ✇❤✐❧❡ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s

❛r❡ Y −W
j
t = R

j
t (Y −X

j
t )+(1−R

j
t )p

j
tΠ✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ♠♦st ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞

s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ tr✉❡ r❡✈❡❧❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t ✇❤❡♥ X
j
t = 0 ❛♥❞ W

j
t = (1−R

j
t )(Y −p

j
tΠ)✱

❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s R
j
tY + (1 − R

j
t )p

j
tΠ✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜② ❣❡tt✐♥❣ ♣r♦❞✉❝❡rs t♦

r❡✈❡❛❧ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s φ = 0 t❤❡r❡❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ R
j
t ❛♥❞ ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢

❛✉❞✐t✐♥❣✳

❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ♦♥❧② r❡✈❡❧❛t✐♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣✱ t❤❛t φ = 0 ✐♥ s✉❝❤

❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ♣❧♦t✬s ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡

f(ãjt ) = π(N −K
j
t )[R

j
tY + (1−R

j
t )p

t
jΠ]−K

j
tw

j
t .

◆❡①t✱ t♦ ❣❡t t❤❡ r✐❣❤t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♠✐ss❛rs ✇❡ ♠✉st ❤❛✈❡ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥

❜❡✐♥❣ ❛ ❝♦♠♠✐ss❛r ❛♥❞ ❜❡✐♥❣ ❛ ♣r♦❞✉❝❡r ✇❤♦ r❡❢✉s❡s t♦ ❜❡ ❛ ❝♦♠♠✐ss❛r✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r

❣❡ts π(1−R
j
t )(Y − p

j
tΠ)− (1− π)(1−R

j
t )p

j
tΠ− q

j
tΠ = (1−R

j
t )(πY − p

j
tΠ)− q

j
tΠ✳

❚❤❡r❡❢♦r❡ ✐t ♠✉st ❜❡

w
j
t = (1−R

j
t )(πY − p

j
tΠ)− q

j
tΠ.

✸✷



❙✐♥❝❡ wj
t ≥ 0 ❛♥❞ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠✐ss❛rs✬ ✇❛❣❡ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛❧✐t②

✐♠♣❧✐❡s ❡✐t❤❡r pjt = 1, qjt = 1 ♦r wi
t = 0✳ ❲❡ t❤✉s ❣❡t

wj
t = max{0, (1−Rj

t )(πY −Π)−Π}.

▲❡♠♠❛ ✶✳ ❉❡✜♥❡ R̂ =

{

πY−2Π

πY−Π
πY − 2Π > 0

0 πY − 2Π ≤ 0
✳ ❚❤❡♥

wi
t =

{

(1−Rj
t )(πY −Π)−Π Rj

t < R̂

0 Rj
t ≥ R̂

.

❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ❡♥♦✉❣❤ ❝♦♠♠✐ss❛rs ✭Rj
t ≥ R̂✮ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ♣❛✐❞

③❡r♦✱ ✇❤❡r❡ ✏❡♥♦✉❣❤✑ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ③❡r♦ ✐❢ t❤❡ s❛♥❝t✐♦♥ Π ✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦

❡✛❡❝t✐✈❡ ♦✉t♣✉t ✭πY − 2Π ≤ 0✮✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ wj
t ≥ 0 ✐s (1−Rj

t )(πY −Π) ≥ Π✳ ✐❢ πY −Π < 0 ♦r
(1−Rj

t )(πY −Π) < Π t❤❡♥ wi
t = 0✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ wj

t = (1−Rj
t )(πY −Π)−Π✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥

(1 − Rj
t )(πY − Π) < Π ♠❛② ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s Rj

t > 1 − Π

πY−Π
= πY−2Π

πY−Π
✳ ❙♦ ✐♥ ❢❛❝t ✐❢

πY − 2Π ≤ 0 t❤❡♥ wi
t = 0 ❢♦r ❛❧❧ Rj

t ✱ ✇❤✐❧❡ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐t ✐s ③❡r♦ ❛❜♦✈❡ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞
πY − 2Π/πY −Π✳ ✳

❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ r❡❛❞② t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳ ❋r❡❡ r❡s♦✉r❝❡ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❤❛s ♦♣t✐♠❛❧ Rj
t ❣✐✈❡♥ ❜②

Rj
t =

{

0 κ
1−π

≤ Π

Y−Π

1 κ
1−π

> Π

Y−Π

.

❚❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♠✐ss❛rs ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ κ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Kj
t

N
=

{

0 κ
1−π

≤ Π

Y−Π
1−π

κ+1−π
κ

1−π
> Π

Y−Π

.

◆♦t❡ t❤❛t κ ♠❡❛s✉r❡s ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❜✉r❡❛✉❝r❛❝②✱ s♦ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝❛❧❧s ❢♦r ♥♦

❜✉r❡❛✉❝r❛❝② ✐❢ t❤❛t ✐s ♥♦t ❡✣❝✐❡♥t ❡♥♦✉❣❤✱ t❤❡♥ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❤❛✈❡ ❛✉❞✐t✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡✳ ❚❤❡ κ t❤r❡s❤♦❧❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ π✿ t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤✐s ✐s✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ❧❛r❣❡r

❡①♣❡❝t❡❞ ♦✉t♣✉t✱ t❤❡ ❧♦✇❡r t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r ✉s✐♥❣ ❜✉r❡❛✉❝r❛ts t♦ ❛✉❞✐t

♣r♦❞✉❝❡rs✳ ■❢ π ✐s ✈❡r② ❧❛r❣❡ s♦ t❤❛t ♠♦st ♣❡♦♣❧❡ ♣r♦❞✉❝❡ ♦✉t♣✉t✱ t❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ✏✐♥♥♦❝❡♥t ♥♦♥✲♣r♦❞✉❝❡rs✑ ✇❤♦ ♠✉st ❜❡ ❛✉❞✐t❡❞ ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s s♠❛❧❧ s♦ ❢❡✇

❝♦♠♠✐ss❛rs ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞✳ ■❢ π ✐s ✈❡r② ❧❛r❣❡ s♦ t❤❛t ✈❡r② ❢❡✇ ♣❡♦♣❧❡ ♣r♦❞✉❝❡ ♦✉t♣✉t✱

t❤❡♥ ♠❛♥② ❝♦♠♠✐ss❛rs ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❤✉♥t ❛♠♦♥❣st t❤❡ ♠❛♥② ✐♥♥♦❝❡♥t ✐♥ ❛♥ ❡✛♦rt

t♦ ✜♥❞ s♦♠❡♦♥❡ ❣✉✐❧t②✳

✸✸



❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♣❡r ❝❛♣✐t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♠✐ss❛rs ✐s ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥❡ ✐♥ κ̃ =

κ/(1 − π) ❞❡s❡r✈❡s ♥♦t❡✳ ❲❤❡♥ κ̃ ✐s s♠❛❧❧ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❝♦♠♠✐ss❛rs ✲ t❤❡② ❛r❡ s♦

✐♥❡✣❝✐❡♥t t❤❡② s✉❜tr❛❝t r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛❞❞ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s✳ ❆❢t❡r t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ Π/(Y −

Π) ✐s r❡❛❝❤❡❞✱ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♠✐ss❛rs ❥✉♠♣s ✉♣ t♦ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ (Y −Π)/Y ✱ t❤❡♥

❣r❛❞✉❛❧❧② ❞❡❝❧✐♥❡s ❛s ❢❡✇❡r ❝♦♠♠✐ss❛rs ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❡✣❝✐❡♥❝②✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ✇♦r❦ ✇✐t❤ Rj
t ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡ Kj

t ✉s✐♥❣ φ = 0 ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ Rj
t =

κKj
t /(1−π)(N −Kj

t )✳ ❲❡ ❧❡t κ̃ = κ/(1−π)✱ s♦ Rj
t = κ̃Kj

t /(N −Kj
t ) ❛♥❞ N −Kj

t =
Nκ̃/(κ̃+Rj

t )✳ ❋r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ Rj
t ❛r❡ t❤❡♥

f(ãjt ) = π
Nκ̃

κ̃+Rj
t

[Rj
tY + (1−Rj

t )p
t
jΠ]−Kj

tw
j
t ≡ Zj

t −Kj
tw

j
t

✇❤❡r❡ Kj
t = NRj

t/(κ̃ + Rj
t ) ❛♥❞ Zj

t ❞❡♥♦t❡ ❣r♦ss ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s ❜❡❢♦r❡ ♥❡tt✐♥❣ ♦✉t
t❤❡ ✇❛❣❡ ❜✐❧❧ ❢♦r ❝♦♠♠✐ss❛rs✳ ❆ ❧✐tt❧❡ ❛❧❣❡❜r❛ ❣✐✈❡s

∂Zj
t

∂Rj
t

=
Nπκ̃

(κ̃+Rj
t )

2
[κ̃(Y −Π)−Π]

s♦ ✐❢ κ̃Y − (κ̃ + 1)Π > 0 t❤❛t ✐s κ > (1 − π)Π/(Y − Π) t❤❡♥ ❢♦r Rj
t < 1 ✐t ✐s

Zj
t (1) > Zj

t (R
j
t )✳ ❇✉t R̃j

t = 1 ✐♠♣❧✐❡s R̃j
t > R̂ s♦ f(1) = Zj

t (1) > Zj
t (R

j
t ) ≥

Zj
t (R

j
t ) −Kj

tw
j
t = f(Rj

t )❀ ❤❡♥❝❡ Rj
t = 1 ✐s t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳ ❆♥❛❧♦❣♦✉s❧②✱

✐❢ κ̃Y − (κ̃+ 1)Π ≤ 0 t❤❡♥ ❢♦r Rj
t > 0 Zj

t (0) > Zj
t (R

j
t )❀ ❜✉t R̃

j
t = 0 ✐♠♣❧✐❡s Kj

t = 0
s♦ f(0) = Zj

t (0) > Zj
t (R

j
t ) ≥ Zj

t (R
j
t ) − Kj

tw
j
t = f(Rj

t )❀ s♦ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ Rj
t = 0 ✐s

t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠✳ ❚❤❡ ❛ss❡rt✐♦♥ ♦♥ Kj
t /N ❢♦❧❧♦✇s ❡❧❡♠❡♥t❛r✐❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❢♦r

Rj
t = 1 ✇❡ ❤❛✈❡ 1 = κKj

t /(1− π)(N −Kj
t )✳

❘❡♠❛r❦ ✺✳ ▼♦❞❡r♥ s♦❝✐❡t✐❡s ❛r❡ ❡①tr❡♠❡❧② ❡✣❝✐❡♥t ❛t ♠♦♥✐t♦r✐♥❣✳ ■♥ ❤✐st♦r✐❝❛❧
t✐♠❡s ✐t ✇❛s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❝♦❧❧❡❝t ♠✉❝❤ t❛① r❡✈❡♥✉❡✱ ❛♥❞ ♦❢t❡♥ ♠♦♥❛r❝❤✐❡s ❢❡❧❧ ❜❛❝❦
♦♥ ❣r❛♥ts ♦❢ ♠♦♥♦♣♦❧② r✐❣❤ts ❛s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s t♦ t❛①❡s✳ ◆♦✇ ❡✈❡♥ ✺✵✪ ♦r ♠♦r❡ ♦❢
●❉P ❝❛♥ ❜❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞✳ ❊✈❡♥ ❛s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥❝♦♠❡s ❤❛✈❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❡♥♦r♠♦✉s❧② ❞✉❡
t♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ r❡♥ts✱ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛s ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s ❤❛s ❣♦♥❡ ✉♣ ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡ s❛♠❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ♠❛❦❡s tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❡❛s✐❡r t♦ ♠♦♥✐t♦r✳

❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❧❡❛✈❡s ♦♣❡♥ ❛ ❦❡② q✉❡st✐♦♥✿ ✐❢ ❝♦♠♠✐ss❛rs ❛r❡ s♦ ♣♦✇❡r❢✉❧ t❤❛t t❤❡②
❝❛♥ s❡✐③❡ r❡s♦✉r❝❡s✱ ✇❤② t♦ t❤❡② ❝♦♥✈❡rt t❤❡♠ t♦ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s✱ r❛t❤❡r t❤❛♥✱ ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♥✈❡rt✐♥❣ t❤❡♠ t♦ ❥❡✇❡❧r② ❢♦r t❤❡✐r ♦✇♥ ✉s❡❄ ■♥ ❛ s❡♥s❡ t❤✐s ✐s ❡❛s② t♦
✉♥❞❡rst❛♥❞✿ ❝♦♠♠✐ss❛rs ✇❤♦ s❡✐③❡ r❡s♦✉r❝❡s ❛♥❞ ❛tt❡♠♣t t♦ ❦❡❡♣ t❤❡♠ ✇✐❧❧ ✐♥ t✉r♥ ✲
s✐♥❝❡ t❤❡✐r ❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ✈✐s✐❜❧❡ t♦ ♦t❤❡r ❝♦♠♠✐ss❛rs ✲ ❤❛✈❡ t❤❡✐r ♦✇♥ r❡s♦✉r❝❡s s❡✐③❡❞✳
❇✉t t❤✐s ❜❡❣s t❤❡ ❞❡❡♣❡r q✉❡st✐♦♥✿ ✇❤② ❞♦ ♥♦t ❝♦♠♠✐ss❛rs ❛s ❛ ❣r♦✉♣ ❞❡✈✐❛t❡❄ ❆s ❛
s♣❡❝✐❛❧ ✐♥t❡r❡st ❣r♦✉♣ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜r♦❛❞❡r s♦❝✐❡t②✱ ✇❤② ❞♦ t❤❡② ♥♦t ❝♦❧❧✉❞❡ ❛♥❞ r❡❢✉s❡
t♦ t❛❦❡ ❛❝t✐♦♥s ❛❣❛✐♥st ♦t❤❡r ❝♦♠♠✐ss❛rs ✇❤♦ ✏❝♦rr✉♣t❧②✑ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ r❡s♦✉r❝❡s ❢♦r
t❤❡✐r ♦✇♥ ✉s❡❄ ❈♦rr✉♣t ❜✉r❡❛✉❝r❛❝✐❡s ❛r❡ ❡♥❞❡♠✐❝ ✲ ✐❢ ♥♦t ❛❧s♦ ❧❡❣❡♥❞❛r② ✲ s♦ ♦❜✈✐✲
♦✉s❧② ♣r❡s❡♥t ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ✇❤❡t❤❡r
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❢♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡s ♦❢ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s ♦r ❢♦r ❛♥② ♦t❤❡r ❣♦❛❧✳ ■♥ ♦✉r ✈✐❡✇✱
✇❤✐❧❡ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ str♦♥❣ ❛♥❞ ✉s❡❢✉❧ t♦♦❧ ❢♦r t❤❡ st✉❞② ♦❢
t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s✱ ❛ ❦❡② ♠✐ss✐♥❣ ✐♥❣r❡❞✐❡♥t ✲ ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ t❤❡♦r② ♦❢
❝♦❧❧✉s✐♦♥ ✲ ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♣r♦♣❡r t❤❡♦r② ♦❢ t❤❡ st❛t❡✳

❚❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ ❝♦❧❧✉s✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ r❡❧❡✈❛♥t t♦ ❛♥♦t❤❡r ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❤❡r❡✳ ■♥
t❤✐s r❛t❤❡r st②❧✐③❡❞ ✇♦r❧❞ ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t r❡t✉r♥s t♦ ❝♦♠♠✐ss❛rs t❤❡r❡ ✐s ❛ ❜❛♥❣✲❜❛♥❣
❢❡❛t✉r❡✿ ❡✈❡r②♦♥❡ ✐s ♠♦♥✐t♦r❡❞ ♦r ♥♦❜♦❞②✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❞✐♠✐♥✐s❤✐♥❣ r❡t✉r♥s
t♦ ❝♦♠♠✐ss❛rs✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠♦st ❡✣❝✐❡♥t ❜✉r❡❛✉❝r❛ts ❛r❡ t❤❡ ✜rst t♦
❜❡ ❛♣♣♦✐♥t❡❞✱ t❤❡♥ ✐t ♠❛② ♠❛①✐♠✐③❡ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s t♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢
♠♦♥✐t♦r✐♥❣✳ ❇✉t t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦❧❧✉s✐♦♥ ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❤❡r❡✳ ❆s t❤❡r❡
❛r❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♠✐ss❛rs t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣✐❡ t❤❡② ❝♦♥tr♦❧ ❣r♦✇s✱ ❛♥❞ t❤❡ t❡♠♣t❛t✐♦♥ ❢♦r
s♦♠❡♦♥❡ t♦ ♦r❣❛♥✐③❡ ❛ ❝♦❧❧✉s✐✈❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✐♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❢♦r ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✐❡ ❣r♦✇s
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣❧②✳

✽✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❘❡❛❞❡rs ♦❢ ❣r❛♥❞ t❤❡♦r✐❡s ♦❢ ❤✐st♦r② s✉❝❤ ❛s t❤♦s❡ ♦❢ ▼❝◆❡✐❧ ❬✺✸❪✱ ❈✐♣♦❧❧❛ ❬✷✼❪✱

❉✐❛♠♦♥❞ ❬✸✵❪ ♦r ❆❝❡♠♦❣❧✉ ❛♥❞ ❘♦❜✐♥s♦♥ ❬✺❪✇✐❧❧ ♥♦t ✜♥❞ s✉r♣r✐s✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t

✐❞❡❛s ❛r❡ s♣r❡❛❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥q✉❡st ♦❢ t❤❡ ❧❡ss ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦r❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ✲ ✐♥❞❡❡❞

✐t s❡❡♠s ❛❧♠♦st ✉❜✐q✉✐t♦✉s ✐♥ t❤❡✐r ❛♥❡❝❞♦t❡s ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s✳ ▼✐ss✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡s❡

❛❝❝♦✉♥ts✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t ✐t ✐s ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ ❜❡②♦♥❞ s✉❜✲

s✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ♣❛②♠❡♥ts t❤❛t ♠❛tt❡r ❢♦r t❤❡ ❧♦♥❣✲t❡r♠ s✉❝❝❡ss ♦❢ s♦❝✐❡t✐❡s✳

■♥ ❡ss❡♥❝❡✱ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ♦✉r t❤❡♦r② ✐s t❤❛t ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✈♦rs ❧❛r❣❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r②

s♦❝✐❡t✐❡s ♠❛❞❡ str♦♥❣ ❜② ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ ✇❤❛t ❤✐st♦r✐✲

❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ s❤♦✇s✱ ❢r♦♠ ♦❧❞ ❈❤✐♥❛ t♦ t❤❡ ❘♦♠❛♥s✱ t♦ ♠♦❞❡r♥ ❊♥❣❧❛♥❞ ❛♥❞ t❤❡

❝♦♥t❡♠♣♦r❛r② ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s✳

■t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛♠❛③✐♥❣ ✐♥❞❡❡❞ ✐❢ ❛ s✐♠♣❧❡ t❤❡♦r② ✇✐t❤ s✐♥❣❧❡ s❝❛❧❛r ✈❛r✐❛❜❧❡ ✏❢r❡❡

r❡s♦✉r❝❡s✑ ❝♦✉❧❞ ❡①♣❧❛✐♥ ❛❧❧ ♦❢ ❤✐st♦r②✳ ▼✐ss✐♥❣ ✐s ❛♥② ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ t❤❡ ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝❛❧

❜❛rr✐❡rs t❤❛t ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❤❛✈❡ ♣r❡✈❡♥t❡❞ ❛ s✐♥❣❧❡ ♠♦♥♦❧✐t❤✐❝ s♦❝✐❡t② ❢r♦♠ ❝♦✈❡r✐♥❣

t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❣❧♦❜❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❊♥❣❧❛♥❞✱ ❢❛st ❜❡❤✐♥❞ ❤❡r ✇❛t❡r ❜❛rr✐❡r✱ ❝♦♥t✐♥✉❛❧❧② ❢❛✈♦r❡❞

t❤❡ ✇❡❛❦❡r s✐❞❡ ✐♥ ❝♦♥t✐♥❡♥t❛❧ ❊✉r♦♣❡ t♦ ♣r❡✈❡♥t ❛ ♠♦♥♦❧✐t❤✐❝ s♦❝✐❡t② ❢r♦♠ ❛r✐s✐♥❣

t❤❡r❡✳ P❡r❤❛♣s t❤❡ ❤✐st♦r② ♦❢ ❆s✐❛ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ✐❢ ❏❛♣❛♥ ❤❛❞

❜❡❡♥ ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝❛❧❧② ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♣❧❛②✐♥❣ ❛ s✐♠✐❧❛r r♦❧❡ ✐♥ ❈❤✐♥❛✳ ●❡♦❣r❛♣❤② ♠❛②

❛❧s♦ ❜❡ ✐♥t❡rt✇✐♥❡❞ ✇✐t❤ str❛t❡❣✐❝❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✿ t❤❡ s♠❛❧❧ ❑✐♥❣❞♦♠ ♦❢ ❙❛r❞✐♥✐❛

✇❛s ❧♦❝❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣r❡❛t ♣♦✇❡rs ♦❢ ❆✉str✐❛ ❛♥❞ ❋r❛♥❝❡ ✇❤♦ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❡❛s✐❧②

❝♦♥q✉❡r❡❞ ✐t✱ ❜✉t t❤❡② ♥❡✈❡r ❞✐❞ ❜❡❝❛✉s❡ ❛ s♠❛❧❧ ❜✉✛❡r ❛t t❤❡✐r ❜♦r❞❡rs ♠❛❞❡ ❛tt❛❝❦
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❜② ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r ❤❛r❞❡r✳✶✽

■♥❞❡❡❞✱ ❣❡♦❣r❛♣❤② ♣❧❛②s ❛ r♦❧❡ ✐♥ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ✇❛②s✿ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ♠❛tt❡rs ♦❢ ❝♦✉rs❡

✲ ✇❛t❡r ❜❛rr✐❡rs ♠❛tt❡r ♠✉❝❤ ❧❡ss t♦ s♦❝✐❡t✐❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜♦❛ts ✲ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ❧❡ss ✐❢

t❤❡② ❤❛✈❡ ❛✐r♣❧❛♥❡s✳ ❚❤❡ ❧✐❜❡rt❛r✐❛♥ s✉❝❝❡ss st♦r✐❡s ❢❛✈♦r❡❞ ❜② ▼✐❧t♦♥ ❋r✐❡❞♠❛♥ ✐♥

❙✐♥❣❛♣♦r❡ ❛♥❞ ❍♦♥❣ ❑♦♥❣ ✇❡r❡ ❛❧s♦ ♣r♦t❡❝t❡❞ ✲ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❍♦♥❣ ❑♦♥❣ ❜② t❤❡

❇r✐t✐s❤ ♠✐❧✐t❛r②✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❙✐♥❣❛♣♦r❡ ❜② ❛ ✇❛t❡r ❜❛rr✐❡r✳ ❖♥❡ ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡

t❤❡♦r② ✇♦rt❤② ♦❢ ❢✉t✉r❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t s♠❛❧❧ ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝❛❧❧② ♣r♦t❡❝t❡❞

❛r❡❛s ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❜r♦❛❞❡r r❛♥❣❡ ♦❢ s♦❝✐❛❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ✲ ❜♦t❤ ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞

✐♥❡✣❝✐❡♥t ✲ ❜❡✐♥❣ ♣r♦t❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ❝♦♥q✉❡st ❛♥❞ ❞✐sr✉♣t✐♦♥ ❜② ♥❡✐❣❤❜♦rs✳✶✾

▼✐ss✐♥❣ ✐s ❛❧s♦ ❛ ❡①♣❧✐❝✐t ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡✐r ❡✈♦❧✉t✐♦♥

✇✐t❤ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s ✐♥ ✈✐❡✇✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❍♦✛♠❛♥ ❛♥❞ ❘♦s❡♥t❤❛❧

❬✹✹❪ ❛r❣✉❡ t❤❛t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛❜s♦❧✉t❡ t♦ ❝♦♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ ♠♦♥❛r❝❤② ✐♥ ❊✉r♦♣❡

✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❛① r❡✈❡♥✉❡ t♦ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r ♠✐❧✐t❛r② ♣✉r♣♦s❡s

✇❤✐❝❤ ❛ ♣❛r❧✐❛♠❡♥t ❝♦✉❧❞ ❣❡♥❡r❛t❡✳ ❙❤❛♣✐♥❣ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡❣✐s❧❛t✐♦♥ ❛❧s♦ ✐s ❧✐♥❦❡❞

t♦ ✇❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❛❧❧❡❞ r❡s✐st❛♥❝❡✿ ■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛♣❡r t❤❛t r❡s✐st❛♥❝❡ t♦

❜❛r❜❛r✐❛♥ ❤♦r❞❡s ✐s ✜①❡❞ ❛t ✶✱ ❜✉t ✐♥ r❡❛❧✐t② st❡♣s ❛r❡ ♦❢t❡♥ t❛❦❡♥ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ♦r

♣r❡✈❡♥t ✐♥t❡r♥❛❧ ✉♣❤❡❛✈❛❧s✱ s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❡❧❡❝t♦r❛❧ ❢r❛♥❝❤✐s❡ ❞✐s❝✉ss❡❞

✐♥ ❆❝❡♠♦❣❧✉ ❛♥❞ ❘♦❜✐♥s♦♥ ❬✹❪✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❡♣✐s♦❞❡s t❤❛t ♠❛② ❜❡ ✐♥t❡r✲

❡st✐♥❣ t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❧❡♥s ♦❢ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣

♦❢ t❤❡ ❝♦❧❞ ✇❛r✱ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❢❛✈♦r❡❞ ❛ss❡♠❜❧② ❧✐♥❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧②

❛♠❡♥❛❜❧❡ t♦ ❝❡♥tr❛❧ ♣❧❛♥♥✐♥❣✱ ❛♥❞ s♦ t❤❡ ❙♦✈✐❡t ❯♥✐♦♥✱ ❛ s②st❡♠ t❤❛t ❡①❝❡❧❧❡❞ ❛t

❛♣♣r♦♣r✐❛t✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s ❛s ❢r❡❡✱ ✇❛s ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣❡t❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧②

✇✐t❤ t❤❡ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s✳ ❇② ❝♦♥tr❛st ❛s t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❝❤❛♥❣❡❞ t♦ ❢❛✈♦r ❣r❡❛t❡r ❞❡✲

❝❡♥tr❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❧✐❦❡❧② t❤❛t t❤❡ ❡♥♦r♠♦✉s ❣r♦✇t❤ ♦❢ ●❉P ✐♥ t❤❡ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s

r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❙♦✈✐❡t ❯♥✐♦♥ ♠❛❞❡ ✐t ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❙♦✈✐❡t ❯♥✐♦♥ t♦ ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦

❝♦♠♣❡t❡✱ ❞❡s♣✐t❡ ✐ts ❛❜✐❧✐t② t♦ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❛ ✈❡r② ❤✐❣❤ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t♦t❛❧ r❡s♦✉r❝❡s✳

■♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛②✱ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ✜r❡❛r♠s ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐❡✈❛❧ ♣❡r✐♦❞

❢❛✈♦r❡❞ ♠♦❞❡r❛t❡❧② s❦✐❧❧❡❞ ♠❛ss ❛r♠✐❡s ♦✈❡r s♠❛❧❧ ❤✐❣❤❧② tr❛✐♥❡❞ ❛r♠✐❡s ♦❢ s♣❡❝✐❛❧✲

✐sts✳ ❍❡♥❝❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❧❛r❣❡ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s✱ ❤✐❣❤❡r ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ✐♥❝♦♠❡ ✇❛s ♥❡❡❞❡❞✳

❚❤❡ ✉❧t✐♠❛t❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ ♣♦♦r❧② tr❛✐♥❡❞ ♣❡❛s❛♥ts t♦ r❡s✐st ♠♦❞❡r❛t❡❧② tr❛✐♥❡❞ ❧♦✇❡r

✶✽❆ r❡❝❡♥t ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♣❛♣❡r ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✇❛r❢❛r❡ ❛♥❞ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ■t❛❧✐❛♥ ❘✐s♦r❣✲
✐♠❡♥t♦ ✐s ❉✐♥❝❡❝❝♦✱ ❋❡❞❡r✐❝♦ ❛♥❞ ❱✐♥❞✐❣♥✐ ❬✸✶❪✳

✶✾❚❤❡ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✭❛❞♠✐tt❡❞❧② ✈❡r② ♣r✐♠✐t✐✈❡✮ s♦❝✐❛❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ✐♥ ◆❡✇ ●✉✐♥❡❛ ♠❛② ❜❡ ❛
❝❛s❡ ✐♥ ♣♦✐♥t✳

✸✻



♠✐❞❞❧❡ ❝❧❛ss s♦❧❞✐❡rs ✇❛s s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ❡❛r❧② ✷✵t❤ ❈❡♥t✉r② ✐♥ t❤❡ ❞❡❢❡❛t ♦❢ ❘✉ss✐❛ ✜rst

❜② ❏❛♣❛♥✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❜② ●❡r♠❛♥② ✇❤✐❝❤ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❡♥❞❡❞ t❤❡ ❘✉ss✐❛♥ ❊♠♣✐r❡

❛t t❤❡ ❜❛tt❧❡ ♦❢ ❚❛♥♥❡♥❜❡r❣✳

❲❡ s❤♦✉❧❞ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❧s♦ t❤❛t ✇❤✐❧❡ ❝♦♥✢✐❝t ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r❝❡ ✐♥ t❤❡ s♣r❡❛❞

✭❛♥❞ ❞✐sr✉♣t✐♦♥✮ ♦❢ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ❛♥❞ ✐❞❡❛s✱ ✈♦❧✉♥t❛r② ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ t②♣❡ ❞✐s❝✉ss

❜② ❊❧② ❬✸✹❪ ❡①✐sts ❛s ✇❡❧❧ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❢♦r❝❡ ❛✇❛② ❢r♦♠ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥

❛♥❞ t♦✇❛r❞s ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❚❤✐s s✉❣❣❡sts ❛ ♠♦r❡ r❡✜♥❡❞ t❤❡♦r② ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❜♦t❤ ❢r❡❡

r❡s♦✉r❝❡s ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥❝② ♠❛tt❡r✱ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ str❡♥❣t❤s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣

♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ✐❞❡❛s s♣r❡❛❞✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❝♦♥q✉❡st ✈❡rs✉s ✈♦❧✉♥t❛r②

♠♦✈❡♠❡♥t✳

■♥ s✉♠♠❛r②✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❝♦♥t❛❝ts ❛♥❞ ❝♦♥✢✐❝ts ❜❡t✇❡❡♥ s♦❝✐✲

❡t✐❡s ❧❡❛❞s t♦ ❛ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ✐♥ ♦✉r ✈✐❡✇ ♣❧❛✉s✐❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡ st❛t❡s

t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s✳ ■♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② r❛♥❣❡ ❢r♦♠ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣

t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❛♥❞ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ✇❡ ♠❛② ❡①♣❡❝t

t♦ ✜♥❞✳

❆♣♣❡♥❞✐① ■

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ❬Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ✐♥ t❡①t❪ σ ∈ S[0, J ] ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✿ ✭✐✮ σ ✐s ❛ s✐♥❣❧❡t♦♥✱
t❤❛t ✐s✱ σ = {st}✱ ✭✐✐✮ st ✐s ❛ ◆❛s❤ st❛t❡✱ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮ st ❤❛s ❡✐t❤❡r ♥♦ ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r②
s♦❝✐❡t②✱ ♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② s♦❝✐❡t② s✉❝❤ t❤❛t ❛❧❧ ♦t❤❡r s♦❝✐❡t✐❡s ✭✐❢ ❛♥②✮ ❤❛✈❡
♣♦s✐t✐✈❡ r❡s✐st❛♥❝❡ t♦ ❞✐sr✉♣t✐♦♥✳

Pr♦♦❢✳ ❋✐rst ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ st ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛r❡ ❛❜s♦r❜✐♥❣ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ▼❛r❦♦✈
❝❤❛✐♥✱ ❤❡♥❝❡ ❝❡rt❛✐♥❧② ✐♥ S[0, J ]✳ ❚❤✐s ✐s tr✐✈✐❛❧✱ s✐♥❝❡ ❜② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♥♦ ❞✐sr✉♣t✐♦♥
✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛t t❤❡s❡ st❛t❡s✳ ❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❢r♦♠
❛♥② ♦t❤❡r ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ r❡❛❝❤✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡
❛❜s♦r❜✐♥❣ st❛t❡s✳ ❚❤✐s r✉❧❡s ♦✉t ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♦t❤❡r ❡r❣♦❞✐❝ ❝❧❛ss❡s✳

❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❛❜s♦r❜✐♥❣ st❛t❡s ❤❛s ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❜❡✐♥❣
r❡❛❝❤❡❞ ❢r♦♠ ❛♥② ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❋✐rst ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
t❤❛t ❢♦r T + L + 1 ♣❡r✐♦❞s ♥♦ ♣❧♦t ✐s ❞✐sr✉♣t❡❞✳ ❉✉r✐♥❣ s✉❝❤ ❛ ♣❡r✐♦❞ ❛ q✉✐❡t
♣❧♦t r❡♠❛✐♥s q✉✐❡t✳ ■♥ ❛ ♣❧♦t j ✐♥ ✇❤✐❝❤ s♦♠❡ ♣❧❛②❡r ✐s ♥♦t q✉✐❡t t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛❧❧ ♣❧❛②❡rs ♦♥ t❤❛t ♣❧♦t ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ q✉✐❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❡r✐♦❞✳ ❚❤❡r❡
✐s t❤❡♥ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❢♦r t❤❡ ♥❡①t T + L ♣❡r✐♦❞s ❛❧❧ ♣❧❛②❡rs ✇✐❧❧ ♣❧❛② ❛
st❡❛❞② st❛t❡ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r♦✜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣❧♦t ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡ q✉✐❡t✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s ✐s
tr✉❡ ♦❢ ❛❧❧ ♣❧♦ts ❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡ ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ♦❢ t❤❡♠✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
t❤❛t ❛❢t❡r T + L+ 1 ♣❡r✐♦❞s t❤❡ st❛t❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ◆❛s❤ st❛t❡✳

❙✉♣♣♦s❡ ✇❡ ❜❡❣✐♥ ✐♥ ❛ ◆❛s❤ st❛t❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜s♦r❜✐♥❣
st❛t❡s✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② s♦❝✐❡t② x t❤❛t ❤❛s t❤❡ ♠♦st ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s
❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② s♦❝✐❡t✐❡s t❤❛t ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❛t st❛t❡ ✭t❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ ♠♦r❡
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t❤❛♥ ♦♥❡ s✉❝❤✮✳ ■❢ t❤❡r❡ ✐s ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② s♦❝✐❡t②✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ❤❛s
❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ s♦♠❡ ♦t❤❡r ♦❢ ❛t ❧❡❛st 1✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❜② ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✸ ✐t
❤❛s ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❜❡❝♦♠✐♥❣ t❤❡ s♦❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② s♦❝✐❡t②✳ ❍❡♥❝❡ ♠✉❧t✐♣❧❡
❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② s♦❝✐❡t✐❡s ❛r❡ tr❛♥s✐t♦r②✳

■❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♦t❤❡r ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② s♦❝✐❡t②✱ ❜② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ❤❛s ♣♦s✲
✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❞✐sr✉♣t❡❞✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ❞✐sr✉♣t❡❞ ♣❧♦t ❤❛s ♣♦s✐t✐✈❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❥♦✐♥✐♥❣ s♦❝✐❡t② x ❛♥❞ s♦ t❤❡r❡ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♠♦✈✐♥❣ t♦ ❛
st❡❛❞② st❛t❡ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇❤❡r❡ x ❤❛s ♦♥❡ ♠♦r❡ ♣❧♦t✳ ❇② t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢
❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✸ ✇❡ ❝❛♥ r❡♣❡❛t t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✭st✐❧❧ ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✮ ✉♥t✐❧ t❤❡
❛❜s♦r❜✐♥❣ st❛t❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ J(x) = J ✐s r❡❛❝❤❡❞✳

❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ♠❛✐♥ t❤❡♦r❡♠ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ❛♣♣❧② ❛ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❋r✐❡❞❧✐♥ ❛♥❞ ❲❡♥t③❡❧❧

❬✸✻❪ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❨♦✉♥❣ ❬✻✶❪ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❝❛s❡ ǫ > 0 ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♠✐t ❛s ǫ → 0✳ ❲❡

✉s❡ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡ st❛t❡s ❣✐✈❡♥ ❜② ❨♦✉♥❣ ❬✻✶❪✳ ▲❡t T ❜❡

❛ tr❡❡ ✇❤♦s❡ ♥♦❞❡s ❛r❡ t❤❡ s❡t S[0, J ] ✇✐t❤ ❛♥② s❡t ♦❢ ❡❞❣❡s✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② D(s) t❤❡

✉♥✐q✉❡ ♥♦❞❡ ❢r♦♠ s ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦♦t✳ ❆♥ s✲tr❡❡ ✐s ❛ tr❡❡ ✇❤♦s❡ r♦♦t ✐s s✱

❞❡♥♦t❡❞ T (s)✳ ❋♦r ❛♥② t✇♦ ♣♦✐♥ts s0, st ∈ S[0, J ] ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❋✐rst✱ ❛ ♣❛t❤ ❢r♦♠ s0 t♦ st ✐s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣♦✐♥ts s0, . . . , st ∈ S✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥

❢r♦♠ sτ t♦ sτ+1 ❤❛s ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r ǫ > 0✳ ❚❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤ ✐s

t❤❡ s✉♠ ♦❢ r❡s✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ♣❛t❤
∑t−1

τ=0 r(sτ , sτ+1)✳ ❚❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡

r(s0, st) ✐s t❤❡ ❧❡❛st r❡s✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❛♥② ♣❛t❤ ❢r♦♠ s0 t♦ st✳ ❚❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡ r(T (st))

♦❢ t❤❡ st✲tr❡❡ T (st) ✐s t❤❡ s✉♠ ♦✈❡r ♥♦♥✲r♦♦t ♥♦❞❡s sτ ♦❢ r(sτ , D(sτ ))✿ r(T (st)) =
∑

sτ∈S[0,J ]\st
r(sτ , D(sτ ))✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡ r(st) ✐s t❤❡ ❧❡❛st r❡s✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❛❧❧

t❤❡ st✲tr❡❡s✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠ ✐s ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❨♦✉♥❣ ❬✻✶❪✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳ st ✐s ❛ st♦❝❤❛st✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡ st❛t❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ st ∈ S[0, J ] ❛♥❞ r(st) =
minsτ∈S[0,J ] r(sτ )✳

❲❡ ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ tr❡❡s ♦♥ S[0, J ]✳ ❋♦r

❛♥② st❛t❡ st ∈ S[0, J ] ❛♥❞ ❛♥② s✉❜s❡t S̃ ⊂ S[0, J ] ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❧❡❛st r❡s✐st❛♥❝❡ st❛t❡s

LR(st, S̃) ⊆ S̃ t♦ ❜❡ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡s sτ ∈ S[0, J ]\st s✉❝❤ t❤❛t r(st, sτ ) ≤

r(st, s̃τ ) ❢♦r ❛❧❧ s̃τ ∈ S̃✳ ▲❡t lr(st, S̃) ❜❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧❡❛st r❡s✐st❛♥❝❡✳ ❲❤❡♥

S̃ = S[0, J ] t❤✐s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❊❧❧✐s♦♥ ❬✸✸❪✬s ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ ❛ st❛t❡✳

❋♦r ❡❛❝❤ ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② s♦❝✐❡t② x ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❡t ♦❢ ♠♦♥♦❧✐t❤✐❝

st❛t❡s S(x) ✐s ♥♦♥❡♠♣t② ♣✐❝❦ ❛♥ st ∈ S(x) ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ l(st) ≡ mins̃t∈S(x) lr(s̃t, S[0, J ]\S(x))

✲ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧❡❛st r❡s✐st❛♥❝❡ t♦ ♣❛ss ❢r♦♠ ❛ st❛t❡ ✐♥ S(x) t♦ ♦♥❡ ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ ✐t❀ ❢♦r

t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ st❛t❡s ✭✐❢ ❛♥②✮ st ∈ S(x) ❞❡✜♥❡ l(st) ≡ mins̃t∈S(x) lr(s̃t, S[0, J ]) ✲ t❤❡

♠✐♥✐♠✉♠ ❧❡❛st r❡s✐st❛♥❝❡ t♦ ❣♦ ❢r♦♠ ❛ st❛t❡ ✐♥ S(x) t♦ ❛♥② st❛t❡ ✐♥ S[0, J ]✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥

❢❛❝t ✐s ❛❧✇❛②s ✶✳ ❋♦r st❛t❡s st ✇❤✐❝❤ ❜❡❧♦♥❣ t♦ ♥♦ S(x) ❞❡✜♥❡ l(st) ≡ lr(st, S[0, J ])✳
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❉❡✜♥❡ ml ≡
∑

sτ∈S[0,J ]
l(sτ ) − maxsτ∈S[0,J ] l(sτ )✱ t❤❛t ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ l(sτ )✬s

❡①❝❡♣t t❤❡ ❤✐❣❤❡st✳

▲❡♠♠❛ ✷✳ ❆♥② st✲tr❡❡ T (st) s❛t✐s✜❡s r(T (st)) ≥ ml✳

❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝❧❛r✐t② ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ✐❢ ♥♦ st❛t❡ ❜❡❧♦♥❣❡❞ t♦ ❛♥ S(x) t❤❡

❧❡♠♠❛ ✇♦✉❧❞ ❜❡ tr✐✈✐❛❧✱ ❜❡❝❛✉s❡ r(T (st)) =
∑

sτ∈S[0,J ]\st
r(sτ , D(sτ )) ❛♥❞ ❜② ❝♦♥✲

str✉❝t✐♦♥ r(sτ , D(sτ )) ≥ mins∈S[0,J ] r(sτ , s) = lr(st, S[0, J ]) = l(sτ ) s♦ r(T (st)) ≥
∑

sτ∈S[0,J ]\st
l(sτ )✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ l(sτ )✬s ❡①❝❡♣t l(st)❀ s♦ ❡✐t❤❡r l(st) ✐s

❤✐❣❤❡st ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ s✉♠ ✐s ml ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ♦r l(st) ✐s ♥♦t ❤✐❣❤❡st ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ s✉♠

✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ml ✭❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❤❛s t❤❡ ❤✐❣❤❡st t❡r♠ ✐♥ ❛♥❞ ❧❡❛✈❡s ♦✉t ❛ s♠❛❧❧❡r ♦♥❡✮✳

❆ s❧✐❣❤t ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛r✐s❡s ❜❡❝❛✉s❡ ❢♦r t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❡❧❡♠❡♥t st ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲❡♠♣t②

S(x) ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✜♥❡❞ l(st) t♦ ❜❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ♣♦ss✐❜❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ mins∈S[0,J ] r(st, s)

✭❢♦r r❡❛s♦♥s ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❧❡❛r ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t✮✳ ❚♦ t❤✐s ✇❡ t✉r♥ ✐♥

t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❧❡♠♠❛✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛✳ ❋♦r ❛♥② st✲tr❡❡ T (st) ✇❡ ❤❛✈❡ r(T (st)) =
∑

sτ∈S[0,J ]\st
r(sτ , D(sτ ))✳

❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐t ✐s r(sτ , D(sτ )) ≥ l(sτ ) ❢♦r ❛❧❧ sτ ❡①❝❡♣t ♣♦ss✐❜❧② ❢♦r t❤❡ ❞❡s✐❣✲
♥❛t❡❞ st❛t❡s ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲❡♠♣t② S(x)✬s ✐♥ ❝❛s❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ (sτ , D(sτ )) ♦♥ t❤❡ tr❡❡
t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡✐r S(x)✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡♥ s✉❝❤ ❛ ❞❡s✐❣♥❛t❡❞ st❛t❡ s∗✳ ■❢ ✐ts
S(x) ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧s♦ t❤❡ r♦♦t st t❤❡♥ ✐t ♠✉st ❜❡ r(s∗, D(s∗)) ≥ l(st) ❛♥❞ t❤❡♥ ✇❡
❣❡t r(T (st)) ≥

∑
sτ∈S[0,J ]\s∗

l(sτ ) ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ml ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❧❛tt❡r
❧❡❛✈❡s ♦✉t t❤❡ ❤✐❣❤❡st t❡r♠✳ ■❢ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ t❤❡ S(x) ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ s∗ ❞♦❡s ♥♦t
❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ r♦♦t st t❤❡♥ ❢♦r s♦♠❡ sτ ∈ S(x) t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ (sτ , D(sτ )) ♠✉st t❛❦❡
sτ ♦✉t ♦❢ S(x)❀ t❤❡♥ ❢r♦♠ r(sτ , D(sτ )) ≥ l(s∗) ❛♥❞ r(s∗, D(s∗)) ≥ l(sτ ) ✇❡ ❣❡t
r(sτ , D(sτ )) + r(s∗, D(s∗)) ≥ l(sτ ) + l(s∗)✱ ✇❤✐❝❤ ❛❣❛✐♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐♥ t❤❡
st❛t❡♠❡♥t✳

❚❤❡ ❜♦✉♥❞ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ t❤❡ ▲❡♠♠❛ ✐s ♥♦t ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛ ✉s❡❢✉❧ ♦♥❡✱ ❜✉t ✐♥ t❤❡

❝✉rr❡♥t s❡tt✐♥❣ ✇❡ s❤❛❧❧ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ tr❡❡ t❤❛t ❛❝❤✐❡✈❡s t❤✐s ❜♦✉♥❞✳ ❙✉❝❤ ❛

tr❡❡ ✐s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛ ❧❡❛st r❡s✐st❛♥❝❡ tr❡❡✳

❚❤❡ ❝❡♥tr❛❧ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✸ ✐♥ t❡①t✱ ✐ts❡❧❢ ❤❛s t✇♦ ♣❛rts✱ ✇❤✐❝❤

✇❡ ❝♦✈❡r ✐♥ t❤❡ ♥❡①t r❡s✉❧t ❛♥❞ t❤❡ ❝♦r♦❧❧❛r② ✇❤✐❝❤ ❢♦❧❧♦✇s✳ ❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t ❛ st♦❝❤❛s✲

t✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡ s♦❝✐❡t② ✐s ♦♥❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠♦♥♦❧✐t❤✐❝ st❛t❡s S(x)

❛r❡ st♦❝❤❛st✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡❀ ❛♥❞ t❤❛t ❛ str♦♥❣❡st ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② s♦❝✐❡t② ✐s ♦♥❡ ✇❤♦s❡

♠✐♥✐♠✉♠ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❛❞♠✐tt❡❞ ♣r♦✜❧❡s ✭✏✇❡❛❦❡st ❧✐♥❦ ♦❢ ❝❤❛✐♥✑✮ ✐s

❤✐❣❤❡st✳

❚❤❡♦r❡♠ ✺✳ ■❢ x ✐s ❛ str♦♥❣❡st ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② s♦❝✐❡t② t❤❡♥ ✐t ✐s st♦❝❤❛st✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡✳

✸✾



Pr♦♦❢✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❧❡❛st ✭❛✈❡r❛❣❡ ♣❡r ♣❧♦t✮ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡ st❛t❡s ✐♥ ❛ s♦❝✐❡t②✱
✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥ ❛ str♦♥❣❡st ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② s♦❝✐❡t② x✱ t❤❡ ♣r♦✜❧❡s ♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❛❧❧ ♣❧♦ts
♠✉st ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s✳ ■♥ s♦♠❡ s✉❝❤ st❛t❡s t❤❡ ♣r♦✜❧❡s ♠❛② ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t
❢r♦♠ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r ✐♥ t❤❡ s♦❝✐❡t②✬s ♣❧♦ts✱ ❜✉t ✐♥ ♦t❤❡rs ❛❧❧ ♣❧♦ts ♣❧❛② t❤❡ s❛♠❡ ❧❡❛st
❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡ ♣r♦✜❧❡✳ ❙✉❝❤ st❛t❡s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✜rst✿ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❢♦r s♦♠❡ s✉❝❤
st(x) ∈ S(x) ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ tr❡❡ T (st(x)) s✉❝❤ t❤❛t r(T (st(x))) = ml✳ ❚❤✐s
❛❝❤✐❡✈❡s t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❜② ▲❡♠♠❛ ✷✱ s♦ ♠✉st ❜❡ ❛ ❧❡❛st r❡s✐st❛♥❝❡ tr❡❡✳ ❚❤❡♥
✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ r❡❛rr❛♥❣❡ t❤✐s tr❡❡ ✇✐t❤♦✉t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❝♦st s♦ t❤❛t ❛♥② st❛t❡
st ∈ S(x) ✐s t❤❡ r♦♦t✳

❚♦ ❜✉✐❧❞ T (st(x)) ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ ❝♦♥♥❡❝t ❡✈❡r② ♥♦❞❡ sτ ∈ S[0, J ]\st(x) ✐♥t♦
t❤❡ tr❡❡✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ ♦❜t❛✐♥

∑

sτ∈S[0,J ]\st(x)

r(sτ , D(sτ )) =
∑

sτ∈S[0,J ]

l(sτ )− max
sτ∈S[0,J ]

l(sτ ).

❲❡ st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥✲❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② st❛t❡s✳ ❋♦r s✉❝❤ ❛♥ sτ t❤❡ ❧❡❛st ❝♦st l(sτ ) ✐s
❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❧♦t ♦❢ ❧❛♥❞ ❜❡✐♥❣ ❞✐sr✉♣t❡❞ t♦ ❛♥② ◆❛s❤ st❛t❡ ❢♦r t❤❛t ♣❧♦t✿
t❤✐s ❤❛s ❛ r❡s✐st❛♥❝❡ ♦❢ ✶✱ t❤❡ ❧❡❛st ♣♦ss✐❜❧❡ r❡s✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❛♥② tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ♥♦♥✲
❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② st❛t❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ♠❛② ❝♦♥♥❡❝t t❤❡ ♥♦♥✲❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② st❛t❡ t♦
t❤❡ st❛t❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧♦✇❡st ♥✉♠❜❡r❡❞ ♣❧♦t ♦❢ ❧❛♥❞ ✐s ❞✐sr✉♣t❡❞ t♦ ❛♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r②
♣r♦✜❧❡ X✳ ❍❡♥❝❡✱ s✐♥❝❡ X ✐s ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r②✱ ❡❛❝❤ ♥♦♥✲❡①♣❛♥s✐♦♥❛r②
st❛t❡ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛t ❧❡❛st ❝♦st t♦ ❛ ♠✐①❡❞ st❛t❡✳

❋♦r ♠✐①❡❞ st❛t❡s✱ ❛ ❧❡❛st ❝♦st tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s ❢♦r ❛ ♥♦♥✲❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② s♦❝✐❡t② t♦
❤❛✈❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❧♦t ❞✐sr✉♣t❡❞ ✲ t♦ ❛♥② ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❛r❣❡t✳ ❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❤❛s r❡s✐st❛♥❝❡
♥♦ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✶✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡ ♣❧♦ts ✐♥ ♥♦♥✲❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② s♦❝✐❡t✐❡s t❤❛t ❤❛✈❡ t❤❡
❣r❡❛t❡st ❝❤❛♥❝❡ ♦❢ ❞✐sr✉♣t✐♦♥ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❧♦✇❡st ♥✉♠❜❡r❡❞ ♣❧♦t ✐s ❞✐sr✉♣t❡❞ t♦
t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♥✉♠❜❡r❡❞ ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② s♦❝✐❡t②✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤✐s
♣r♦❝❡ss ❝❛♥♥♦t r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ❝②❝❧❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❧♦ts ♦✇♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r②
s♦❝✐❡t② ✐♥❝r❡❛s❡s ❜② ♦♥❡ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ❡❛❝❤ ♠✐①❡❞ st❛t❡ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜②
❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❧❡❛st ❝♦st tr❛♥s✐t✐♦♥s t♦ ❛ st❛t❡ ✐♥ ❛ ♠♦♥♦❧✐t❤✐❝ ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② st❛t❡✳

❚❤✐s r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ s✉❜✲tr❡❡s ♦♥ t❤❡ st❛t❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡①♣❛♥✲
s✐♦♥❛r② s♦❝✐❡t✐❡s y✳

❋♦r ❡❛❝❤ ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② s♦❝✐❡t② y ✜① ❛ ❧❡❛st r❡s✐st❛♥❝❡ ♣r♦✜❧❡ Y ∈ χ−1(y)✳ ❋✐rst
✇❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ st ∈ S(y) ✇❤❡r❡ ♥♦t ❛❧❧ ♣❧♦ts ❛r❡ ♣❧❛②✐♥❣ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❧❡❛st r❡s✐st❛♥❝❡
♣r♦✜❧❡ Y ✳ ❋♦r t❤❡s❡ st❛t❡s ❞✐sr✉♣t✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇❡st ♥✉♠❜❡r❡❞ ♣❧♦t ♦❢ ❧❛♥❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤
t❤❡ st❛t❡ ✐s ♥♦t Y t♦ t❤❡ st❛t❡ Y ❤❛s ❛ ❝♦st ♦❢ 1 ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❧❡❛st ♣♦ss✐❜❧❡✱ s✐♥❝❡
s♦❝✐❡t✐❡s t♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❝♦♥✢✐❝t ✇✐t❤✐♥ t❤❡♠s❡❧✈❡s✳

❋✐♥❛❧❧② ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r✱ ❢♦r ❛♥② y✱ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ st❛t❡ st(y) ∈ S(y) ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ♣❧♦ts
♣❧❛② Y ✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣❛t❤ ❢r♦♠ st(y) t♦ ❛♥② st(z) ✇❤❡r❡ z 6= y

t❤❛t ❛❝❤✐❡✈❡s mins̃t∈S(y) lr(s̃t, S[0, J ]\S(y))✳ ❲❡ ❞❡s✐❣♥❛t❡ st(x) ❛s t❤❡ r♦♦t ♦❢ ♦✉r
♣r♦♣♦s❡❞ tr❡❡✱ ❛♥❞ ❢♦r y 6= x ✇❡ t❛❦❡ z = x✱ t❤❛t ✐s t❤❡s❡ ♦t❤❡r ♠✐♥✐♠❛❧ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡
♠♦♥♦❧✐t❤✐❝ ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② st❛t❡s s❤♦✉❧❞ ❣♦ ❞✐r❡❝t❧② t♦ t❤❡ r♦♦t✳

■t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❧❡❛st ❝♦st ♣❛t❤ ❢r♦♠ st(y) t♦ st(z) ❜② ♠❡❛♥s ♦❢

✹✵



❛ ❞✐❛❣r❛♠✳ ❲❡ ♠❛② ✇r✐t❡ st(y) = Y Y Y Y...Y ✳ ▲❡t A ❜❡ ❛ ♣r♦✜❧❡ ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❧♦t
t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r♦✜❧❡s✱ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ♦r
♥♦t✳ ❲❡ r❡❢❡r t♦ t❤✐s ❛s t❤❡ ❜❛r❜❛r✐❛♥ ❤♦r❞❡✳ ❚❤❡♥ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡

Y Y Y Y...Y

AY Y Y...Y

ZZY Y...Y

AAY Y...Y

ZZZY...Y
✳✳✳

ZZZZ...Z
✳✳✳

ZZZZ...Z

◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✇❤❡♥ ❛ Y ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ Z t❤❡ ♠♦st ♣♦ss✐❜❧❡ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s ♦❢ ❛♥
♦♣♣♦♥❡♥t A ❢❛❝❡ t❤❡ ❧❡❛st ♣♦ss✐❜❧❡ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s ♦❢ ❛♥② s♦❝✐❡t② ♦❢ t❤❡ ❣✐✈❡♥ s✐③❡ ✐♥
S(y)✳ ◆♦t✐❝❡ s❡❝♦♥❞ t❤❛t ❣♦✐♥❣ ❞♦✇♥ ❛ ❝♦❧✉♠♥✱ ✉♥t✐❧ t❤❡ ✜♥❛❧ st❛❣❡ ✇❡ ❛❧t❡r♥❛t❡
AZAZ...✳ ❙✐♥❝❡ L ≥ 2 t❤✐s ❛ss✉r❡s t❤❛t t❤❡ ♣❧♦t ✐s ♥❡✈❡r q✉✐❡t✱ ❛♥❞ s♦ ❛❧❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s
♦♥ t❤❛t ♣❧♦t ❤❛✈❡ ✵ r❡s✐st❛♥❝❡✿ t❤❡ ♦♥❧② ❝♦st❧② r❡s✐st❛♥❝❡ ✐s ✇❤❡♥ ❛ ♣❧♦t Y ✐s ❝♦♥✈❡rt❡❞
t♦ Z✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s r❡s✐st❛♥❝❡ ✶✳ ■♥ t❤❡ ✜♥❛❧ st❛❣❡✱ ✇❡ ❤♦❧❞ ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ✜①❡❞ ✇✐t❤
❛❧❧ ♣❧♦ts ♣❧❛②✐♥❣ Z ✇❤✐❝❤ ✐s ❜② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s
❤❛✈❡ ♥♦ ❝♦st✱ s♦ t❤❡r❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ L ✜♥❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛❢t❡r ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ t❤❡ ♣❧♦ts ❜❡❝♦♠❡
q✉✐❡t ❛♥❞ t❤❡ st❛t❡ st(z) ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ❚❤✉s ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❢♦r ❛♥② S(y) ✇❡ ❤❛✈❡∑

st∈S(y)
r(sτ , D(sτ )) =

∑
st∈S(y)

l(sτ ) ♦♥ t❤❡ tr❡❡✳
❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛❧s♦ s❤♦✇s t❤❛t st(x) ❛❝❤✐❡✈❡s maxsτ∈S[0,J ] l(sτ ) ✇❤✐❝❤ s✐♥❝❡ ✐t

✐s t❤❡ r♦♦t ✐s ❞✐s❝❛r❞❡❞❀ ❤❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ tr❡❡ ❥✉st ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✇❡ ❤❛✈❡ r(T (st)) = ml

✇❤✐❝❤ ✐s ✇❤❛t ✇❛s t♦ ❜❡ s❤♦✇♥✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ r❡❛rr❛♥❣❡ t❤❡ tr❡❡ s♦ t❤❛t ❛♥② st ∈ S(x) ✐s ❛t t❤❡ r♦♦t✱

✇✐t❤♦✉t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ r❡s✐st❛♥❝❡✳ ❚❤✐s ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② tr✐✈✐❛❧✱ s✐♥❝❡ ✐❢ ✇❡ ♣✉t st ❛t t❤❡ r♦♦t✱
❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝t t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ sτ ∈ S(x) t♦ t❤❡ r♦♦t s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ♣r♦✜❧❡
♦♥ ❡❛❝❤ ♣❧♦t ❜② t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ st t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❛❧❧ t❤❡s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐s 1
❡①❛❝t❧② ❛s ✐♥ t❤❡ tr❡❡ T (st(x))✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳ ❋♦r J ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ ❡✈❡r② st♦❝❤❛st✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡ st❛t❡ st ∈ S(x) ❢♦r
s♦♠❡ str♦♥❣❡st ❡①♣❛♥s✐♦♥❛r② s♦❝✐❡t② x✳

Pr♦♦❢✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✺ t❤❛t ✐❢ st ✐s t❤❡ r♦♦t ♦❢ ❛ ❧❡❛st
r❡s✐st❛♥❝❡ tr❡❡✱ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♠✉st ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✱ ❛♥❞ t❤✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♥❧② ✐❢
l(st) = maxst∈S[0,J ] l(st)✳ ❲❡ ✜rst s❤♦✇ t❤❛t ❢♦r ❧❛r❣❡ J ♠♦♥♦❧✐t❤✐❝ st❛t❡s ❤❛✈❡
l(st) > 1✱ ❤❡♥❝❡ ✭s✐♥❝❡ t❤❡ ♦t❤❡r st❛t❡s ❤❛✈❡ ❤❛✈❡ l(st) ≤ 1✮ ♦♥❧② t❤❡② ❝❛♥ ❜❡
st♦❝❤❛st✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ❝❧❛✐♠ l(st) > 1 ❛♠♦✉♥ts t♦ ❛ss❡rt✐♥❣ t❤❛t ❢♦r ❧❛r❣❡ J
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r❡s✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠♦♥♦❧✐t❤✐❝ st❛t❡ x t♦ ❞✐sr✉♣t✐♦♥ ❜② ❛ ❜❛r❜❛r✐❛♥ ❤♦r❞❡ x′ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡
❢♦r ❛t ❧❡❛st t❤❡ ✜rst t✇♦ ♣❧♦ts❀ ❜✉t ❛s J ❣r♦✇s ❧❛r❣❡ 2/J → 0✱ s♦ ✭✉s✐♥❣ t❤❡ ❧❛st ❧✐♠✐t
✐♥ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✹✮ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❢r❡❡ r❡s♦✉r❝❡s φ = F (x′, at, ωt)/F (x, at, ωt) → 0✱ ❛♥❞
❢♦r s♠❛❧❧ φ r❡s✐st❛♥❝❡ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❜② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳

❋✐♥❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ s♦❝✐❡t② x ✇✐t❤ f(x) < maxx′>0 f(x
′)

❝❛♥ ❤❛✈❡ l(st) = maxst∈S[0,J ] l(st) ♦♥❧② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ r♦✉♥❞✲♦✛ ❡rr♦r ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡
❞✐s❝r❡t❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧♦ts ✭✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡ ❜❛r❜❛r✐❛♥ ❤♦r❞❡ ❥✉♠♣ ❛❜♦✈❡ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞
φ̄ ✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❡♣s✮❀ ❜✉t ❛s J ❣r♦✇s ❧❛r❣❡ t❤✐s ❡rr♦r ❣♦❡s t♦ ③❡r♦ ❜❡❝❛✉s❡
❡❛❝❤ ❝♦♥q✉❡r❡❞ ♣❧♦t ♠❛❦❡s φ ♠♦✈❡ ❧❡ss✳ ❋r♦♠ t❤✐s t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦❧❧♦✇s✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❆♦❦✐✱ ❑✳ ✭✶✾✽✷✮ ✏❆ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ❣r♦✉♣ s❡❧❡❝t✐♦♥ t♦ ♣r❡✈❛✐❧ ♦✈❡r ❝♦✉♥✲

t❡r❛❝t✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥✱✑ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ✸✻✿ ✽✸✷✲✹✷✳

❬✷❪ ❆♦❦✐✱ ❑✱ ▲✳ ▲❡❤♠❛♥♥ ❛♥❞ ▼✳ ❲✳ ❋❡❧❞♠❛♥ ✭✷✵✶✶✮✿ ✏❘❛t❡s ♦❢ ❝✉❧t✉r❛❧

❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ❝✉❧t✉r❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧s ♦❢

s♦❝✐❛❧ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱✑ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ P♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❇✐♦❧♦❣② ✼✾✿ ✶✾✷✲✷✵✷✳

❬✸❪ ❆❝❡♠♦❣❧✉✱ ❉❛r♦♥ ❛♥❞ ❆❧❡①❛♥❞❡r ❲♦❧✐t③❦② ✭✷✵✶✶✮✿ ✏❚❤❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ♦❢

▲❛❜♦r ❈♦❡r❝✐♦♥✑✱ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛ ✼✾✿ ✺✺✺✕✻✵✵✳

❬✹❪ ✿ ❆❝❡♠♦❣❧✉✱ ❉❛r♦♥ ❛♥❞ ❏❛♠❡s ❆✳ ❘♦❜✐♥s♦♥ ✭✷✵✵✵✮✿ ✏❲❤② ❉✐❞ t❤❡ ❲❡st

❊①t❡♥❞ t❤❡ ❋r❛♥❝❤✐s❡❄ ❉❡♠♦❝r❛❝②✱ ■♥❡q✉❛❧✐t②✱ ❛♥❞ ●r♦✇t❤ ✐♥ ❍✐st♦r✐✲

❝❛❧ P❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ ◗✉❛rt❡r❧② ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✶✶✺✿ ✶✶✻✼✲✶✶✾✾✳

❬✺❪ ❆❝❡♠♦❣❧✉✱ ❉❛r♦♥ ❛♥❞ ❏❛♠❡s ❆✳ ❘♦❜✐♥s♦♥ ✭✷✵✶✷✮✿ ❲❤② ◆❛t✐♦♥s ❋❛✐❧✿

❚❤❡ ❖r✐❣✐♥s ♦❢ P♦✇❡r✱ Pr♦s♣❡r✐t②✱ ❛♥❞ P♦✈❡rt②✱ ❈r♦✇♥ P✉❜❧✐s❤✐♥❣

●r♦✉♣✳

❬✻❪ ❆❧❡s✐♥❛✱ ❆❧❜❡rt♦ ❛♥❞ ❊♥r✐❝♦ ❙♣♦❧❛♦r❡ ✭✷✵✵✸✮✿ ❚❤❡ ❙✐③❡ ♦❢ ◆❛t✐♦♥s✱ ▼■❚

❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✳

❬✼❪ ❆❧❣❡r✱ ■✳ ❛♥❞ ❏✳ ❲❡✐❜✉❧❧ ✭✷✵✶✵✮✿ ✏❑✐♥s❤✐♣✱ ■♥❝❡♥t✐✈❡s ❛♥❞ ❊✈♦❧✉t✐♦♥✱✑

❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇ ✶✵✵✭✹✮✿ ✶✼✷✺✲✶✼✺✽✳

❬✽❪ ❆s❤r❛❢ ✱ ◗✉❛♠r✉❧ ❛♥❞ ❖❞❡❞ ●❛❧♦r ✭✷✵✶✶✮✿ ✏❉②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ❙t❛❣♥❛t✐♦♥

✐♥ t❤❡ ▼❛❧t❤✉s✐❛♥ ❊♣♦❝❤✑✱ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇ ✶✵✶✿ ✷✵✵✸✕✹✶✳

❬✾❪ ❇❛❝❝✐✱ ▼❛ss✐♠♦ ✭✷✵✵✻✮ ❆ ❈♦♥❝✐s❡ ❍✐st♦r② ♦❢ ❲♦r❧❞ P♦♣✉❧❛t✐♦♥✳
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❬✶✵❪ ❇❡r❣str♦♠✱ ❚❡❞ ✭✷✵✵✸✮✿ ✏❚❤❡ ❆❧❣❡❜r❛ ♦❢ ❆ss♦rt❛t✐✈❡ ❊♥❝♦✉♥t❡rs ❛♥❞

t❤❡ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❈♦♦♣❡r❛t✐♦♥✱✑ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ●❛♠❡ ❚❤❡♦r② ❘❡✈✐❡✇ ✺✿

✶✲✶✽✳

❬✶✶❪ ❇✐s✐♥✱ ❆✳ ✭✷✵✵✶✮✿ ✏❚❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝s ♦❢ ❝✉❧t✉r❛❧ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡✈♦✲

❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦r② ✾✼✱ ✷✾✽✲✸✶✾✳

❬✶✷❪ ❇✐s✐♥✱ ❆✳ ❛♥❞ ●✳ ❚♦♣❛ ✭✷✵✵✹✮✿ ✏❈♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛s ❛ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❝✉❧t✉r❛❧

tr❛✐t✱✑ ❘❛t✐♦♥❛❧✐t② ❛♥❞ ❙♦❝✐❡t② ✶✻✿ ✹✼✼✲✺✵✼✳

❬✶✸❪ ❇❧✉♠❡✱ ▲✳ ❛♥❞ ❉✳ ❊❛s❧❡② ✭✶✾✾✷✮✿ ✏❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ▼❛r❦❡t ❇❡❤❛✈✐♦r✱✑
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