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RESUMO

Nesta pesquisa, descrevo o desenvolvimento de um ambiente digital, nomeado de
Consecutivo, cujo intuito é fomentar a formulagédo de conjecturas e provas conceituais,
no dominio da Teoria dos Numeros discutida na educacdo basica. Apresento 0s
resultados da aplicagéo deste ambiente com um grupo pequeno de estudantes do 9°
ano do ensino fundamental e com um grupo maior de estudantes do 2° ano do ensino
médio. Os dados coletados foram utilizados para responder a duas questdes de
pesquisa: com 0s recursos disponiveis no ambiente, como séo as provas produzidas
pelos estudantes em termos de representacdes, conceitos matematicos e estrutura
do argumento? E, como as provas produzidas sdo mediadas pelas ferramentas do

ambiente e pelas interacdes sociais?

Utilizo uma concepcao de prova mais flexivel do que aquela geralmente presente no
universo matematico. Neste contexto, a prova é uma explicacdo logicamente
conectada a respeito de uma conjectura, a qual convence o aprendiz e seus pares.
Este estudo segue alguns pressupostos do Design-Based Research, uma
metodologia de pesquisa qualitativa que prevé ciclos iterativos de design, aplicacéo,
andlise e redesign. Para a analise de dados, utilizo um processo de codificacdo das

producdes escritas, falas e acdes dos participantes.

Os resultados da pesquisa apontam que 0s participantes conseguiram realizar
exploracdes e formular conjecturas com bastante facilidade utilizando as ferramentas
do ambiente. Foram capazes de produzir provas conceituais e utilizaram, com mais
frequéncia, a lingua materna para registrar seus argumentos. As justificativas
produzidas tiveram origem em a¢des empiricas, mas, em muitas ocasifes, superaram
os limites do empirismo devido (1) as propriedades que os participantes perceberam
ao observar as diversas representacfes da interface do ambiente, (2) ao
aparecimento de conhecimentos familiares e (3) as instigacfes e questionamentos

provenientes das interagcdes sociais.

Palavras-chave: Argumentacao, Prova, Teoria dos Numeros, Design, Tecnologias

Digitais.



ABSTRACT

In this research, | describe the development of a digital environment, Consecutivo,
whose objective is to foster the creation of conjectures and conceptual proofs related
to the domain of the number theory in school mathematics. | also present the results
of the interactions of a small group of middle school students and a larger group of
high school students, both from Brazil. | used the gathered data to answer two research
questions: (1) with the resources available in the environment, how are the proofs
produced by the students in terms of representations, mathematical concepts and
argume nt ati on structure? (2) How ar e t he

environment tools and the social interactions?

In this study, | used a conception of proof more flexible than that one usually applied
in the mathematical field, with proof treated as a logically connected explanation about
a conjecture, which convinces the learner and their peers. This study drew from the
research principles associated with Design-Based Research, a qualitative research
methodology that encompasses iterative cycles of design, implementation, analysis
and redesign. I n the data analysi s, | used

answers, speech and actions.

Overall, students were able to explore and formulate conjectures quite easily using the
tools of the environment. They were able to produce conceptual proofs using,
frequently, their natural language. Their justifications originated from empirical actions,
but on many occasions, these justifications exceeded the limits of empiricism because
of (1) the properties they noticed by observing multiple representations in the
environment interface, (2) the emergence of familiar knowledge and (3) the issues and

guestions arising from social interactions.

Keywords: Argumentation, Proof, Number Theory, Design, Digital Technologies



RESUME

Dans cette recherche, je décris le développement d'un environnement numérique,
appelé consécutif dont le but est de promouvoir la formulation de conjectures et des
preuves conceptuels dans le domaine de la théorie des nombres discutée dans
I'éducation de base. Je présente également les résultats de l'application de cet
environnement avec un petit groupe d'éléves de la 9e année de I'école élémentaire
(plutot collegue) et un plus grand groupe d'étudiants de la 2°™¢ année du secondaire.
Les données recueillies ont été utilisées pour répondre a deux questions de recherche
. avec les ressources disponibles dans I'environnement, comment sont les preuves
produites par les étudiants en termes de représentations, des concepts
mathématiques et de structure de I'argument ? Et, comment les éléments de preuve

sont-ils médiés par I'environnement et les outils par les interactions sociales ?

Jai utilisé dans cette étude une conception plus souple de la preuve a celle
généralement utilisée dans l'univers mathématique. Selon moi, la preuve est reliée
logiquement a une conjecture a laquelle convaincre l'apprenant et ses pairs. Cette
étude a suivi un peu la recherche des Design-Based Research, une méthodologie de
recherche qualitative qui fournit des cycles itératfsd e concepti on, de mi
d'analyse et de refonte. Pour I'analyse des données, un processus de codification des

productions écrites, discours et actions des participants a été utilisé.

Dans I'ensemble, les éléves ont pu effectuer des explorations et de formuler des
conjectures assez facilement en utilisant les outils de I'environnement. lls étaient
capables de produire des preuves conceptuel et utilisé plus souvent, la langue
maternelle pour enregistrer leurs arguments. Les justifications produites provenaient
des actions empiriques, mais a plusieurs reprises, ont dépassé les limites de
I'empirisme dd (1) aux propriétés que les participants ont percu en observant les
différentes représentations de l'interface de l'environnement, (2) a I'émergence de
connaissances familiéres (3) aux instigations et les questionnements souleveés par les

interactions sociales.

Mots-clés : Arguments, Preuve, Théorie des Nombres, Technologies numérique.
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INTRODUCAO

Ha algum tempo li o livro O gene da Matematica de Keith Devlin. Nele, o autor
argumenta que a Matematica € muito mais do que o estudo de nimeros e equacoes;
para ele, a Matematica € a ciéncia dos padrées e todos nds temos condi¢cdes de

compreendé-la.

Enquanto lia tal obra, questionava-me sobre o quanto daquela imagem da
Matematica compartilihamos com nossos estudantes da educacdo basica: eles
entendem a Matematica como a ciéncia a qual se preocupa com o estudo das
regularidades nos numeros, graficos, movimentos, nas formas e equacbes?
Reconhecem padrdes e regularidades e, mais do que isso, sabem descrevé-los em
uma linguagem familiar? S&o capazes de explicar por que uma regularidade ocorre
(ou ndo) sempre? Compreendem que qualquer pessoa pode notar padrdes, descrevé-

los e explica-los, ou seja, que eles podem fazer Matematica?

N&o tenho respostas claras para essas perguntas, nem posso dizer que as
mesmas motivaram o desenvolvimento desta pesquisa, todavia, de alguma forma, vou

aborda-las neste estudo.

Fiz questdo de mencionar o livro de Devlin, pois, quando o li, tive a sensacao
de que n&o estava sozinha com meus pensamentos. Eu sempre pensei que existia
uma esp®cie de Alinha matem8tica i magin8ri a
mundo; sei que € uma visdo um tanto romantica, no entanto, de certa forma, ao ler tal
obra, observei que essa linha comum é a das regularidades e dos padrdes. Mais do
que isto, notei que esta investigacdo poderia contribuir para tornar presente esse

ponto de vista no universo escolar.

Nesta pesquisa, relato como desenvolvi um ambiente computacional,
nomeado de Consecutivo, com o intuito de fomentar a percepcao de regularidades,
formulacdo de conjecturas e justificativas formais entre os estudantes da educacéo
basica. Além disso, com base nas intera¢des de dois grupos de estudantes, apresento

minhas reflexdes sobre o processo de criagdo de conjecturas e provas, destaco o
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papel das representacfes dos conceitos matematicos, da tecnologia e das interagcfes

sociais.

Visando uma abordagem mais obijetiva, organizei a fundamentacéo tedrica
deste estudo em duas grandes sec¢des. Cada uma delas foi escrita de modo a destacar
os resultados de pesquisas acerca de meu tema de interesse e 0s principais conceitos,
ideias e hipoteses norteadores do design do Consecutivo, da coleta e da analise de
dados. Na primeira secdo, a qual corresponde ao Capitulo 1, reflito a respeito do
ensino e aprendizagem de matematica, destaco o papel mediador das mudltiplas
representacdes de conceitos, da tecnologia e das interagdes sociais. Na segunda, a
qual corresponde ao Capitulo 2, apresento uma discussdo sobre argumentacao e
prova, destaco as diferentes concepcdes em torno dessas ideias no universo das
pesquisas em Educacdo Matematica. Mais do que isso, ofereco minhas definicdes e
expresso minhas reflexdes, na tentativa de trazer a tona elementos para a retomada
do ensino de provas na escola, nas mais diversas areas da matematica. Ao final deste

capitulo, apresento meus objetivos e questfes de pesquisa.

O terceiro capitulo apresenta uma descricdo panoramica da metodologia
utilizada no plano de pesquisa e na coleta de dados. Nele, destaco a ideia de Design-
Based Research, uma metodologia a qual valoriza ciclos iterativos de design,

intervencgédo e analise de dados.

Os capitulos quatro e cinco demonstram o processo de design do
Consecutivo. Neles, mostro todos os elementos da interface do ambiente e justifico
minhas escolhas com fragmentos da revisdo de literatura e do quadro tedrico,
discutidos nos capitulos 1 e 2. No capitulo cinco, especialmente, é possivel ter acesso
a todo o processo de redesign do Consecutivo em virtude da andlise das opinides de

professores e estudantes da educacao basica.

Do capitulo seis ao capitulo dez ha o enfoque na andlise das interacdes dos
participantes quando os mesmos lidaram com o Consecutivo. Neste ponto do texto,
descrevo as principais agdes e reagbes dos estudantes ao utilizarem o ambiente
computacional para (1) explorar possiveis regularidades na soma e no produto de
nameros consecutivos, (2) transformar estas regularidades em conjecturas e (3)

explicar porque estas conjecturas fazem sentido e s&o validas sempre.
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Por fim, o capitulo décimo primeiro insere minhas conclusdes; nele, destaco
as respostas para as questdes da pesquisa e as possiveis relacdes entre o design do

Consecutivo e as interacdes dos participantes.
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1. MEDIACAO SIMBOLICA, TECNOLOGICA E
SOCIAL E A APRENDIZAGEM DE MATEMATICA

O universo académico é repleto de explicacbes sobre como as pessoas
aprendem, adquirem conhecimento e se desenvolvem. Algumas dessas explicacfes
se disseminaram mundo a fora e passaram a fazer parte do repertério utilizado por
muitos pesquisadores da Educagcdo Matematica. Eu, por exemplo, aceito as ideias
Vygotskyanas sobre desenvolvimento humano, ensino e aprendizagem. Para mim, o
desenvol vimento mental humano firesul ta
sociocultural; ao mesmo tempo em que o0 ser humano transforma o seu meio para

atender suas necessidades basicas, transforma-seasimesmo ¢ ( REGO, 1

Seguindo os pressupostos Vygotskyanos, acredito que a acdo do homem
sobre o0 mundo é mediada por instrumentos e signos. De acordo com Rego (1995),
com o auxilio de instrumentos, 0 homem pode provocar mudangas no seu ambiente
externo e ampliar as possibilidades de intervengéo na natureza e, com o auxilio dos

signos, pode expandir sua capacidade de atencdo, memoéria e acumulo de informacéao.

No contexto da atividade matematica, sdo exemplos de signos os algarismos
arabicos, as operacdes fundamentais, as expressfdes algébricas, os gréaficos, as
palavras da nossa lingua materna e qualquer outra representacdo que esteja
mediando a compreenséo e a resolucdo das situacdes pertinentes a esta area do

conhecimento.

As representagfes dos conceitos matematicos formam um sistema simbalico
amalgamado, de tal forma, que simbolos e conceitos caminham juntos, tornando
complexa e, talvez impossivel, a distingdo entre eles. Neste contexto simbdlico, torna-
se imprescindivel o uso de instrumentos como o papel, o lapis, a calculadora, o
computador, 0s materiais para a construcdo e manipulacdo de formas geométricas,

entre outros.

Quando estamos considerando o processo de desenvolvimento do aprendiz,
além da mediacdo dos signos e dos instrumentos, devemos considerar o papel da

mediacdo social. Segundo Vygotsky (1991), o nivel de desenvolvimento de uma

25

9965,



crianga ndo pode ser associado somente as coisas que ela consegue realizar de forma
independente. Para se estabelecer o nivel de desenvolvimento de um aprendiz,
devemos considerar também as atividades as quais a crian¢ca ndo consegue realizar
sozinha, mas consegue realizar com a ajuda de um companheiro mais capaz. Este
companheiro pode ser um professor, um colega, os pais do aprendiz, qualquer outra
pessoa e, numa visdo mais atual, até mesmo o computador. O que hoje uma crian¢a
s6 consegue fazer com a ajuda do outro, amanha fara parte do conjunto de coisas que
ela pode realizar de forma autbnoma. Com isso, as interacées com 0 outro mais capaz

contribuem para um ciclo continuo de aprendizagem e desenvolvimento humano.

O papel dos signos, dos instrumentos, e da mediagéo social no processo de
ensino e aprendizagem é um tema de destaque nas pesquisas em Educacao
Matematica. Os resultados destas pesquisas tém servido de parametro para o
desenvolvimento e a utilizacdo de diversos materiais didaticos para o ensino de
matematica. Por este motivo, levando-se em consideracdo minhas intencBes de
pesquisa, pareceu-me salutar destacar o papel das representacdes dos conceitos
matematicos, das tecnologias digitais e das intera¢des sociais no ambito da pesquisa.
As proximas subsecdes sdo dedicadas a uma discussdo mais aprofundada sobre

estes aspectos.

1.1 As representacdes dos conceitos matematicos

Grande parte dos conceitos matematicos ndo esta presente fisicamente no
mundo real e sua existéncia depende significativamente de representacdes que foram
desenvolvidas pela humanidade ao longo dos tempos. Conceitos como o de namero,
de equacéo e de funcéo, por exemplo, somente adquirem materialidade porque existe
uma gama de simbolos capazes de representa-los e o significado dos mesmos vem

sendo difundido culturalmente desde sua criacao.

Com uma abordagem mais cognitivista, Kaput (1989) afirma que as
representacdes matematicas podem ser associadas aos mundos fisico e mental,
fazendo com que a Matematica se torne um instrumento de pensamento. Neste
contexto, tal pesquisador afirma que o significado de um conceito A pode ser dado por

uma referéncia grafica B e, quando isso ocorre, pode-se dizer que A se refere a B.
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Esta associacdo entre A e B incide no mundo das ideias e no mundo fisico, mesmo

que na pratica seja muito dificil separar representacéo simbdlica e mental.

Kaput (1989) discute a ideia de Sistema de Representacao, segundo o qual o
mesmo existe quando o conceito A tem uma sintaxe e ha uma regra bem definida de
correspondéncia, coordenando-a com a estrutura B. Para ilustrar, o autor apresenta
um sistema de representacdo de ideias algébricas composto por trés notacoes: (1)
E2, correspondente as equacdes de duas variaveis na sua forma algébrica; (2) G2,
aos possiveis graficos cartesianos associados a uma equacao de duas variaveis; e
(3) T2, as tabelas com duas colunas associadas as variaveis de uma equacéo. Para
Kaput (1989) esse conjunto de notacdes esta associado a um campo de referéncia,
no caso o sistema B2 das relacfes binarias de numeros reais, e que, por isso, forma

um sistema de representacao.

Kaput (1989) chama de translacdo o ato de mudar de notagéo dentro de um
mesmo sistema de representacdo. Ele ainda afirma que diferencas nas notacoes
afetam a aprendizagem dos conceitos matematicos. Tabelas, por exemplo,
apresentam amostras discretas e finitas, enquanto graficos apresentam amostras
continuas e infinitas. As equacdes, por sua vez, incorporam relacdes quantitativas
entre duas variaveis de maneira explicita e compacta, o que é dificil verificar em

tabelas e graficos.

Segundo Kaput (1989), a compreensdo em mateméatica depende de quatro
fatores: (1) da translacdo entre sistemas de representacbes matematicos; (2) da
translacao entre sistemas de representacdes matematicos e ndo-matematicos; (3) do
ensino de padrdes e sintaxes por meio de transformacgfes e operacdbes sobre as
notacdes de um sistema de representacao particular; e (4) da construcéo de entidades
mentais por meio da reificacdo das acles, procedimentos e conceitos em objetos

fenomenoldgicos que podem servir de base para novas acoes.

Duval (2003) também enfatiza a importancia das representacbes na
caracterizagdo da Matemética como ciéncia e no processo de ensino e aprendizagem
da mesma. Para designar os diferentes tipos de representacOes utilizadas em
mat em8tica, pr op»e Segundp-o pesquisador, Rarqeatya tisos deo O .
registros requeridos na atividade matematica, destacados na Tabela 1.
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Tabela 1: Tipos de Representaces usadas na Matematica por Duval (2003, p. 14)

Representacao Discursiva Representacao ndo-discursiva
Registros Lingua natural Figuras geométricas planas ou
multifuncionais em perspectiva que exijam

Associacdes verbais

S apreenséo operatoria e/ou
(conceituais)

construcdo com instrumentos.
Formas de raciocinar:
argumentacéo e deducéo.

Registros Sistemas de escrita: numérica,  Graficos cartesianos que exijam
monofuncionais algébrica e simbodlica. mudanca de sistema de
coordenadas, interpolagéo e/ou

Célculo. °
extrapolacao.

Segundo Duval (2003), as representacfes podem ser transformadas em
outras por meio de tratamentos ou de conversdes. Os tratamentos sdo as mudancas
de representacdo ocorridas dentro de um mesmo sistema. As conversdes Sdo as

mudancas de representacao envolvendo uso de sistemas diferentes.

Ao resolver uma equacao quadratica, por exemplo, um aluno geralmente faz
diversas modificacdes nas representacdes que escreve no papel. Apesar dessas
mudancas, o registro permanece algebrico do inicio ao fim da resolucdo. Neste caso,
diz-se que tratamentos foram realizados. Entretanto, o aluno realiza uma conversao
ao representar graficamente uma funcao quadratica, apresentada inicialmente em sua

forma algébrica.

Para Duval (2003), a compreensdo em matematica esta associada a
coordenacdo de ao menos dois registros de representacdo, uma vez que
representacdes diferentes disponibilizam conteddos diferentes sobre 0 mesmo objeto
matematico. Muitas dificuldades dos alunos ao lidarem com conceitos mateméaticos
podem estar atreladas as formas de representac6es dos mesmos. De acordo com o
autor, os fracassos e bloqueios dos alunos nos diferentes niveis de ensino aumentam
consideravelmente cada vez que uma mudanca de registro € requerida. Se estas
mudancas envolvem conversdes nao-congruentes de representacdes, 0s bloqueios

se tornam mais fortes.

Para tratar da importancia das representacdes ainda tem-se o trabalho de
Ainsworth (1999), cuja abordagem esta centrada na utilizagdo de atividades as quais
utilizem e articulem multiplas representa¢cdes para determinado conceito. Para ela,
este tipo de atividade auxilia na aprendizagem matematica, pois: (1) as mdultiplas

representacdes podem se complementar em termos de informacdes, uma vez que é
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possivel utilizar representacdes diferentes para aspectos diferentes de certo conceito,
ou ainda, utilizar representacdes diferentes que possuam similaridades parciais do
mesmo conceito; (2) num ambiente com mudltiplas representacdes, o aprendiz pode
escolher trabalhar com uma representacdo que seja de sua preferéncia. Além disso,
quando é dada ao estudante uma elevada quantidade de tarefas para resolver, as
diferentes representacdes e/ou a combinacéo entre as mesmas pode contribuir com
a melhora do desempenho do aprendiz ao resolver tais tarefas; (3) o uso de multiplas
representacdes na aprendizagem pode servir para limitar possiveis interpretacdes e
enganos com o uso de outra; e (4) as multiplas representa¢cdes podem proporcionar
ao aprendiz a oportunidade de abstrair, generalizar ou relacionar caracteristicas das

diferentes representacoes.

Consequentemente, quando aos estudantes sdo dadas as oportunidades de
usar MRE, eles podem ser capazes de compensar qualquer dificuldade
associada com uma estratégia ou representacao particular comutando para
outra! (AINSWORTH, 1999, p. 137).

Utilizar ambientes com mudltiplas representacdes para o0 ensino de
Matematica também apresenta alguns reveses. Ainsworth (1999) argumenta que a
translacao é a fonte de maior dificuldade dos alunos, enquanto trabalham neste tipo
de ambiente. Ainsworth et. al. (1997) apontam que os estudantes devem aprender a
respeito de cada uma das representacdes presentes no ambiente. Além disso, é
necessario que o estudante compreenda a relacdo entre cada representacdo e o
conceito a que ela se refere, bem como, compreender a relacédo das representacdes

entre si.

Apesar de serem publicacdes temporalmente distantes, é possivel perceber
semelhancas nos trabalhos de Kaput (1989), Ainsworth (1999) e Duval (2003).
Primeiramente, os trés pesquisadores destacam a Matematica de outras ciéncias
devido ao carater representacional de seus conceitos. Todos eles admitem que as
diversas representacbes matematicas formam sistemas os quais podem sofrer
modificacdes: translacdes para Kaput (1989) e Ainsworth (1999) e conversfes para
Duval (2003). Todos consideram que a compreensao de um conceito matematico esta

! Traduc&o minha para: Consequently, where learners are given the opportunity to use MERs, they may be able to
compensate for any weaknesses associated with one particular strategy and representation by switching to another.
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relacionada a possibilidade de utilizacdo e modificacdo de suas representacées. Por
fim, os trés pesquisadores admitem que estas modificacdes representacionais podem

trazer dificuldades no processo de aprendizagem.

Tendo em vista uma sociedade tecnoldgica a qual automatiza cada vez mais
a realizacao de tarefas, Kaput (1989), Ainsworth (1999) e Kaput e Schorr (2007)
argumentam que o uso de computadores pode ser um instrumento com potencial de
oferecer um ambiente dinamico para o trabalho com multiplas representacdes. Por
esta razédo, a proxima subsecéo foi destinada a uma discussao do papel mediador das
tecnologias digitais no ensino de matematica, com destaque para as potencialidades
do computador.

1.2 As tecnologias digitais

Desde a década de 80, as principais ferramentas tecnolégicas digitais tém
feito parte do dia-a-dia de muitas escolas brasileiras. Hoje em dia, 0s recursos nao se
limitam as calculadoras e computadores. Temos lousas digitais, sensores, internet,

redes sem fio e diversos equipamentos portateis, tais como celulares e tablets.

Particularmente para o ensino de matematica, segundo Kaput (1989), o
computador tem um papel de destaque, pois pode (1) realizar calculos e
procedimentos custosos; (2) capturar e generalizar acdes repetitivas, (3) oferecer
respostas as acles realizadas sobre representacfes estruturadas, (4) suportar
ligacdes dindmicas entre notacdes novas e velhas, (5) suportar novas acdes sobre
velhas notacdes, (6) suportar a geracdo de novas notacdes dinamicas, incluindo
notacdes que revelem a estrutura de processos de maneira explicitamente inovadora,
e (7) suportar simulagdes dinamicamente manipulaveis de fenbmenos com contetdo

guantitativo.

Ocomputador ainda pode fazer o papel

para que o0 aprendiz possa realizar acbes que antes ndo poderia realizar sozinho
(HEALY e KYNIGOS, 2010). Além disso, na visdo de Borba e Penteado (2003), o
computador é mais uma midia que modifica a acdo do sujeito no mundo e reorganiza

a maneira do mesmo construir conhecimento. Para estes pesquisadores,
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Ela [a informética] € uma nova extensdo da memoria, com diferencas

qualitativas em relagdo as outras tecnologias da inteligéncia e permite que a

linearidade de raciocinios seja desafiada por modos de pensar, baseados na

simul a-«o, na experi menltiangcuoagee mém quma ef
escrita, oralidade, imagens e comunicagdo instantdnea (BORBA e
PENTEADO, 2003, p. 48).

Kaput e Schorr (2007) afirmam que a ferramenta computacional permitiu a
evolucdo da maneira com que representamos os conhecimentos matematicos, do
estatico para o dinamico, de tal modo que, muitas vezes, parecemos estar lidando
com novos conceitos e nao apenas com o0s velhos mascarados por uma

representacéo diferente.

De forma importante, considerados juntos, as estratégias representacionais
nao sdo meramente uma série de funcionalidades de um software suportando
algumas atividades curriculares, mas equivalem a uma reconstituicdo de
ideias-chave? (KAPUT e SCHORR, 2007, p. 35).

De acordo com Kaput (1989), o potencial dos ambientes computacionais
renova e aumenta o lado empirico da matematica e as formas indutivas de
aprendizagem. Isto ocorre porque 0s meios eletrbnicos possuem a capacidade de
suportar a interacao entre usuario e imagem, interacdo esta que medeia a construcéo
de representacdes cognitivas diferentes daquelas obtidas, quando se trabalha no meio
estatico. Além disso, estes meios possuem a capacidade de assumir uma
caracteristica representacional plastica a qual suporta varias notacfes e as ligacdes
entre elas. Estas formas de tecnologia podem fazer velhos procedimentos terem
novos significados em novas notacdes, novos procedimentos serem possiveis em

velhas notagdes e novas notacdes e procedimentos podem ser criados.

Segundo Kaput e Schorr (2007), o uso de computadores como ferramenta
para representar ideias matematicas sera difundido e fara parte do ambiente escolar,
académico e social. Eles afirmam que esta integracdo do meio computacional ocorrera
de trés formas distintas. Na primeira, veremos as mesmas representacfes dos

conceitos matematicos, utilizadas no ambiente do papel e lapis, sendo realizadas no

2 Tradugdo minha para: Importantly, taken together, the representational strategies are not merely a series of
software functionalities supporting some curriculum activities, but amount to a reconstitution of the key ideas.
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ambiente computacional. Neste caso, ndo havera mudancgas na representacdo dos
conceitos e sim no meio em que essas representacdes se tornam disponiveis. Na
segunda, veremos o0s computadores serem utilizados para tornar possivel a
reconstrucéo de conceitos e/ou teorias que foram criadas no meio estatico. E o caso
dos softwares Cabri-Géométre e do Logo, 0s quais permitem a reconstrucdo da
geometria Euclidiana e do software SimCalc, o qual permite a recontrucéo da relacéo
entre a Matematica do Movimento e o Calculo Diferencial e Integral. Na terceira,
veremos 0s computadores fazerem parte da infraestutura que possibilita a criacéo de
novas teorias e sistemas de conhecimentos. Acredito que estamos caminhando

lentamente para este terceiro caso.

As potencialidades do computador para o ensino fizeram com que diversos
softwares e sequéncias de ensino fossem elaborados por pesquisadores em
Educacdo Matematica nas UGltimas trés décadas. E possivel observar que estes
recursos vém sendo desenvolvidos com base em diversos principios retirados da

literatura da area, conhecidos como principios de design.

A palavra Aprinc2piod possui di ver sos
inglesas. Os dicionarios Aurélioe Websterapont am que i seréentendiddpi o0
comoii nz2ci oo, o fiumaaregma deacpndutadoaseada na moral e nos bons
costumesa Quando se fala em principio de design, a pal avrserefegrai nc 2 g
uma lei abrangente ou afirmacdo generalizada, norteadora do trabalho de um
pesquisador ou cientista. No contexto do desenvolvimento do Consecutivo, 0s
principios de design correspondem as hipoéteses, retiradas da literatura em Educacéo
Matemética, as quais guiaram o desenvolvimento da interface e das tarefas do

ambiente.

Nas ultimas décadas, os ambientes digitais, que contribuem para o processo
de ensino e aprendizagem de matematica, tém sido desenvolvidos com base nos
seguintes principios: (1) fidelidade matematica, pedagdgica e cognitiva, (2) multiplas
representacodes, (3) dinamismo, (4) executabilidade, (5) navegabilidade, (6) suporte
ao estudante, (7) construcdo, (8) simulacao e (9) conectividade. Os seis primeiros
itens desta lista, em alguma medida, fizeram parte do projeto do Consecutivo. A

seguir, eu apresento cada um deles com mais profundidade.

3 Principle em inglés.
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Fidelidade matematica, pedagogica e cognitiva

As tecnologias digitais, que contribuem para o processo de ensino e
aprendizagem de matematica, devem ser confiaveis. Isto quer dizer que softwares
educacionais e calculadoras, por exemplo, devem representar com acuracidade os
fendmenos os quais se propdem a descrever. O grau com o qual esta acuracidade é

projetada nestes dispositivos digitais é conhecido na literatura por fidelidade
matematica (ZBIEK et. al., 2007).

Segundo Bos (2009), uma ferramenta digital possui baixa fidelidade
matematica quando os conceitos matematicos representados em sua interface sao
demasiadamente simples ou complicados e levam a enganos e a confusdes. Por outro
lado, uma alta fidelidade matemética pode ser alcancada quando o ambiente possui
representacfes matematicas acuradas, as quais aparecem numa sequéncia, que faz

sentido ao aprendiz e podem ser facilmente manipuladas pelo mesmo.

Estendendo a ideia de fidelidade, Bos (2009) cita fidelidade pedagdgica e
cognitiva. Neste contexto, uma ferramenta digital possui alto grau de fidelidade
pedagdgica, quando encoraja a participacao ativa dos estudantes, é apropriada para
a atividade matematica que se deseja desenvolver em sala de aula e é facil de lidar,

exigindo pouco ou nenhum treinamento prévio do estudante.

A fidelidade cognitiva, por sua vez, é alcancada quando essas ferramentas
podem ser usadas para construir, desconstruir, testar e revisar padrées e estruturas
matematicas. Zbiek et. al. (2007) afirmam que ferramentas com alto grau de fidelidade

cognitiva podem trazer para pesquisador um vislumbre do pensamento do aprendiz.

Multiplas representacdes

A aprendizagem matematica estd relacionada com a capacidade de
representar conceitos e saber transitar pelas diferentes representagdes dos mesmos
(DUVAL, 2003; KAPUT, 1989). Como as ferramentas digitais mais atuais tém grande

potencial grafico e computacional, elas pouco a pouco se mostraram poderosos meios
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pelos quais os aprendizes podem visualizar, acessar, manipular, transitar, operar e

refletir sobre as representacdes matematicas.

O potencial representacional das ferramentas digitais tem sido utilizado por
diversos pesquisadores em educacdo matematica, seja para desenvolver novos
ambientes ou para utilizar aqueles ja existentes na tentativa de modificar

positivamente o processo de ensino e aprendizagem. Vejamos alguns exemplos.

Hoyles et. al. (2002) apresentaram o Mathsticks, um ambiente que incentiva
o aprendiz a relacionar a representacéao figural e algébrica de sequéncias formadas
por palitos. Segundo tais, o ambiente foi desenhado para que a agdo de formar
padrées com palitos na tela do computador correspondesse aquela que o aprendiz
realizaria na pratica, mas que pudesse ser estendida com o uso de uma regra

algébrica na linguagem Logo. Hoyles et. al (2002) afirmaram que,

Nossos resultados nos convenceram do poder do micromundo Mathsticks e
seu podencial para a aprendizagem. Nossa concluséo foi que a interacéo
entre as acgbes dos aprendizes e as diferentes representacdes de
relacionamentos matematicos subjacentes ao micromundo foram cruciais
para a aprendizagem do estudante* (HOYLES et. al., 2002, p. 8).

Kaput (2003) e Kaput e Schorr (2007) discutem o desenvolvimento e
implementacédo do SimCalc, um ambiente que tem como proposta engajar o aprendiz
no estudo da matematica da mudanca e da variacdo, promovendo uma interacao do

mesmo com representacdes geomeétricas, graficas, algébricas e simulagées.

Healy e Kynigos (2010) apresentaram a musiCALcolorida, uma calculadora
que oferece representacdes numéricas, musicais e coloridas para os resultados das
operacbes fundamentais. De acordo com o0s pesquisadores, aprendizes que
interagem com este ambiente podem experimentar a ideia de numero usando
diferentes sentidos, o que faz desta calculadora uma ferramenta também compativel

com o trabalho com pessoas cegas.

Grande parte dos pesquisadores, os quais trabalham com ambientes digitais

com apelo as multiplas representagdes, salientam que esse tipo de ambiente medeia

4 Traducdo minha para: Our findings convinced us of the power of the Mathsticks microworld and its potential for
learning. Our conclusion was that it was the interplay between learners' actions and the different representations of
the mathemati cal relationships embedded in the micr
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de forma positiva o processo de ensino e aprendizagem de mateméatica. Segundo
Dubinsky e Tall (1991), o uso de computadores pode favorecer a aprendizagem de
ideias abstratas, uma vez que elas adquirem materialidade na tela, podem ser
acessadas e manipuladas pelo aprendiz. Para Moreno-Armella e Sriraman (2010) os
computadores aumentam a capacidade expressiva dos estudantes porque eles
podem tirar vantagem de suas capacidades de comunicar ideias que sao impossiveis
de serem comunicadas devido falta de uma linguagem mateméatica bem desenvolvidas
(p. 225).

Por outro lado, de acordo com Ainsworth (1999) e Duval (2003), o trabalho
com diferentes representacfes de conceitos matematicos pode trazer complicacdes,
principalmente pelo fato do aprendiz necessitar lidar com regras e principios para
transitar entre elas. Os resultados de Borba (1994) e Lavy (2007) ilustram estas

dificuldades.

Borba (1994) descreve uma situagdo em que um estudante do ensino médio
trabalha com um problema no software Function Probe, o qual permite a visualizagéo
gréfica, algébrica e tabular de funcbes com duas variaveis. No caso discutido pelo
pesquisador, 0 estudante em questdo encontra discrepancias entre as acodes
realizadas sobre as expressdes algébricas e as consequéncias observadas no grafico.
Neste caso, 0 estudante queria transladar uma curva cinco unidades para a direita,
entretanto percebeu que este movimento somente ocorreria se ele acrescentasse 0
namero -5 a expressao algébrica da curva. Isto causou certa tensdo no estudante,
uma vez que, em suas experiéncias anteriores, 0s movimentos para a direita estavam
associados com variagcbes numéricas positivas. Borba (1994) relata que esta
discrepancia fez com que o estudante procurasse por explicacdbes mais
esclarecedoras para tal fenébmeno, explicacées estas que foram além das interacées

com o software utilizado.

Lavy (2007) aplicou um problema de geometria para dois grupos de
estudantes de graduacdo em computacao, visando comparar suas performances. O
primeiro grupo manipulou o problema usando o ambiente Microworld Project-Builder,

que visa o relacionamento de representacdes geométricas e representacbes na

5 Traducdo minha para: They enhance the expressive capacity of students as they can profit from the computers'
facilities to communicate ideas that are impossible to communicate due to the lack of a sufficiently developed
mathematical language.
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linguagem Logo. O segundo grupo manipulou 0 mesmo problema com o uso de papel
e l4pis. Se comparado com o grupo que realizou a atividade usando papel e lapis, o
primeiro grupo teve desempenho inferior. Cinquenta por cento dos estudantes do
primeiro grupo apresentaram solucdes coerentes, enquanto 64% do segundo grupo
realizaram o mesmo trabalho. O movimento da tartaruga na tela foi apontado como
elemento que trouxe distracdo aos estudantes. Eles afirmaram que a versao
computadorizada do problema ndo facilitou o processo de resolucdo porque as

i nforma-»es i mportantes AboiavamoO no mei o d

Acredito que o trabalho com multiplas representagces tem potencialidades e
fraquezas em qualquer meio, seja ele o digital ou o papel e lapis. Entretanto, o
crescente numero de pesquisas evolvendo ambientes digitais os quais contemplam
multiplas representacdes me faz concluir que o uso de computadores traz
contribui¢cdes importantes para o processo de ensino e aprendizagem da matematica,
principalmente pelo fato de, nesse meio, ser possivel conectar mdltiplas
representacdes de um conceito, de modo que elas se modifiquem dinamicamente de
forma sincronizada. Para mim, € o dinamismo que coloca o meio digital em destaque
e faz do computador uma poderosa ferramenta para um trabalho significativo

envolvendo multiplas representacoes.

Dinamismo

As potencialidades das ferramentas digitais vdo além da possibilidade de
representar conceitos matematicos. Os recursos mais atuais séo capazes de suportar
um ambiente em que todas as representacdes estdo dinamicamente conectadas. Isto
quer dizer que o aprendiz pode interagir com uma representacdo mudando seus
parametros e perceber que as modificagbes numa representacdo provocam
mudancas em todas outras de tal forma que, ao observar as variagdes, seja possivel
perceber relacionamentos e propriedades. Sobre as ferramentas digitais Hoyles e

Noss (2009) afirmam que,

Esta propriedade de ser dindmica é bastante diferente daquele senso de
dindmico que caracteriza os diagramas animados, por exemplo. O fator chave
€ a mudanca entre dindmico (enquanto arrasta) e estatico (parando quando

36



relacionamentos parecem evidentes) e que isto é crucial no controle dos
aprendizes 7 entdo eles podem parar, refletir, voltar e testar a luz das
respostas provenientes de uma imagem grafica® (HOYLES e NOSS, 2009, p.

4).

Uma das caracteristicas das ferramentas digitais dinamicas € a presenca de
hot spots em sua interface. Hot spots sdo pontos no meio digital os quais permitem o
movimento de uma representacdo sem que suas caracteristicas originais sejam
deformadas (MORENO-ARMELLA e HEGEDUS, 2009). Eles também sado chamados
de dragging tools por alguns pesquisadores da educacdo matematica (SINCLAIR e
ROBUTTI, 2013; MARIOTTI, 2012; HOYLES e NOSS, 2009). No software Cabri-
Géometre, por exemplo, quando construimos um triangulo na tela do computador,
podemos movimentar quaisquer vértices, obtendo novas formas triangulares. Neste
caso, 0s Vértices seriam 0s hot spots da representacdo, pois por meio deles a
modificamos sem que ela perca suas propriedades fundamentais (no Cabri, o triangulo

continua tridngulo independentemente do movimento que fazemos).

Os hot spots ndo estdo somente presentes nos ambientes de geometria
dindmica, como o Cabri-Géométre. Nos Computer Algebra Systems (CAS), os hot
spots frequentemente tomam a forma de uma barra de rolagem que, quando
movimentada, modifica automaticamente o corpo de uma expressao algébrica e seus
possiveis valores (HEID, THOMAS e ZBIEK, 2013).

O dinamismo das ferramentas digitais também auxilia no processo de criacédo
de conjecturas e provas. Mariotti (2012) discute os resultados de uma pesquisa de
longo prazo, realizada com estudantes italianos com idades entre 15 e 18 anos. No
contexto deste estudo, os participantes tinham que produzir uma figura especifica no
Cabri-Géometre que fosse resistente ao movimento, escrever os procedimentos
realizados para obté-la e explicar por que a constru¢cdo poderia ser considerada
robusta. Os estudantes trabalharam em pares e eram entrevistados pela pesquisadora
a medida que interagiam com ambiente de geometria dindmica. As andlises desse
estudo revelaram que os significados 0s quais emergiram com as atividades podem

ser relacionados aos significados mateméticos de uma afirmacdo condicional que

6 Tradugdo minha para: Notice too that this property of being dynamic is quite different from the sense of dynamic
that characterises, say, animated diagrams. The key factor is the interplay between dynamic (while dragging) and
static (stop when some relationship seems evident) and that this is crucially in the control of learners - so they can
pause, reflect, go back and test in the light of feedback from the graphical image.
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expressa dependéncia logica entre a premissa e a conclusdo no contexto da

geometria.

O uso simultaneo de varias potencialidades das ferramentas digitais também
parece ser uma das possibilidades para fomentar um trabalho em sala de aula que
privilegie a exploracdo de situa¢cdes matematicas, a formulagdo de conjecturas e a
criagdo de provas para as mesmas. Sinclair e Robutti (2013) salientam que as
dragging tools, quando associadas com as ferramentas de medi¢cdo nos ambientes de
geometria dindmica, criam situacdes em que os aprendizes podem explorar ideias,
formulando conjecturas por meio da percepcao de invariancias e, além disso, oferecer
provas as conjecturas criadas, abstraindo propriedades quando analisam o

movimento continuo das medidas aferidas.

As ferramentas de medicéo e de célculo, as quais muitas vezes existem nos
ambiente digitais, também possuem potencialidades importantes que contribuem para
0 processo de ensino e aprendizagem de matematica. Uma destas caracteristicas € a

executabilidade, a qual é discutida com mais profundidade a seguir.

Executabilidade

Muitas tecnologias digitais possuem ferramentas de medicdo, célculo
numerico e algébrico. Tais ferramentas também sofrem influéncia do dinamismo e, por
isso, fornecem executabilidade aos resultados. Isto quer dizer que 0s movimentos
realizados sobre um hot spot alteram sincronizadamente representacdes graficas,
algébricas, numéricas e figurais. No Cabri-Géometre, por exemplo, é possivel medir
segmentos, angulos, areas e realizar operacdes fundamentais cujos resultados se
alteram sincronizadamente com 0s movimentos que realizamos sobre as formas
geométricas que estdo na tela. Com SimCalc € possivel simular movimentos no plano,
modificando o tempo, o deslocamento e a velociadade dos objetos. Alguns CAS
oferecem a possibilidade de modificar a forma algébrica de uma funcéo (fatorando-a,
por exemplo), resolvem equagfes da mais diversas e apresentam recursos graficos e

figurais para representar estas variagoes.

Alguns pesquisadores apontam os pros e os contras do uso de ferramentas

digitais que possuem processamento numérico e algébrico. De forma geral, eles
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admitem que o trabalho simbdlico, voltado a utilizagdo de técnicas e procedimentos
no ambiente do papel e lapis, pode contribuir para que o aprendiz compreenda como
representar ideias matematicas e transitar entre elas, no entanto, reconhecem que os
ambientes digitais, quando aliviam a necessidade de calculos extensos, sdo capazes
de fazer com que os aprendizes mantenham foco nas relagbes entre 0s objetos
matematicos pela observacgao de variancias e invariancias (KAPUT, 1992; HOYLES e
NOSS, 2009).

Os ambientes dinamicos, por meio da executabilidade das representacoes,
também podem auxiliar os estudantes a gerenciar um grande numero de dados
realisticos mais facilmente do que no ambiente com papel e lapis. Devido a rapidez
das respostas, quando se altera um aspecto da situacdo na tela do computador, o
ambiente possibilita ao estudante uma visdo ampliada de um fenbmeno enquanto ele
ocorre, 0 que permite a percepcdo e exploracdo de relacbes entre objetos
matematicos, elaboracéo de conclusfes e a extensdo das mesmas para uma familia
de casos (SACRISTAN et. al., 2010).

Ao discutirem as potencialidades da executabilidade, Moreno-Armella e
Hegedus (2009) introduzem a ideia de co-acdo. Para eles, o dinamismo e a
executabilidade proporcionam ao aprendiz uma interacdo diferenciada com o
ambiente em que realiza a atividade matematica. Neste contexto, o ambiente reage
as acles do aprendiz e esta reacdo muitas vezes serve de inspiracao para novas
acoes. Os ciclos de acdo i reagcdo i acao podem contribuir significativamente para a
aprendizagem e trazer novos significados para ideias matematicas complexas. Ao
movimentar hot spots, observar e analisar os resultados na tela, o estudante se
prepara para novos movimentos e observacfes na tentativa de revelar ou descartar

uma regularidade. O estudante guia o ambiente e é guiado por ele.

Navegabilidade

Com o0 aumento do poder de visualizagdo e processamento dos
computadores, a interface dos ambientes digitais para o ensino de matematica tem
apresentado multiplas representacdes de conceitos e oferecido uma diversidade de
ferramentas para que o aprendiz interaja com estas representacdes. Na interface do
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SimCalc, por exemplo, podemos ver uma grande area de trabalho composta por
diversas janelas. Em cada janela, o estudante encontra uma representacéo diferente
para o movimento de um determinado objeto (Figura 1). Ao estudante é permitido
manter uma ou mais janelas abertas simultaneamente, permitindo assim a navegacao
entre as representacdes. A interface inicial do Cabri-Géomeétre possui menos
elementos. O que podemos ver € um grande espaco em branco para que o aprendiz
construa e explore formas geométricas. Acima desta area, ha uma longa barra de
botdes e uma barra de menus. Ao pressionar cada bot&o, o aprendiz observa e acessa
uma lista com varias acfes que podem ser realizadas. Com um simples movimento

do mouse, ele navega pelas opcoes oferecidas na tela (Figura 2).
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Figura 1: Interface do SimCalc (MORENO- Figura 2: Interface do Cabri-Géometre.
ARMELLA e HEGEDUS, 2009, p. 515).
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a navegabilidade dos ambientes digitais para 0 ensino de matematica é uma das

caracteristicas que o torna dinamico.

Uma boa navegabilidade também depende de fatores estruturais e estéticos.
Burgos (2009) discute esta ideia e apresenta uma série de sugestdes para melhorar
a navegacao num sistema ou numa pagina na internet. Dentre elas estdo a presenca
de (1) menus no topo da janela (ou pagina), (2) menus para a navegacao lateral a
esquerda e a direita, (3) barras de botdes, (4) links para outras janelas (ou paginas)

entre outros.
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Um ambiente digital que possui uma boa navegabilidade tem o potencial de
ser facilmente manipulado pelo aprendiz, o que vai ao encontro do principio da
fidelidade pedagdgica. Além disso, quando se trata de um ambiente com multiplas
representacfes para conceitos matematicos, a boa navegabilidade pode incentivar o
estudante a procurar num conjunto de representacdes as explicagbes para 0s

fendmenos e propriedades percebidos com suas exploracdes.

Suporte ao estudante

A ideia de dar suporte as acdes do aprendiz é proveniente da perspectiva
Vygostskyana, mais precisamente da ideia de Zona de Desenvolvimento Proximal
(ZDP). Nesta linha de pensamento, acredita-se que, quando existe o auxilio de uma
pessoa ou de um instrumento, o individuo é capaz de realizar agbes que ele nédo
conseguiria realizar por conta propria; todavia, como auxiliar estudantes quando as

acOes dos mesmos séo realizadas no meio digital?

No ambito do ensino e aprendizagem de matematica com tecnologias, o
suporte dado ao aprendiz, para que ele consiga progredir em suas acoes, € gerado
por diversas fontes. Este suporte pode estar (1) na propria interacdo do individuo com
as representacoes e ferramentas do ambiente, (2) em links ou mensagens, colocados
na interface estrat e gi cament e para fornecer Adewgaaso a
organizacao das tarefas e problemas propostos, (4) na interacdo entre estudantes e

na (5) interacdo entre o individuo e o professor.

Ha ainda a possibilidade de um suporte inteligente, como retratam Noss et. al.
(2012). Estes pesquisadores desenvolveram um ambiente digital cujo objetivo é
engajar os estudantes no reconhecimento e algebrizacdo de padrbes figurais, o
eXpresser. Neste ambiente, os aprendizes realizam suas acfes em computadores
ligados a um servidor. Com uma interface diferente daquela utilizada pelos alunos, o
professor consegue ter acesso a esquemas 0s quais mostram o desempenho de seus
estudantes nas tarefas realizadas no meio digital. Com a analise destas informagoes,
o professor pode decidir qual € o melhor momento de intervir e dar suporte a quem

precisa.
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Nesta mesma linha de pensamento, Hoyles (2012) argumenta que,
atualmente, um dos maiores desafios do desenvolvimento de ambientes digitais € a
criacdo de suporte inteligente que dé liberdade suficiente para os estudantes
construirem suas proprias ideias, mas que sejam capazes de gerar respostas

adequadas que auxiliem os estudantes a alcancarem seus objetivos.

Outros principios: Construcéo, Simulacdo e Conectividade

Os seis principios anteriores foram discutidos com mais produndidade porque
foram aqueles que guiaram o desenvolvimento do Consecutivo. Entretanto, outros trés
principios de design frequentemente sdo discutidos na literatura em educacéo

matematica. S8o eles: a construcdo, a simulacéo e a conectividade.

O principio da construgéo € proveniente da ideia de Micromundo, introduzida
na literatura da &rea pelo pesquisador Seymour Papert. Para Papert (1986), o
micromundo deve ser um ambiente onde o aprendiz (1) interage com conceitos de
forma simples e acessivel e (2) tem a possibilidade de criar jogos, atividades, artes
etc. que tornem relevante o trabalho no micromundo e possibilitem o desenvolvimento

de conceitos necessarios dentro da experiéncia neste mundo.

Segundo Hoyles et. al. (2002), para que uma ferramenta digital seja
considerada um micromundo ela precisa permitir que as pessoas (1) explorem e
aprendam a partir do que elas recebem de resposta do computador no retorno de suas
exploragbes e (2) tenham a possibilidade de criar novos objetos neste mundo e
modifica-los usando programacéo.

O SuperLogo é um exemplo de micromundo, pois é um ambiente digital que
da ao aprendiz a oportunidade de explorar conceitos geométricos com a utilizacéo de
comandos pré-estabelecidos pelo programa e outros criados pelos préprios
estudantes no curso de suas interagbes. O Cabri-Géomeétre também pode ser
considerado um micromundo, uma vez que 0s aprendizes podem acrescentar novos
botdes & interface por meio das ferramentas de macro construcéo. E a possibilidade

de moldar o ambiente digital a sua vontade que caracteriza o principio da construcao.
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Alguns ambientes digitais sdo desenhados para que os aprendizes possam
realizar simulagbes de fendmenos reais na tela computador. Este € o caso do
SimCalc, que permite a simulacdo e exploracdo das ideias de deslocamento,

velocidade e taxa de variacao.

As ferramentas digitais também podem ser conectadas entre si de modo a
formarem uma rede e, quando esta faceta € incorporada a dindmica das atividades
matematicas, podemos vislumbrar outras formas de ensino e aprendizagem. Com
Noss et. al. (2012), mostrei anteriormente que a conectividade traz a tona novas
formas de suporte aos alunos. A conectividade também pode modificar a dindmica
das discussdes em sala de aula, uma vez que ela contribui para que as producdes de
um estudante sejam compartilhadas em tempo real para outros integrantes do grupo.
Hegedus e Moreno-Armella (2009a) enfatizam que esta discussao compartilhada,
promovida pela conectividade, leva os estudantes a estabelecer uma relacéo pessoal
com o objeto matematico trabalhado.

As ferramentas de conectividade tém o potencial de favorecer o
compartilhamento de ideias e a interacdo professor-estudante e estudante-estudante,
porém, tais interacdes nao sao dependentes do uso de tecnologias digitais. A troca de
ideias entre estudantes e o suporte dado ao aprendiz pelo professor sao atividades
que estao presentes no dia a dia escolar ha muito tempo e vém sendo cada vez mais
valorizadas pelos documentos curriculares e pesquisas na area da educacao. No caso
dos PCN (BRASIL, 1998), a valorizacdo da troca de experiéncia entre pares € uma
sugestdo discutida dentre os conteudos atitudinais e dentre as indicacfes para o

processo de ensino de matematica.

Como um incentivador da aprendizagem, o professor estimula a cooperacao
entre os alunos, tdo importante quanto a propria interagcao adulto/crianca. A
confrontacdo daquilo que cada crianga pensa com 0 gque pensam Seus
colegas, seu professor e demais pessoas com quem convive € uma forma de
aprendizagem significativa, principalmente por pressupor a necessidade de
formulacdo de argumentos (dizendo, descrevendo, expressando) e a de
comprovéa-los (convencendo, questionando) (BRASIL, 1998, p. 31).

Na proxima subsecdo, discuto um pouco mais sobre a importancia das
interagcOes sociais no ambiente escolar, mais precisamente no contexto do ensino e

aprendizagem de matematica.
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1.3 As interacdes sociais

O papel do plano social no nosso aprendizado e desenvolvimento tem sido
discutido no ambito da pesquisa em educacao, principalmente apds a publicacdo dos
trabalhos de Vygotsky. Desde entdo, o universo académico procura estudar temas
que vao do papel da cultura sobre as praticas matematicas de certo grupo até a
contribui¢cdo das interacdes aluno-aluno e professor-aluno no processo de ensino e

aprendizagem.

Vygotsky (1991) descreve a importancia das interacfes sociais para a
formacdo de conceitos e para o desenvolvimento humano quando discute as ideias

de internalizacdo e de zona de desenvolvimento proximal.

Segundo o pesquisador, o ser humano apreende conceitos, acdes e
processos porgue interage com as pessoas de sua cultura de modo a reconstruir

internamente aquilo que, a principio, foi vivenciado socialmente. Para ele,

Um processo interpessoal é transformado num processo intrapessoal. Todas
as funcdes no desenvolvimento da criangca aparecem duas vezes: primeiro,
no nivel social e, depois, no nivel individual, primeiro, entre as pessoas
(interpsicologica), e, depois, no interior da crianga (intrapsicologico)
(VYGOTSKY, 1991, p. 41).

Além disso, na concepcédo de Vygotsky (1991), interagir com outras pessoas
de seu grupo pode contribuir para que o aprendiz realize atividades que sozinho ele
nao realizaria. Desta forma, a interacdo social oferece a possibilidade de o aprendiz
trabalhar em sua zona de desenvolvimento proximal, despertando diversos processos

internos que somente estdo em operacao na presenca de seus companheiros.

Muitos pesquisadores salientam o papel das interacdes sociais no
compartilhamento de ideias e conceitos de forma coletiva na sala de aula. Neste
contexto, os aprendizes sao colocados para agir, refletir e argumentar em atividades
matematicas e o professor atua fomentando e mediando as discussdes. Para ilustrar
esta posicdo, destaco cinco estudos, dois deles estdo relacionados ao uso de

tecnologias digitais no ensino de matematica. Os outros trés, abordam de forma mais
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geral o papel das interagdes sociais para promover situacdes em que ha intensa

criacao de conjecturas, argumentos, justificativas e explicacdes.

Hegedus e Moreno-Armella (2009a) analisaram ambientes em que o
compartilhamento de ideias e conceitos ocorria por meio da manipulagéo de softwares
dindmicos associados com novos recursos digitais que permitem a conectividade e
comunicacdo (rede wireless e projetor). Eles analisaram diversos casos em que
estudantes do ensino médio (high school) utilizavam o software SimCalc e
disponibilizavam suas producdes para que toda a turma pudesse opinar e questionar.

Os pesquisadores apontaram que neste tipo de interacéo,

Os estudantes se identificam com os objetos ou com atributos matematicos
dos objetos e incorporam ideias matematicas as suas expressdes pessoais’
(HEGEDUS e MORENO-ARMELLA, 2009a, p. 22).

Mariotti (2009) analisou o papel do professor no processo de ensino e
aprendizagem com ambientes de geometria dinamica. Ela descreveu um experimento
realizado com estudantes italianos do ensino médio (102 série) em que 0S mesmos
utilizavam o software Cabri-Géometre para realizar tarefas individuais e coletivas,
envolvendo o conceito de funcdo. Neste contexto, o professor atuava como um
mediador. Como resultado do experimento, Mariotti (2009) notou quatro formas de
intervencao do professor: (1) pedir para os estudantes voltarem numa tarefa, (2) pedir
para que eles foquem em certo aspecto do software e de seu uso, (3) solicitar uma
sintese de ideias, e (4) oferecer uma sintese. Para a pesquisadora, o primeiro e 0
segundo tipo de intervencao trazem a tona o potencial semiotico do ambiente e séo
usados para promover a internalizacéo. O terceiro e o quarto estdo conectados com
a necessidade de alcancar as metas educacionais propostas para 0 conceito
abordado.

Reid e Zack (2009) propuseram suas reflexdes a respeito do ensino e
aprendizagem de prova com base numa ampla revisdo de literatura. Os
pesquisadores identificaram alguns aspectos do ensino que parecem ser importantes

para o sucesso na criacao de provas por estudantes. Um deles € a possibilidade de

7 Tradugdo minha para: In essence, students identify themselves with the object, or the mathematical attributes of
the object, thus embodying the mathematical idea as a personal expression.
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deixar para os aprendizes a responsabilidade de criar critérios para classificar uma
prova como valida. A ideia é que, por meio da interacdo entre pares, 0s estudantes
possam negociar o nivel de aceitacdo de justificativas e explicacdes. Outro aspecto &
a expectativa de comunicacdo. Neste caso, o processo de prova culminaria na
apresentacao de justificativas para a turma toda, o que fomentaria o processo de

organizacao e reorganizacédo de argumentos.

[...] eles podiam comunicar seus argumentos para seus pares e, de acordo
com regras sociais, eles deviam ser cuidadosos na maneira de criar seus
raciocinios; eles deveriam ser capazes de explica-lo de forma clara e
deveriam estar dispostos a formular seus raciocinios se suas expressées do
mesmo ndo estivessem satisfatorias® (REID e ZACK, 2009, p. 146).

Mello e Brito (2010) investigaram as relacbes entre argumentacao,
metacognicdo e o desempenho na resolucdo de problemas envolvendo divisdo. Os
pesquisadores utilizaram uma abordagem em que dois grupos de estudantes do 5°
ano do ensino fundamental foram submetidos a dois tipos diferentes de intervencao,
pré-teste e pos-teste. Em um dos grupos a argumentacao foi utilizada como estratégia
para guiar a resolucdo de problemas. Os pesquisadores perceberam diferencas
significativas no pos-teste do grupo que passou pela intervencdo diferenciada e
concluiram que a argumentacao em situacdes de interacéo social promove melhoras

no desempenho dos estudantes no que tange a resolucdo de problemas de diviséo.

Ellis (2011) trabalhou com situacdes envolvendo equacdes quadraticas junto
a um grupo de estudantes do ensino fundamental com a intencdo de compreender
como as acdes e interacdes entre aprendizes e professores podem atuar em conjunto
para fomentar generalizacdes. Ela percebeu sete tipos de acbes que podem promover
generalizacBes. Dentre as mais notaveis estdo (1) o engajamento de aprendizes na
generalizacdo publica de ideias e (2) o encorajamento entre pares para justificar e
oferecer clarificacdes. Ellis (2011) ressaltou que a generalizacdo é um processo amplo

gue pode evoluir por meio de atos colaborativos.

8 Traduc&o minha para: Because they had to communicate their arguments to their peers and according to
social expectations, they had to be careful in how they formulate their reasoning, they had to be able to explain it
clearly, and they had to be willing to formulate their reasoning if their expression of it was not satisfactory.
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E possivel perceber que os estudos supracitados enxergam as interacdes
sociais como atos em que ha a troca de ideias e experiéncias entre estudantes e
professores. De forma geral, estes estudos preconizam o0 aluno como centro da
atividade e propdem o professor como um gerenciador de acdes que pode, ou nao,
contar com as tecnologias digitais. Nestes ambientes de interacdo social, a
argumentacdo € vista como uma exposi¢cao de explicacdes e justificativas que partem
dos aprendizes e dos professores. Esta ideia de argumentacéo tem sido estendida e
formalizada na literatura da nossa area. Esta formalizacao é parte do tema que discuto

na proxima secao.
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2. ARGUMENTACAO, PROVA E DEMONSTRACAO

A literatura em Educagdo Matematica oferece significados bastante
diferenciados para as palavras argumentacao, prova e demonstracdo. De acordo com
Balacheff (2004), essa variedade ultrapassa os limites da semantica e por vezes
interfere na compreensao de resultados de pesquisa, nas possiveis conexdes e

compartilhamentos entre eles.

Levando-se em consideracdo esta diversidade, nesta secdo, apresento e
discuto os significados 0s quais construi para as ideias de argumentacao, prova e
demonstracdo por intermédio da revisdo de literatura nesta area. Mais do que isso,
minha intengdo é (1) abordar em que medida estas ideias podem se assemelhar e se
diferenciar, (2) discutir as implicacdes destas variagdes para o0 ensino e aprendizagem
de matematica e (3) apresentar 0s principais conceitos 0s quais serao utilizados na

interpretacdo dos dados da pesquisa.

2.1 Argumentacao

Em nossa vida cotidiana nos deparamos com diversas situacdes as quais
temos de sustentar um ponto de vista, explicando porque concordamos ou
discordamos de algo, ou ainda, porque achamos que determinada ideia é verdadeira
ou falsa. Este tipo de situacdo parece natural a nés, seres humanos, como uma

consequéncia da vida social na qual estamos inseridos desde que nascemos.

Dependendo do assunto e do contexto, leva-se tempo para formularmos uma
linha de raciocinio para explicar porque concordamos ou discordamos de algo, para
coletarmos evidéncias de que uma ideia € verdadeira ou falsa, ou ainda, para
convencermos outras pessoas da plausibilidade das nossas afirmacdes. Na area da
saude publica, por exemplo, precisou-se de décadas para que a populacdo mundial
concordasse que o cigarro faz mal & salde e para que 0s niveis de consumo
diminuissem significativamente. Na matematica, mais de 300 anos de estudo foram

necessarios para que o ultimo teorema de Fermat (1601 i 1665) fosse demonstrado.
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Na area da educacdo, ainda estédo abertas as discussfes sobre a pertinéncia do uso
de tecnologias no ensino de matematica. Estes sdo s alguns exemplos de como nos
estamos dispostos a despender demasiado tempo com 0 que, nesta pesquisa,

chamarei de argumentacao.

Assim como em Douek (2006, p. 169), vejo a ideia de argumentagao
associada ao processo que produz um discurso® logicamente conectado, néo

necessariamente dedutivo, sobre um determinado assunto.

Neste contexto, é possivel dizer de maneira sucinta que a argumentacao é
um discurso composto de argumentos. Aqui, um argumento € visto como uma razao
ou um conjunto de razdes oferecidas a favor ou contra determinada ideia, afirmacgéao,
sugestdo ou opinido. Tais razdes podem ser explicitadas de forma oral, gestual,

escrita, contendo informacdes numéricas, simbdlicas, graficas, figurais, etc.

Em resumo, uma MfAargumenta-«00 conhnsiste
logicamente conectados e a natureza discursiva da argumenta¢éo nao exclui

a referéncia a argumentos nao-discursivos, por exemplo, visual ou gestual®
(DOUEK, 2006, p. 169).

Para garantir maior fluéncia no texto e coeréncia com minhas perspectivas de
ensino e aprendizagem, uso a palavra argumentacéo para me referir a este discurso
logicamente conectado e a expressao processo de argumentacao para me referir ao
caminho que leva ao mesmo. Para mim, este processo consiste num emaranhado de
motivacdes, objetivos, conceitos, passos, procedimentos, julgamentos, afirmacgdes,

refutacdes e resultados.

Balacheff (1999) affrmaquefino processo de argument a-
atividade de per sHuaoncordo em partesicomdesta akéirmacao. Se
pensarmos, por exemplo, em um advogado tentando defender os interesses de um
cliente, teremos o processo de argumentacao voltado a constru¢cdo de um discurso
logicamente conectado o qual persuade os espectadores e valida uma tese. Em

contrapartida, se pensarmos numa sala de aula em que h& alunos discutindo as

° Alideia de discurso apresentada € aquela compartilhada pelo senso comum: discurso seria uma discusséo escrita
e/ou falada a respeito de um determinado assunto.
0 Tradugdo minhapara:l n bri ef, an fAargumentationodo consists of one o
the discoursive nature of argumentation does not exclude the reference to non-discoursive (for instance, visual or
gestural) arguments.
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possiveis solugbes de um problema, teremos o processo de argumentacao voltado
para a producao de um discurso logicamente conectado o qual ndo necessariamente
valida uma ideia, mas a explica; e que ndo necessariamente convence o outro, mas
deixa para ele novas possibilidades de explicacdo para determinada questdo!!. Em
resumo, vejo que nem sempre o objetivo do processo de argumentagcédo é convencer
ou validar. E possivel que a intencdo seja sustentar uma ideia, dar explicagdes e
compartilhar opiniées. Na mesma linha de pensamento temos Toulmin (2003), que

explica,

Hoje argumentos sdo produzidos para uma variedade de fins. Nem todo
argumento é proferido na defesa formal de uma afirmagéo explicitada. [...]
Poderia, eu acho, ser argumentado que esta seria na verdade a principal
funcdo dos argumentos, e que as outras fungfes que os argumentos tém para
nés sdo secundarias e parasitarias em relacdo a esse uso justificatério

primario’? (TOULMIN, 2003, p. 12).

Mesmo que o objetivo do processo de argumentacao seja convencer o outro,
o convencimento pode nédo fazer parte dos resultados desse processo. Se levarmos
em consideracdo o processo de argumentacdo entre duas pessoas, podemos ter
como resultado (1) a manutengdo das ideias iniciais de ambas as partes, (2) a
manutencdo das ideias iniciais de uma das partes e, consequentemente, 0
convencimento da outra, (3) a mudanca das ideias iniciais de ambas as partes, o que
implica a formacao de uma nova ideia pela integracéo/interacdo dos argumentos em
questdo. O convencimento tem uma componente objetiva que é baseada no
fundamento dos argumentos em questdo, mas também tem uma componente pessoal
e social relacionada a maneira como as partes aceitam esses argumentos. Por razées
como estas, prefiro dizer que no processo de argumentacdo had uma intensa exposicao
de ideias, pontos de vista e opinides, cujo objetivo pode ser sustentar, compreender,
explicar, persuadir, convencer e/ou validar. Entretanto, a sustentacdo, compreensao,
explicacéo, persuasao, convencimento e validacdo podem nao ser necessariamente

um dos resultados deste processo.

11 Um exemplo do processo de argumentacdo em sala de aula pode ser conferido em Hunter (2007).
2 Tradug&@o minha para: Now arguments are produced for a variety of purposes. Not every argument is set out in

for mal defense on an outright as s e rigwiasimfacttte@rimary functioroofi | d ,

arguments, and that the other functions which arguments have for us, are in sense secondary, and parasitic upon
this primary justificatory use.
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O processo de argumentacgéo faz parte do nosso contexto familiar e escolar
e, mais amplamente, estd presente no mundo académico e cientifico. Ele se
estabelece nas salas de aula toda vez que uma afirmacéao precisa ser justificada pelo
aluno ou pelo professor. Nas aulas de matematica, por exemplo, ndo basta que o
aluno aponte a resposta para uma dada questdo. E preciso que ele apresente um
discurso logicamente conectado que mostre como esta resposta foi alcancada. Neste
contexto, o processo de elaboracéo de justificativas é visto como um processo de

argumentacao.

Nas aulas de mateméatica o processo de argumentacdo assume uma posicao
de extrema valia que vai além da elaboracéo de justificativas para questdes rotineiras.
Neste cenario, este processo pode fazer com que estudantes tragam a tona
conjecturas dos mais diversos campos da matematica e, mais do que isso, a

necessidade de compreendé-las, explica-las e valida-las.

Os argumentos proferidos por uma pessoa também podem ser analisados e
interpretados de um ponto de vista estrutural, 0 que nos ajudaria a compreender as
origens das ideias que compdem as explicacdes e justificativas. A proOxima secao
deste texto € destinada a uma discussdo mais aprofundada sobre esta analise da

estrutura do argumento.

2.2 A estrutura do argumento segundo Toulmin

A partir de meados da década de 50, Stephen Toulmin publicou uma série de
trabalhos cujo interesse era trazer diferentes perspectivas a respeito das ideias de
razao, légica formal, ética e moral, defendendo que alguns aspectos do raciocinio e
da argumentacédo sdo dependentes do contexto em que a pessoa esta inserida e que
outros aspectos sao invariantes a esse contexto. Esta nova perspectiva fez com que

sua obra fosse -chgmada per ifmantios fil - -sofos

O trabalho de maior repercussao de Toulminéolivioin O uso dos ,ar gum
publicado pela primeira vez em 1958. Nele, o fildsofo defende que a argumentacao
tem um caréter justificatorio e aponta que a principal fungdo dos argumentos é o

estabelecimento de conclusdes convincentes. Foi nas ideias apresentadasemi O u s o
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dos ar g uaue lbbusqoes win modelo para analisar o conteddo dos argumentos

elaborados pelos participantes desta pesquisa.

Para Toulmin (2003) uma argumentacdo € um conjunto de razdes e
justificativas enunciadas para sustentar determinada afirmacdo. A argumentacao

possui uma estrutura Agrossao composta

a formar um todo coer ent eomentelérpercelsda qguandd ur a

guebramos a argumentacéo em afirmacgdes individuais, os argumentos, que carregam

fragmentos da ideia central que se pretende defender.

De acordo com Toulmin (2003), a estrutura fina do argumento é composta
pelos seguintes elementos: Dados, Garantias, Suportes, Qualificadores, Réplicas e
Concluséo. Para melhor explicar o que sao esses elementos, eu apresentarei dois
exemplos. O primeiro deles foi retirado do préprio livro de Toulmin (2003). O segundo
€ uma producdo minha, realizada na tentativa de aplicar estes elementos ao contexto

desta pesquisa.

Vamos imaginar que eu tenha um colega chamado Harry e que eu esteja
tentando defender a ideia de que Harry é britanico. Para sustentar esta ideia, posso
recorrer a alguns dados, que conheco a respeito de Harry, como, por exemplo, o fato
dele ter nascido nas Bermudas. Entretanto, o fato de Harry ter nascido nas Bermudas
pode ser insuficiente para que um interlocutor qualquer compreenda porque Harry é
britAnico. Neste caso, posso apresentar afirmacdes mais gerais na tentativa de
garantir a conexao entre o fato de Harry ter nascido nas Bermudas e a concluséo de
que ele é britanico. Posso dizer que uma pessoa nascida nas Bermudas sempre é

considerada britanica.

Mesmo apresentando uma garantia que conecta os fatos sobre Harry com a
ideia de que ele é britanico, € possivel que o interlocutor ainda peca maiores
explicacbes sobre a validade das garantias as quais apresentei: por que alguém que
nasce nas Bermudas é considerado britanico? Nesta situacdo, posso apresentar um
suporte, ou seja, uma ideia que da autoridade a garantia que eu proferi. Posso dizer
gue existe uma lei parlamentar a qual determina a nacionalidade das pessoas que
nascem em colbnias britanicas. Sendo Harry um cidaddo nascido nas Bermudas e

esta uma colonia britanica, € possivel dizer que Harry é britanico.
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A discusséao sobre a nacionalidade de Harry pode continuar se o interlocutor
insistir e dizer que Harry pode ter mudado de nacionalidade por questdes politicas e
ideologicas. Neste caso, a conclusédo de que Harry é britanico fica enfraquecida pela
possibilidade de outros fatores interferirem em sua nacionalidade. Estes fatores sao
chamados de réplicas e eles me levam a colocar o qualificadori pr ov8vel 0 na i

eu estou defendendo: é provavel que Harry seja britanico.

O esquema a sequir (Figura 3) sintetiza as discussdes sobre a nacionalidade
de Harry, destacando os elementos do argumento, assim como proposto por Toulmin
(2003, p. 97).

A menos que ele tenha
mudado de nacionalidade
por questdes politicas.

Réplica
Harry nasceu nas ] —
Bermudas. Provavel Harry é britanico.
Dado Oualificador Concluséo

Uma pessoa que nasce
nas Bermudas é sempre
considerada britanica.

Garantia

Existe uma lei parlamentar que trata da
nacionalidade das pessoas que nascem
em colbnias britanicas.

Reforgco

Figura 3: Exemplo cotidiano da estrutura fina de um argumento segundo Toulmin (2003).

Toulmin (2003) defende que a estrutura fina de todo argumento possui pelo
menos dados, garantias e conclusfes. Os reforgos, os qualificadores e as réplicas
aparecem apenas quando fia for-ao das garant
esta estrutura € invariante, ou seja, ela é independente do contexto e do campo de
atuacdo em que os locutores e interlocutores estdo inseridos. Toulmin (2003)

acrescenta que, apesar da estrutura do argumento ser invariante, sua validade é
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dependente, ou seja, a aceitacdo das garantias e dos reforgos depende do contexto e
do campo de atuacao dos locutores e interlocutores.

Para discutir a questéo da invariancia e da dependéncia dos elementos de um

argumento, apresento um exemplo no contexto da Educacdo Matematica.

Vamos imaginar que duas estudantes, Ana e Bianca, estejam trabalhando
juntas para responder a seguinte questdo: explique por que a soma de um numero
par com um numero impar da sempre um numero impar. Vamos imaginar ainda que
Ana e Bianca, até o presente momento,j amai s haviam pensado qu
2 mpar 0. Suponha que a dupla c¢comecpontuis, resol
percebendo que a concluséo faz sentido, uma vez que 2+5=7, 10+11=21, 26+3=29,
etc. Neste ponto, € possivel esquematizar a estrutura fina do argumento das

estudantes de acordo com o que expressado na Figura 4.

2+5=7
10+11=21 Par + impar = impar
26+3=29

Dois € par e cinco é impar. Ao
somar 2 com 5 obtém-se 7, que é
impar. O mesmo ocorre com 10 e

11, 26 e 3, entre outros.

Figura 4: Exemplo da estrutura fina inicial de um argumento no contexto da Educacéo Matematica.

Até agora, o argumento de Ana e Bianca parece coerente. Mas, ele € valido?
Ele é vélido dentro do contexto da aula de mateméatica? Se vocé fosse uma das

estudantes, vocé ficaria satisfeita com este argumento? E se fosse o professor?

Vamos imaginar que Ana e Bianca tenham percebido que os dados coletados
nao foram suficientes para sustentar a conclusdo em questdo, uma vez que 0S
nameros naturais sao infinitos (Figura 5). Neste momento, a garantia apresentada
perde forca e qualificadores e réplicas comecam a fazer parte da conclusédo: é

provavel que a soma de um namero par com um ndmero impar seja impar uma vez
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gue 0s numeros sao infinitos e pode haver um caso em que esta conclusdo nao

funcione.

E agora, o argumento de Ana e Bianca pode ser considerado valido no
contexto da aula de matematica? O fato de levar em consideracéo as limitacbes da
garantia apresentada torna este argumento aceitavel no contexto escolar? E no

contexto de um matematico?

A menos que exista um
exemplo em que esta
conclusdo néo se aplique.

2+5=7
10+11=21 Provavel Par + impar = impar
26+3=29

Dois é par e cinco é impar. Ao somar 2
com 5 obtém-se 7, que é impar. O
mesmo ocorre com 10 e 11, 26 e 3,

entre outros.

Figura 5: Exemplo da estrutura fina de um argumento com qualificador e réplica no contexto da
Educacao Matemética.

Vejo como positivo o fato das estudantes perceberem que o argumento
formulado possui certas limitagdes, mas, como professora, gostaria que as estudantes
nao ficassem satisfeitas com a garantia apresentada e que as mesmas se engajassem
na procura de explicacbes as quais reforcassem tal garantia. Gostaria que Ana e
Bianca pensassem na estrutura de um namero par e de um numero impar de modo a

formular uma explicacdo mais robusta.

Ana e Bianca poderiam acrescentar novos dados pensando, por exemplo, que
um numero € par quando é possivel formar duplas com a gquantidade que ele
representa e que um numero € impar quando se formam todas as duplas possiveis
com a quantidade em questdo e ainda tem-se um elemento de sobra. Com estes
dados em jogo, a dupla poderia explicar de forma figural porque ao somarmos diversas
duplas contendo um namero par e um numero impar obtemos sempre um numero

impar como resposta (Figura 6).
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Figura 6: Representacgéo figural da soma de um nimero par com um ndmero impar.

Esta representacéo figural poderia ser considerada um reforco a garantia
apresentada inicialmente. Neste caso, o reforco poderia até mesmo eliminar as
incertezas em torno da garantia, o que tornaria a réplica desnecessaria. Neste
contexto, o qualificador ainda poderiaseral t er ado de Aprov 8y

como pode ser observado na Figura 7.

E possivel que um interlocutor mais exigente, mesmo com a apresentacéo de
reforcos para as garantias, ainda n&o fique satisfeito com o argumento de Ana e
Bianca apresentado na Figura 7. Isto porque, no contexto matematico, as justificativas
para conclusdes generalizadoras geralmente contém uma linguagem mais formal,
apelando para representacdes algébricas, e ndo figurais. Além disso, as nossas
estudantes ficticias comecgaram sua producao apresentando garantias baseadas em
exploracdes pontuais, 0 que costuma ser evitado neste contexto. Entretanto,
observando o argumento como um todo, a producdo ndo parece suficientemente
razoavel para o ambiente escolar? Como professor, ndo gostaria que seus estudantes
apresentassem justificativas baseadas em dados, garantias e suportes e que eles
colocassem qualificadores em suas conclusdes toda vez que elas possuissem certas
limitacbes? Certamente estas sdo questbes sobre as quais devemos refletir se

quisermos trazer a prova de volta ao ambiente escolar de modo significativo.
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2+5=7
10+11=21

26+3=29
o e E certo que Par + impar = impar

Dois é par e cinco é impar. Ao somar 2
com 5 obtém-se 7, que é impar. O
mesmo ocorre com 10 e 11, 26 e 3,

entre outros.

Um ndmero é par quando é possivel formar duplas com a quantidade (pontos
pretos) e um numero € impar quando sobra uma unidade apés formarmos todas
as duplas possiveis (pontos vermelhos). Ao juntar par com impar sempre
sobrara uma unidade sem dupla. Portanto, o resultado sera impar.

008 0 0000 oo
000 o 0000 o
0000000 00
eoecoce @

Figura 7: Exemplo da estrutura fina de um argumento com refor¢co no contexto da Educacéo
Matematica.

As ideias de Toulmin (2003) parecem pertinentes ao escopo desta pesquisa
por diversas razdes. Primeiramente, a estrutura do argumento proposta pelo
pesquisador leva em consideracdo que argumentos podem fazer sentido e serem
coerentes mesmo que sejam baseados em dados empiricos::. Neste contexto, a
coeréncia emerge da proposicao de garantias que conectam os dados as conclusoées.
Além disso, as ideias de Toulmin (2003) evidenciam que a validade de um argumento
€ uma questao dependente do contexto em que o mesmo é apresentado, 0 que nos
permite repensar a ideia de argumentacdo no contexto escolar. Finalmente, a
estrutura proposta pelo pesquisador pode ser utilizada como uma ferramenta para a
analise dos argumentos dos participantes desta pesquisa, auxiliando a revelar o
contetdo dos dados, garantias e reforcos apresentados pelos mesmos, e a

compreender o papel da tecnologia na construcédo de cada um destes elementos.

13 Neste caso, empirico é qualidade das agdes e informacGes matematicas baseadas em casos especificos,
manipulacdes concretas e pontuais.
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Nas proximas sec¢des, aprofundo um pouco mais as ideias de argumentacao,
prova e demonstracdo no contexto da Educacdo Matemética. Minha intencdo é
oferecer uma perspectiva sobre como estes termos sdo concebidos na literatura,
revelar os resultados de pesquisas mais pertinentes ao escopo deste estudo e

apresentar as concepg¢des que eu construi acerca do tema.

2.3 Provaou demonstracao?

Usamos o verbo provar no nosso dia-a-dia para nos referirmos a acédo de
providenciar evidéncias de gue uma afirmacao € verdadeira (ou falsa). Neste contexto,
a palavra prova pode ser usada para representar o produto final da acao de provar,
ou ainda, cada uma das evidéncias coletadas neste processo. Ainda € possivel usar
0 verbo provar no sentido de testar, experimentar: provar uma roupa ou uma fruta € o
mesmo que experimenta-las, testa-las. Provar e prova ndo séo palavras especificas

do universo matematico, mas possuem um significado muito especial dentro dele.

De um ponto de vista classico, derivado principalmente dos trabalhos de
Euclides (325 a.C. - 265 a.C.) e Hilbert (1862 i 1943), provar € a acdo que valida (ou
nao), por meio de um encadeamento dedutivo, o conteddo de uma conjectura. Neste
caso, a prova seria o produto final desta acado, apresentado formalmente, fazendo uso
de simbologia e terminologia especifica desta ciéncia. Entretanto, em Lakatos (1978)
€ possivel compreender que, no universo matematico, provar € uma acdo complexa,
nao-linear, movida por ciclos de refutacbes, reorganizacdo de argumentos e
reformulacdo de conjecturas. Hanna (2000) ainda salienta que, para matematicos, a
prova é mais do que um instrumento de validacdo. A prova é imprescindivel para trazer

compreensao.

Ficou claro para mim que uma prova, valida em termos formais, na verdade
se torna convincente e legitima para um matematico somente quanto ela leva
a uma real compreensdo matematica** (HANNA, 2000, p. 7).

1 Traducdo minha para: It became clear to me that a proof, valid as it might be in terms of formal derivation, actually
becomes both convincing and legitimate to a mathematician only when it leads to real mathematical understanding.
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Uma vez que a prova é de extrema importancia para a matematica como
ciéncia, sua presenca nas salas de aula tornou-se inevitavel. Segundo Pires (2006),
em meados dos anos 70-80, imbuidos das ideias do Movimento da Matematica
Moderna no Brasil, professores de matematica e livros didaticos priorizavam
excessivamente explicacoes rigorosas em Geometria, de uma forma que o aluno tinha
dificuldades de atribuir sentido a elas. Entre as décadas de 80-90 e inicio dos anos
2000, presenciou-se um abandono das provas no ensino e o comeco de uma
valorizacdo a explicacbes empiricas, negligenciando-se o trabalho com justificativas
mais formais e de cunho algébrico. Esta trajetéria de abandono ocorreu de forma
similar em outros paises, como afirma Reid e Knipping (2010),

Nos anos imediatamente seguintes a generalizada rejeicdo a Matematica
Moderna nos anos 70, uma variedade de abordagens para prova surgiu. [...]
Ndo é surpresa que a abordagem de ndo ensinar prova adotada pelo
movimento de volta as bases ndo resultou em mais estudantes
compreendendo a ideia de prova'® (p. 216).

O abandono do ensino das provas ficou evidente no cenario educacional de
tal modo que documentos curriculares como os PCN (Brasil, 1998) e NCTM*® (2000)
passaram a abordar explicitamente a importancia do processo de prova no ensino de
matematica. Paralelamente a isto, 0 nUmero de pesquisas em Educa¢do Matematica,
relativas ao ensino e aprendizagem de prova, aumentou consideravelmente no
cenério internacional de tal forma que obter uma visdo panoramica a respeito desta
tematica tem ficado cada vez mais complicado. Todo este movimento de revalorizacdo
das provas no ensino e aprendizagem de matemética tem trazido a tona concepcdes

e abordagens mais flexiveis para o trabalho em sala de aula.

De acordo com Reid e Knipping (2010), pesquisadores em Educacao
Matematica possuem visbes diversificadas, e por vezes conflitantes, do que é uma
prova. Neste universo, a ideia de prova pode ser vista principalmente como: (1) um
conceito, (2) um texto, (3) um objeto, (4) um processo, (5) um discurso ou (6) um

raciocinio. Reid e Knipping (2010) afirmam que a visao do que é uma prova e de seu

1 Tradug&o minha para: In the years immediately following the generally rejection of the New Math in the 1970s a
variety of approaches were taken to proof. [ érbof dddpted
by the back-to-the-basis movement did not result in more students coming to understand proof.
6 National Council of Teacher of Mathematics.
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papel no ensino depende do paradigma filoséfico em que cada pesquisador trabalha.
Eles notaram, por exemplo, que pesquisadores sdécio-construtivistas sdo mais
suscetiveis de usar a palavra prova para se referir a um raciocinio ou discurso e tém
uma visdo mais flexivel da mesma no que tange ao uso de deducbes e de

simbolismos.

Balacheff (1982), por exemplo, considera explicacdo um discurso que visa
clarificar o carater de verdade de uma proposicédo ou de um resultado. Neste contexto,
prova seria uma explicacdo aceita por certa comunidade e demonstragao seria uma
prova particular, aceita pela comunidade matemética, constituida a partir de uma
sequéncia de enunciados, organizados com certas regras. A demonstracao seria um
tipo privilegiado de prova, a qual envolve uma pratica que permite comunicacao e

evolucdo dentro da comunidade matematica.

Duval e Egret (1989) e Duval (2006), por outro lado, falam apenas de
demonstracdo. Nestes estudos, a demonstracdo estd relacionada ao jogo de
substituicbes de afirmacdes por meio de raciocinios légicos validos e uso de

simbologia especifica, tais como implicacdes e conectores.

Demonstrar consiste, por conseguinte, de um ponto de vista cognitivo, em
transformar um enunciado (ou vérios) dado inicialmente num enunciado-
resultado por meio de uma ou vaérias substituicdes. Quando varias
substituicbes sdo necessarias, algumasasvez es devem ser
paralel od e em outr a¥ (DUCAL e EGRETY £98% 5.
30).

Na literatura dos paises de lingua inglesa € possivel encontrar alusées a ideia
de prova, prova formal ou prova matematica, tendo as duas Ultimas mais ligadas a
definicdo de demonstracéo discutida anteriormente. Em Lai et. al. (2012) temos um

exemplo,

Por prova matemaética, nés seguiremos o matemético Griffihs (2000) que
define prova matem8tica como fiuma

7 Tradugdo minha para: Démontrer consiste donc, d'un point de vue cognitif, & tranformer un énoncé donné au
départ (ou plusieurs) en un énoncé-résultat par une ou plusieurs substitutions. Lorsque plusieurs substitutions sont
nécessaires, certaines doivent parfois étre effectuées "en parralléle" et d'autres successivement.
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comecga com um conjunto de axiomas e se move de passos logicos para uma
conclusao®®o(LAl, et. al., 2012, p. 47)0 .

Independente da definicdo adotada pelo pesquisador e do paradigma em que
0 mesmo trabalha, vejo nesta variedade de definicdes uma tentativa de trazer a prova
de volta a sala de aula, de uma forma mais pertinente ao ensino de matematica, mais
acessivel e significativa ao estudante. A distingdo entre as ideias de prova e
demonstracdo ou entre prova e prova formal parece-me razoavel dentro da
perspectiva do ensino e aprendizagem de matematica na educacgéo basica, uma vez
gue abre a possibilidade de um trabalho mais flexivel, voltado a heuristica, em que
exploracbes de conceitos levam a conjecturas que precisam ser explicadas e
validadas com os recursos que os estudantes possuem. Ideias como prova situada
(MORENO-ARMELLA e SRIRAMAN, 2005) e tipos de prova (BALACHEFF, 1988), por
exemplo, emergiram no cenario da Educacao Matematica a partir das tentativas de se
compreender como estudantes lidam com as provas em situacdes de exploracéo,

conjectura, explicacao e validacao.

Moreno-Armela e Sriraman (2005) discutem a ideia de prova no contexto das
atividades realizadas em ambientes de geometria dindmica. Neste contexto, 0s
pesquisadores notaram que, quando 0s estudantes ndo conseguem invalidar uma
conjectura arrastando os objetos na tela do computador, essa conjectura passa a ser
vista por eles com um teorema expresso pelas ferramentas e facilitado pelo ambiente.
O que permite a passagem de conjectura ao teorema é chamado de prova situada

pelos pesquisadores.

Ao analisar as justificativas elaboradas por alunos com idades entre 13 e 14
anos, para uma conjectura envolvendo a quantidade de diagonais de um poligono,

Balacheff (1988) observou a presenca de provas pragmaticas e conceituais.

As provas pragmaticas eram aquelas baseadas em acdes empiricas
realizadas sobre casos especificos. As observacdes do pesquisador revelaram trés
tipos de provas pragmaticas: (1) o empirismo ingénuo, (2) o experimento crucial e (3)

o exemplo genérico. Foram classificadas como empirismo ingénuo as justificativas

18 Tradugcdo minha para: By mathematical proof, we follow the mathematician Griffiths (2000) who defined
mat hemati cal proof as fAa for mal and | ogical l'ine of
|l ogical steps to a conclusiono.
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baseadas em poucos casos particulares. As tentativas de validar uma propriedade,
usando casos especificos e especiais, como verificar uma conjectura sobre diagonais
num poligono irregular com muitos lados, foram chamadas de experimento crucial.
Os casos em que valores especificos foram trabalhados pelo aluno de modo a revelar
um padrdo ou uma relacdo entre eles foram chamados de exemplo genérico. O
genérico € um tipo de prova especial no contexto escolar, pois pode mostrar que o
aluno compreende o entrelace das propriedades matematicas e a importancia de seu
uso nas justificativas. Ela pode representar o ponto de partida para a redacao de

provas conceituais (Ver Figura 8).

Provas
Pragmatupas Conceituais
Empirismo Exemplo
ingénuo Genérico
Experimento Experimento de
xpenim Pensamento
Crucial

Figura 8: Tipos de Prova segundo Balacheff (1988).

As provas conceituais foram aquelas baseadas em propriedades matematicas
e raciocinio dedutivo. A demonstracao € um tipo de prova conceitual; porém, Balacheff
(1988) notou que muitos alunos apresentavam provas conceituais as propriedades
matematicas usando mais a linguagem natural do que a linguagem algébrica. Este

tipo de prova foi chamado de experimento de pensamento.

Para Balacheff (1988), estes tipos de prova formam uma hierarquia em que
um tipo especifico depende de quanta generalidade e conceitualizacdo do
conhecimento estdo envolvidos. O pesquisador ainda concluiu que analisar a escrita
de uma prova néo € o suficiente para determinar em que nivel de generalidade esta o
autor da mesma. E preciso, além disso, conhecer o processo de producdo desta
prova. Por meio das provas produzidas, Balacheff (1988) também observou uma

quebra entre os dois primeiros tipos e os dois ultimos. Nos dois primeiros, as provas
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foram baseadas na acgdo direta do aluno sobre as proposi¢cdes. Nos dois ultimos,
houve por uma tomada de consciéncia da generalidade da prova e uma tentativa de

mostrar iSso na escrita da mesma.

Sobre os niveis de prova, Healy (2000a) acrescenta que a distingdo entre uma
prova pragmatica e uma prova conceitual nem sempre € muito clara, principalmente
quando os argumentos dos estudantes sdo baseados em exemplos genéricos e casos
especiais. A pesquisadora afirma que, quando os estudantes estédo trabalhando em
ambientes digitais como o Cabri Géometre e o0 Logo, eles constroem objetos
matematicos com a finalidade de obter informagfes a partir das quais eles podem
extrair propriedades. Nestes casos, as a¢cdes empiricas se constituem como meios
fundamentais para a construcédo de provas baseadas em conceitos, 0 que indicaria a
necessidade de repensar, por exemplo, a distincdo entre prova pragmatica e prova

conceitual.

A ideia de prova que construi por meio da revisao de literatura contempla em
grande parte as discussdes anteriores. Vejo a prova como um tipo especial de

argumentacao.

Considerar a prova como um tipo especial de argumentacéo implica pensar
que a prova possui certas caracteristicas as quais fazem com que ela seja parte do
conjunto de coisas as quais denominamos argumentacao. Além disso, implica dizer
qgue, dentro deste conjunto, existem coisas que sdo argumentacao e prova ao mesmo
tempo e coisas que sdo argumentacdo, mas que ndo sao prova. Neste sentido, para
mim, o que faz a prova ser uma argumentagdo € o fato de ela ser um discurso
logicamente conectado acerca de uma ideia. O que faz a prova ser um tipo especial
de argumentacédo € o fato de ela estar relacionada com a explicacdo e validacdo de
uma conjectura. Assim como em Reid e Knipping (2010), vejo a conjectura como uma

afirmacéo generalizadora que requer verificagdes adicionais (p. 91-92).

Sendo assim, nesta pesquisa, a prova sera considerada,

Um discurso logicamente conectado resultante de um processo complexo que

visa compreender, explicar e validar uma conjectura.
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Vejo a prova também de um ponto de vista mais flexivel no que tange ao
convencimento, ao formalismo e ao uso de raciocinio l6gico. Por isso, a ideia de tipos
de prova de Balacheff (1988) vai ao encontro da perspectiva que eu tenho aceitado.
Assim sendo, vou constantemente fazer alusdo aos termos empirismo ingénuo,
experimento crucial, exemplo genérico, experimento de pensamento e demonstracéo
para me referir aos diversos tipos de prova que podem ser construidos levando-se em
consideracdo uma variacdo do seu potencial de convencimento, formalizacdo e

raciocinio logico.

Considerando o convencimento como dimensé&o??, acredito que a prova seja
um discurso que convence, pelo menos, a pessoa que a elabora. No que tange ao
formalismo e ao raciocinio légico, uma prova pode conter argumentos em lingua
natural, numéricos, algébricos, figurais e gréaficos e, além disso, pode ser embasada
por raciocinio indutivo, dedutivo, abdutivo, analogias, etc. Neste contexto, a
demonstracdo, ou prova formal, seria um discurso que convence os membros da
comunidade matematica, dotado de algebrismos e formalismos simbdélicos e baseado
principalmente no raciocinio dedutivo. Em contrapartida, o empirismo ingénuo seria
um discurso que visa estender uma conjectura para VAarios casos por meio de
exemplos especificos, convence um ou mais estudantes e é baseado principalmente

no raciocinio indutivo.

E possivel considerar outras dimensdes para a prova. Hanna (2012), por
exemplo, discute o comprimento e largura de uma prova. O comprimento de uma
prova seria a quantidade de passos e argumentos utilizados na elaboracdo da mesma.
Ja a largura, corresponderia a quantidade de ideias necessarias para ler,
compreender e redigir uma prova. Se pensarmos nos diversos papéis que a prova
pode desempenhar no processo de ensino e aprendizagem da matematica, outras
dimensdes ainda podem ser consideradas. Hanna (2000) argumenta que, neste
processo, uma prova pode levar a: verificacdo (da verdade de uma afirmacao),
explicagdo (porque é verdade), sistematizacdo (organizagdo das informac¢des num
sistema dedutivo), descoberta (a prova pode levar a novos resultados), comunicacao

(transmissdo de conhecimento matematico), construcdo (de teorias empiricas),

19 Uso a palavra dimenséo aqui para me referir a uma das extensdes de uma ideia ou conceito.
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exploracéo (do significado ou das consequéncias de uma afirmacédo) e incorporacéo

(de novos conhecimentos).

Em sintese, nesta pesquisa considero a prova como um tipo especial de
argumentacao voltada a explicacdo, compreensao e validacdo de conjecturas. Isto
implica considerar a prova como um discurso logicamente conectado, constituido de
argumentos, proveniente de um complexo processo com dimensdes cognitivas,

pessoais e sociais.

A relacdo entre argumentacao e prova é bastante discutida nas pesquisas em
Educacdo Matematica. Por vezes esta relagdo € controversa, tendo, de um lado,
pesquisadores que aceitam intersecc¢des positivas entre ambas as ideias e, de outro,
pesquisadores que veem implicacdes negativas ao considerar a argumentacao no

processo de prova. Na proxima secao, discuto esta literatura com mais detalhes.

2.4 Provaou argumentacao?

Garuti et. al. (1996) consideram a argumentacdo um processo que €

fundamental para a formulacdo de conjecturas. Eles afirmam que,

Durante a producéo de conjecturas, o estudante progressivamente elabora
sua afirmagdo por meio de uma intensa atividade argumentativa
funcionalmente entrelagcando com a justificativa da plausibilidade de suas
escolhas. Durante o estigio seguinte de provar a afirmacéo, o estudante
relaciona este processo de maneira coerente, organizando algumas de suas
justificativas (argumentos) produzidas durante a constru¢édo da afirmacédo de
acordo com uma cadeia logica?® (GARUTI et. al., 1996, s/p).

Analisando as ideias de Garuti et. al. (1996), € possivel perceber que o
processo de argumentacdo e o0 processo de prova funcionam de maneira

independente. O processo de argumentacdo é fundamental para a formulacdo de

2 Tradugdo minha para: During the production of the conjecture, the student progressively works out his/her
statement through an intense activity functionally intermingling with the justification of the plausibility of his/her
choice. During the subsequent statement proving stage, the student links up with this process in a coherent way,
organizing some of the justifications (arguments) produced during the construction of the statement according to a
logical chain.
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conjecturas e de argumentos para suportéa-las. Ele é ponto de partida para o processo

de prova, o qual consistiria em organizar tais argumentos numa cadeia logica.

A concepcéo de Garuti et. al. (1996) é, em alguns aspectos, diferente da ideia

de processo de argumentacao e prova que estou propondo nesta pesquisa. Primeiro

por que, para aceitar a concep-«o0 de tai
fase de formulaggo deconj ect ur aso exi st e, antecede

Acredito que é possivel pensar em situacdes em que esta fase existe e antecede o

processo de prova.

A propria pesquisa de Garuti et. al. (1996) fornece um exemplo interessante
disso. Entretanto, temos casos historicos na matematica de estudiosos tentando
provar conjecturas as quais nao foram criadas por eles, o que exigiu a formulacéo de
Novos argumentos, uma vez que 0s argumentos ja existentes ndo foram suficientes
para demonstra-la em dado momento. Ainda é possivel pensar numa situagdo em sala
de aula em que o professor pede que os alunos investiguem a plausibilidade de dada
conjectura, o que culminaria num processo de argumentacdo posterior a proposi¢ao

da mesma.

Além disso, 0 modo como Garuti et. al. (1996) separam o0 processo de
argumentacdo do processo de prova da a entender que este Ultimo consiste em um
jogo de organizacdo de argumentos dependente do primeiro em termos de conteudo,
mas i ndependente em termos de fiocrama ®&
formada durante o ultimo processo. Concordo que uma conjectura pode ser formulada
a partir de um processo de argumentacao. Entretanto, ndo vejo que os argumentos
criados neste processo sejam logicamente desconectados, uma vez que a conjectura

€ a expressao de tal conexao.

Partindo do pressuposto de que had uma fase de formulacdo de conjecturas
gue antecede e auxilia no processo de prova, Garuti et. al. (1996) discutem a
continuidade cognitiva (ou unidade cognitiva) entre argumentacéo e prova. A ideia de
continuidade cognitiva estéa ligada ao fato de que os argumentos que vém a tona na
fase de conjectura sado geralmente usados na fase de prova para suportar as
afirmacdes em jogo. Neste contexto, Pedemonte (2000) afirma que a continuidade
cognitiva ocorre em relacdo aos conteudos matematicos presentes na fase de
argumentacgéao e de prova, mas hem sempre ocorre em relagdo aos raciocinios légicos

empregados para conectar ideias em cada uma delas, principalmente quando na fase
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de argumentacao se usa raciocinio abdutivo e na de prova, raciocinio dedutivo. Boero
(1999) ainda acrescenta nesta discusséo a importancia de se pensar em tarefas em
gue a exploracao dinamica seja natural para os estudantes, o que permitiria que a

continuidade ocorresse suavemente.

No outro lado desta discusséo estdo Duval e Egret (1989) e Duval (2006),
gue nao acreditam em continuidade cognitiva entre argumentacéo e prova. Em ambos
0s estudos, a argumentacao € vista como um discurso relativo as praticas sociais e
cotidianas. A prova é vista como um discurso matematico, o que fica evidenciado pelo
uso da palavra demonstragdo nos textos destes pesquisadores. Neste contexto,

haveria uma ruptura cognitiva entre argumentacao e prova.

Duval (2006) argumenta que a natureza dos erros cometidos pelos estudantes
na producao de provas leva a conclusdo de que eles ndo compreendem como uma
demonstracao funciona. O pesquisador aponta que esta compreensédo esta ligada a
consciéncia, por parte dos estudantes, dos significados semanticos, epistémicos e
l6gicos das proposicdes em jogo e, ainda, a consciéncia dos diferentes processos de
organizacdo do discurso. Tal consciéncia pouco é evidenciada em situacdes que
valorizam a heuristica e que se relacionam com a argumentacdo realizada

socialmente na vida cotidiana.

Duval (2006) acredita que a reorganizacdo dos conteldos matematicos
revelados na argumentacdo ndo ocorre de forma espontanea. Esta reorganizacao
requer que os estudantes saibam diferenciar as ideias de hip6tese, premissa,
conclusao, axioma, argumento etc., bem como saibam organizar varias propriedades

numa deducdao e varias deduc¢des numa demonstracao.

Para Duval e Egret (1989), a demonstracdo € um discurso matematico que
possui uma estrutura superficial, similar a estrutura de uma argumentacdo em lingua
natural, em que os enunciados se acumulam, e uma estrutura profunda, similar a
atividade de célculo, em que os enunciados sao substituidos por outros em funcao de

regras conhecidas.

A organizacdo dedutiva e argumentacdo constituem dois tipos de
funcionamento opostos do discurso. A passagem da argumentacgao, que € a
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forma mais natural de raciocinio, a demonstracéo exige uma mudanca de
atitude intelectual completa?! (DUVAL e EGRET, 1989, p. 30).

Para Duval e Egret (1989), o estudante somente se torna consciente da
estrutura profunda da demonstracdo quando esta € representada de forma nao-
discursiva, como elaboracdo de organogramas e esquemas de rede, articulada a

formas de expressdo em lingua natural.

[ Demonstragao J

[Estrutura superficial] [ Estrutura Profunda]

|

Enunciado 01 + Enunciado 02 Regras de
+ Enunciado 03 +_... + substituicao
Enunciado n.

Entrada Saida

Enunciado(s) Enunciado
Inicial(is) final
Substituicdo

Figura 9: Estrutura de uma demonstracdo. Esquema elaborado por mim a partir de Duval e Egret
(1989)

Analisando os estudos de Garuti et. al. (1996), Boero (1999), Pedemonte
(2000), Duval e Egret (1989) e Duval (2006) é inviavel dizer que a ideia de
continuidade cognitiva entre argumentacdo e prova € oposta a ideia de ruptura
cognitiva, uma vez que 0s pesquisadores tém concepc¢les diferentes sobre tais
assuntos. Nos trés primeiros estudos citados, argumentacéo e prova foram tratadas
como processos. Além disso, a ideia de unidade cognitiva foi aceita somente quando
se considerou o0 conteldo matematico dos argumentos em situacbes em que a

argumentacao promove a formulacdo de conjecturas.

Em Duval e Egret (1989) e Duval (2006) a prova € vista de maneira muito

particular, como uma demonstracdo no sentido de Balacheff (1982). Além disso,

2! Tradug&o minha para: Organisation déductive et argumentation constituent donc deux types de fonctionnement
oppos®s du discour s. Le passage de | dargumentati on,
démonstration exigedoncun changement do6attitude intellectuell e
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demonstracao e argumentacao séo discursos que diferem pela organizagéo dedutiva
do primeiro e o carater social e linguistico do segundo.

Sobre a questédo da unidade cognitiva entre argumentacao e prova, Balacheff
(1999) salienta que as situacdes de interacdo social, por um lado, devolvem ao
estudante a responsabilidade da elaboragao de conjecturas e, por outro, dificultam a
construcdo de uma problematica matematica da prova. Com isso, o pesquisador

argumenta,

Como conclusdo deste estudo, a partir da perspectiva do ensino e
aprendizagem, eu ndo chego a suportar nem a ideia de continuidade nem de
ruptura entre argumentacao e prova matematica (ou prova em matematica),
mas a proposicdo do reconhecimento da existéncia de uma relagdo que é
complexa e é parte do significado de ambas: argumentagdo constitui um
obstaculo epistemoldgico para a aprendizagem da prova matematica e mais
geralmente da prova em matematica?? (BALACHEFF, 1999).

As discussbdes sobre a relacdo entre argumentacdo e prova me levaram a
refletir sobre a questéo da continuidade e da ruptura cognitiva dentro das concepcdes
assumidas nesta pesquisa. Aqui, o0 processo de prova € visto como um tipo especial
de processo de argumentacdo porque em ambos os casos hd a construcao de um
discurso logicamente conectado cuja intencdo € suportar, explicar e/ou validar ideias
e opinides. Neste sentido, € possivel falar que os processos de argumentacao e prova
compartilham motivacdes, intengcdes, acdes e objetivos. O que torna o processo de
prova especifico € (1) a referéncia a uma conjectura matematica, (2) a necessidade
de validacéo dessa conjectura e (2) a estrutura do discurso, que pode variar em termos
de convencimento, formalismos e uso do raciocinio l6gico. Dentro desta perspectiva,
nao faz sentido falar em continuidade ou ruptura cognitiva entre argumentacéo e
prova, uma vez que prova é um tipo de argumentacdo. Faz sentido falar de
continuidades e rupturas dentro do processo de prova, levando-se em conta as
caracteristicas do grau de convencimento, do formalismo, e do raciocinio logico

empregado. Assim, poderiamos questionar em que medida ha continuidades e

2 Traducdo minha para: At the conclusion of this short essay, from the perspective of teaching and learning, | arrive
at supporting neither the thesis od continuity nor that of a rupture between argumentation and mathematical proof
(or proof in mathematics), but at proposing the recognition of the existence of a relationship which is complex and
is part of the meaning of both: argumentation constitutes an epistemological obstacle to the learning of mathematical
proof, and more generally of proof in mathematics.
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rupturas do empirismo ingénuo para o exemplo genérico, ou ainda, do experimento
de pensamento para demonstracdo. Para responder tais questionamentos, é
importante que se compreenda como 0 processo de prova ocorre, por exemplo, em
sala de aula quando se assume uma concepc¢ao similar aquela adotada neste estudo.

Nesta direcao aponto os estudos de Knipping (2003) e Reid e Knipping (2010).

Knipping (2003) e Reid e Knipping (2010) apresentaram os resultados de um
estudo com estudantes alemaes, franceses e canadenses, entre 13 e 15 anos, em
gue se procurou identificar diferencas nos processos de argumentacdo que ocorrem
nas salas de aula durante uma atividade de prova envolvendo o Teorema de
Pitdgoras. Os pesquisadores relataram diferentes estruturas no fluxo de ideias durante
as argumentacgdes. Eles notaram, por exemplo, que em alguns grupos argumentos
paralelos eram fornecidos no comeco do processo e eram afunilados numa concluséo.
Em outros grupos, determinada conclusdo aparecia repetidas vezes em argumentos
paralelos, sendo discutida por vérias vezes de diferentes formas. Eles ainda notaram
argumentacdes em que 0s participantes coletavam uma gama de dados para suportar

diversas conclus@es relacionadas a ideia central que se desejava explicar.

Knipping (2003) ainda salienta que mais pesquisas nesta area sao
necessarias uma vez que foi percebido que os discursos produzidos pelos estudantes
nao somente diferiram no tipo de argumentos usados, mas também na sua estrutura

global e na passagem de um argumento para outro (p. 9).

Embora Knipping (2003) clame por mais pesquisas as quais tentem
compreender como 0s argumentos sao produzidos e utilizados no processo de prova
pelos estudantes, muito j4 se foi discutido nesta area. Nas Ultimas duas décadas
diversos estudos foram conduzidos na tentativa de compreender (1) a visdo de
matematicos, professores e estudantes sobre o que € uma prova, (2) como alunos
dos mais diversos niveis provam conjecturas matematicas, (3) que dificuldades eles
enfrentam, (4) até que ponto as provas que eles produzem podem ser consideradas
demonstracdes, (5) as abordagens de prova sugeridas por professores e livros
didaticos e suas implica¢gfes, e muito mais. O objetivo da proxima secao é justamente
este: apresentar e discutir resultados de pesquisa, relevantes para este estudo,

relativos ao processo de ensino e aprendizagem de provas.
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2.5 0O que estudantes sabem sobre prova?

Enquanto fazia a revisdo de literatura para estabelecer minha concepcao de
argumentagao e prova, varios questionamentos vieram a minha cabeca, tais como:
prova é algo passivel de ser ensinado da mesma forma que ensinamos fracdes,
equacles e conceitos geométricos? Se sim, existe alguma metodologia para seu
ensino? Em que idade as pessoas devem aprender o que é uma prova? Quando
podemos dizer que alguém sabe o que uma prova é? Se nado, se prova é algo que ndo
pode ser ensinado, como alguém aprende a provar? Existe alguma forma de torna-la
algo ensinavel? Durante esta fase de questionamentos, tentei me lembrar como eu

aprendi a provar, em que circunstancias e com que idade.

Lembrei que durante toda minha fase como estudante da educacéo basica,
nas aulas de matematica, meus professores exigiam que todos os alunos redigissem
respostas completas para os exercicios propostos. Nao bastava colocar somente um
namero na resposta. Tinha que explicar como se chegou nela. Neste sentido, vejo que
desde cedo a aula de matematica se configurou como um ambiente para que eu e
meus colegas argumentassem. Entretanto, eu ndo me recordo de, durante a educagao
basica, ter engajado num processo de argumentacdo sobre uma determinada

conjectura matemaética, criada ou ndo por mim.

Meu primeiro contato com a ideia de conjectura, demonstracdo e teorema
ocorreu quando eu estava cursando matematica em uma universidade. Eu estava na
aula de fundamentos da algebra e minha professora demonstrava na lousa diversos
teoremas relativos a teoria dos niumeros. Recordo-me de conseguir acompanhar as
explicacdes, mas de ter dificuldades de escrever minhas proprias provas. Aprendi a
demonstrar observando o que minha professora produzia, comparando o0 que meus
amigos escreviam com 0 que eu escrevia, e comparando como a professora avaliava
o trabalho deles e o meu trabalho. Hoje, eu néo sei dizer se minha professora tinha a
intencdo de nos ensinar como se demonstra teoremas ou n&do, ou se isso foi uma
consequéncia do seu método de ensinar algebra. O que eu sei € que, naquela época,
descobri 0 que era uma demonstracdo porque eu estava inserida num ambiente em

gue elas eram usadas para explicar porque certas ideias da algebra eram o que eram.
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Ja faz 13 anos que eu passei por esta experiéncia e sempre me questiono se
alguma coisa mudou nas salas de aula. O fato é que a historia do ensino de provas
no Brasil e no mundo é repleta de altos e baixos. Ha relatos?® de momentos em que
provas rigorosas foram apresentadas para os alunos da educacdo basica,
principalmente em Geometria, de tal modo que a compreensdo das mesmas se
tornava muito dificil devido ao excesso de formalismo utilizado. Ha relatos também de
abandono total das provas no ensino de matematica. E, ainda, relatos de um ensino

voltado a exploracdo de conceitos e justificativas mais acessiveis aos estudantes.

No Brasil, em 1998, foram publicados os Parametros Curriculares Nacionais
(PCN), um documento que visa clarificar os objetivos da educac¢ao basica no pais nas
mais diversas areas do conhecimento escolar. Os PCN contam com um volume
especial para a matematica e nele temos alusdo a importancia dos processos de

argumentagao e prova no ensino,

Se por um lado a préatica da argumentagdo tem como contexto natural o plano
das discussfes, na qual se podem defender diferentes pontos de vista, por
outro ela também pode ser um caminho que conduz & demonstracdo. Assim,
€ desejavel que no terceiro ciclo se trabalhe para desenvolver a
argumentacgdo, de modo que os alunos ndo se satisfacam apenas com a
producdo de respostas a afirmacdes, mas assumam a atitude de sempre
tentar justifica-las. Tendo por base esse trabalho, pode- se avancar no quarto
ciclo para que o aluno reconheca a importéncia das demonstracbes em
Matematica, compreendendo provas de alguns teoremas (BRASIL, 1998, p.
71-72).

N&o é possivel dizer que a publicacdo dos PCN impulsionou um trabalho com
provas e demonstracdes nas salas de aula. Ainda ndo ha evidéncias para sustentar
esta afirmacao. Entretanto, por conta das exigéncias do Programa Nacional do Livro
Didatico (PNLD), algumas mudancas ja podem ser percebidas neste tipo de material.
Pais (2010) notou uma mudanca na abordagem dos livros didaticos das séries finais
do ensino fundamental constatando a presenca de argumentacdes em geometria, mas
demasiada valorizacdo a conclusdes derivadas do empirismo. Além disso, o
pesquisador percebeu uma relagdo entre a argumentacao e a resolugéo de problemas
e um aumento da inducdo como estratégia de validacdo. Carvalho (2007) constatou

que os livros didaticos do primeiro ano do ensino médio apresentam justificativas

23 Pires (2006) e Reid e Knipping (2010) apresentam discussdes mais aprofundadas dos altos e baixos ocorridos
no ensino de provas, respectivamente, no Brasil e no mundo.
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formais e informais as propriedades abordadas no campo algébrico, mas poucos
propdem atividades para que 0s alunos, por si préprios, se engajem no processo de

elaboracao de provas e demonstracoes.

A importancia do processo de prova no ensino de matematica também gerou
interesse nos pesquisadores brasileiros da Educagdo Matemética nestes ultimos
anos. Diversos estudos foram conduzidos nesta area na tentativa de (1) conhecer as
concepcOes de estudantes e professores a respeito do que é uma prova, (2)
compreender os entraves da utilizacdo de uma abordagem voltada ao ensino de
provas por professores, e (3) descrever as provas produzidas pelos alunos da
educacao basica e do ensino superior em termos das representacdes, generalidade e

raciocinios utilizados.

Jahn e Healy (2008) mapearam as concepc¢des sobre prova dos alunos da
educacdo béasica entre 14-16 anos de escolas do Estado de S&o Paulo. Este
mapeamento revelou principalmente um baixo desempenho dos estudantes na
elaboracao de provas para conjecturas geométricas e algébricas. Leandro (2010), que
participou do projeto das pesquisadoras, constatou que, para questdes envolvendo 0s
conceitos de fatorial, multiplos e divisores, os acertos dos participantes foram
diminuindo a medida que a possibilidade de realizar calculos ficava inviavel. A analise
dimensional realizada apontou dois grupos de alunos: aqueles que utilizam o célculo
como principal estratégia para justificar suas afirmacfes e aqueles que utilizam
propriedades. Estes ultimos apareceram em menor quantidade. Piccelli e Bittar (2010)
realizaram um experimento com alunos do ensino médio no contexto da geometria
dindmica e encontraram resultados similares. Grande parte das provas apresentadas
pelos participantes ficou ao nivel do empirismo ingénuo. As pesquisadoras apontaram
gue o exemplo genérico e 0 experimento crucial somente vieram a tona com a
intervencéo do professor ou quando alunos passaram a ficar mais familiarizados com

a tarefa.

Freitas (2004) e Sales e Pais (2010) analisaram o processo de prova nos anos
iniciais do curso de Licenciatura em Matematica. Freitas (2004) notou que muitos
estudantes apelaram para o empirismo ingénuo como forma de argumentacao.
Entretanto, o pesquisador observou a presenca consideravel de experimentos de
pensamento redigidos em lingua natural e algebricamente. Sales e Pais (2010)

obtiveram resultados semelhantes. Ambos os estudos afirmaram que grande parte
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das provas apresentadas pelos participantes ndo estava no formato aceito pela
comunidade matematica, mas tinham grande potencial de progredir.

A partir de Reid e Knipping (2010) é possivel perceber que os resultados das
pesquisas internacionais no que tange a aprendizagem de prova sao muito parecidos
com os resultados brasileiros. De acordo com o0s pesquisadores, os estudos
internacionais revelam que muitos estudantes (1) aceitam exemplos como forma de
validacéo, (2) ndo aceitam provas dedutivas como forma de validacéao, (3) ndo aceitam
contraexemplos como refutacéo, (4) aceitam provas dedutivas falhas como forma de
validagdo, (5) aceitam argumentos sem coeréncia logica, (6) oferecem argumentos
empiricos como prova e (7) ndo conseguiriam redigir provas consistentes com 0s

padrées da comunidade matematica.

Os resultados de pesquisas discutidos anteriormente nos fornecem uma ideia
de como anda a aprendizagem dos estudantes no que concerne 0 processo de prova.
De modo geral, é possivel perceber que o desempenho dos mesmos € bastante
limitado no que tange a compreenséo e elaboracdo de provas na matematica. Esses
resultados podem ser interpretados e explicados por diferentes pontos de vista. Um
deles é considerar que grande parte deste desempenho pobre esta relacionada a
formacéao e concepcéo de professores (PIETROPAOLO, 2005; PIETROPAOLO et. al.,
2009; ALMOULOUD e FUSCO, 2010). Ha ainda a possibilidade de assumir que o
processo de prova se constitui dentro das praticas sociais que dependem de um
intenso jogo de negociacdo de significados e contratos didaticos que ocorrem
raramente em sala de aula (BALACHEFF, 1999). Além disso, € possivel acreditar em
dificuldades cognitivas relativas a aprendizagem de prova ou na presenca de
obstaculos epistemolégicos acerca do tema (DUVAL e EGRET, 1989; BALACHEFF,
1999; DUVAL, 2006). Na proxima secdo, discuto com mais detalhes estas

interpretacdes, 0s avancos na area e as implicacdes para pesquisas futuras.

2.6 InterpretacOes e implicacbes da literatura

A histéria do ensino de matematica no Brasil e no mundo nos mostra que o
trabalho com provas e demonstracdes pode ocorrer em dois extremos, do excesso de

formalismo ao excesso de empirismo, e que ambos ndo sao capazes de promover
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resultados significativos no que tange a compreensdo dos estudantes a respeito do
que € uma prova e como é possivel elabora-la. Entretanto, o infimo desempenho de
nossos estudantes acerca do tema € explicado de diversas maneiras dentro da
literatura em Educacdo Matematica. Estas explicacdes vao além de apontar fatores

historicos para justificar nossa situacao atual.

Pietropaolo et. al. (2009) analisaram a concepcdo de professores e
pesquisadores sobre a necessidade de implementacédo de provas e demonstracdes
na educacdo basica. Os pesquisadores constataram que o0s professores pouco
utilizam demonstragbes em suas aulas por acreditarem que este € um discurso
acessivel para poucos alunos. Em contrapartida, quando se fala da prova de uma
maneira mais flexivel em termos de formalismos, 0s mesmos participantes admitem a
possiblidade de um trabalho frutifero em sala de aula. Na mesma linha de pesquisa,
Almouloud e Fusco (2010) analisaram depoimentos de professores da educagéo
basica do estado de Sao Paulo e constataram que os mesmos trabalham pouco com
demonstracdes ao ensinarem equacdes quadraticas porque (1) ndo querem assustar
0s alunos uma vez que 0s mesmos nao tém base para entendé-las, (2) ndo possuem
familiaridade com o ensino de demonstracdes e (3) o livro didatico ndo dé suporte a
esse ensino. Ambos os estudos apontam a necessidade de se trabalhar a questao do
ensino das provas e demonstracdes nos cursos de formacdao inicial e continuada de

professores levando-se em conta uma perspectiva mais flexivel.

Balacheff (1999) aponta a existéncia de um contrato didatico natural nas salas
de aula da educacéo basica em que o professor assume a garantia da legitimidade e
validade epistemoldgica do conceito que esta sendo construido de tal forma que o
estudante é privado de um acesso auténtico a problemética da verdade e da prova. O
pesquisador acredita que as dificuldades de ensino e aprendizagem de prova estao
relacionadas a este contrato e que a superacdo dessas dificuldades reside na
devolucdo ao estudante da responsabilidade matematica de suas producdes, o que
poderia ocorrer por meio de situagdes de interacao social promovidas em sala de aula.
Nesta mesma direcdo, Kiichemann (2008) aponta que as dificuldades relativas a
prova estdo relacionadas a falta de oportunidade dos estudantes engajarem num
processo de procura a estrutura inerente a determinada conjectura em sala de aula.
Reid e Zack (2009) apontam sugestdes e afirmam que trés caracteristicas podem ser

combinadas a fim de favorecer o processo de prova: (1) colocar os estudantes numa
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situacao de formulacdo de conjecturas, (2) deixar para eles a responsabilidade de
formular um critério para avaliar as proprias respostas e as dos colegas, (3) colocar a

comunicacao dos resultados como uma das metas do processo.

Para Duval (2006) e Duval e Egret (1989) as dificuldades de aprendizagem de
demonstracdes estdo relacionadas aos processos cognitivos demandados na sua
formulacdo. Os pesquisadores acreditam que, para provar, 0s estudantes precisam
estar conscientes dos diferentes significados das proposi¢cdes usadas na deducéo, e
ainda, estar conscientes dos diferentes processos de organizacdo exigidos na
elaboracdo de uma prova: agrupar argumentos para formar uma cadeia dedutiva e
agrupar cadeias dedutivas para formar uma prova. Para a superagdo destas
dificuldades, ambos os estudos sugerem o uso de tarefas em sala de aula em que a
representacdo nao-discursiva da prova seja intercalada com representacfes em
lingua natural. Dois exemplos desse tipo de tarefas podem ser encontrados em
Almouloud (2003, p. 137-138).

No primeiro exemplo, a tarefa exige que o aluno complete, escrevendo sobre
as setas teoremas ja conhecidos por ele, um esquema de rede que representa a prova

de uma propriedade sobre quadrilateros.

No tridngulo ABD: [r TQ [?D <&

Q é ponto médio de AD ’—s—} f———r—
l M ¢ ponto médio de AB MQ=—BD [

| MNPQ éum
paralelogrumo
| No triangulo BCD: —— i
2 ez 'll; JL) R

P ¢é ponto médio de CD . PN /B

M ¢ ponto médio de BE- PN = 1 BD
{ bl

t
A

Figura 10: Tarefa de organizacdo dedutiva - Esquema de rede. (ALMOULOUD, 2003, p. 137)

No segundo exemplo, a tarefa exige que o aluno organize um texto que
representa a prova da mesma propriedade sobre quadrilateros que foi organizada na

forma de rede anteriormente.
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( ) Demonstramos que m // BD ¢ PN // BD.

() Estamos, assim, satisfazendo as hipéteses da propriedade: Ser Lte
slt entdor//s.

() Assim, MQ e PN sio paralelas.

( ) Estamos, assim, satisfazendo a propriedade: “O segmento cujas
extremidades sdo os pontos médios de dois lados de um triangulo é
paralelo ao terceiro lado e tem comprimento igual & metade do
comprimento desse lado”.

() Portanto, MQ = PN.

() Portanto, MNPQ ¢ um paralelogramo.

() Estamos satisfazendo a propriedade transitiva da igualdade: se a=b
eb=c,entdoa=b.

() Demonstramos que MQ = %2 BD ¢ PN = 2 BD.

() Por hipétese, no triangulo ABD: Q ¢é ponto médio de AD e M é ponto
médio de AB.

() Portanto, concluo qucﬁ // BD e PN = ¥ BD.

() Estamos satisfazendo a propriedade: “Se um quadrildtero convexo
tem dois lados opostos paralelos e congruentes, entdio ele ¢ um
paralelogramo”.

() Demonstramos que MQ = PN e que MQ e PN sfo paralelos.

() Portanto, MQ // BD e MQ = % BD.

( ) Estamos, assim, satisfazendo a propriedade: “O segmento cujas
extremidades sdo os pontos médios de dois lados de um triangulo €
paralelo ao terceiro lado e tem comprimento igual & metade do
comprimento desse lado”. o

() Por hipétese, no tridngulo BCD: P é ponto médio de CD e M € ponto
médio de BC.

Figura 11: Tarefa de organizacdo dedutiva - Texto. (ALMOULOUD, 2003, p. 138)

E possivel notar que a proposicdo das duas tarefas aos alunos visa a
conversdo de registros nao-discursivos (rede) em registros discursivos em lingua
natural (texto) como sugerem Duval e Egret (1989). Duval (2006) ainda acrescenta
gue os estudantes somente serdo capazes de tomar consciéncia da organizacdo do
discurso de uma demonstragédo quando os mesmos realizarem tais tarefas de forma
independente do trabalho heuristico voltado a exploracdo de propriedades. Neste
contexto, as tarefas que envolvem argumentacdo social devem ser realizadas

separadamente das tarefas de organizacéo dedutiva.

Na mesma linha das dificuldades cognitivas, Reid (2012) argumenta que o
processo de producdo de demonstragcbes é marcado por um sentimento de
necessidade (feeling of necessity). O sentimento de necessidade também é apontado
por Duval (2006) como um dos pré-requisitos para demonstrar. Este sentimento esta
relacionado a necessidade que temos de explicar situacdes e fendmenos com
argumentos ndo baseados na visualizacdo e em acordos sociais. Ele € importante

para o convencimento, uma vez que neste contexto as conclusbes somente sao
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alcangadas por meio de raciocinios baseados em afirmagfes anteriores das quais ja

temos certeza da validade.

Tabela 1: Dificuldades dos estudantes no processo de prova: causas, sugestdes e autores das

sugestodes.

Causas

Sugestdes

Pesquisadores

Professores pouco promovem
atividades que favorecam o
processo de prova na sala de
aula.

O contrato didatico mais comum
em sala de aula tem o professor
como legitimador do
conhecimento.

Dificuldades cognitivas inerentes
ao processo de prova:

(1) O estudante precisa estar
consciente da organizagdo
dedutiva do discurso.

(2) O estudante precisa do
sentimento de necessidade.

Inserir novas abordagens para o
ensino de provas nos cursos de
formacéao de professores.

Mudanca no contrato didatico
de modo a deixar que os alunos
sejam responsaveis pela
formulacéo e validagado de
conjecturas em situagdes de
interacéo social.

Propor tarefas em que
representacdes nado-discursivas
sejam intercaladas com
representacdes em lingua
natural.

Propor atividades em que o
raciocinio dedutivo seja a
melhor maneira de suportar e
explicar uma ideia ou opinido.

Pietropaolo (2005)
Pietropaolo et. al. (2009)
Almouloud e Fusco (2010)

Garuti et. al. (1996)
Balacheff (1999)
Boero (1999)
Kiichemann (2008)
Reid e Zack (2009)

Duval e Egret (1989)
Duval (2006)

Duval (2006)
Reid (2012)

A tabela 1 apresenta de forma resumida as possiveis causas para as

dificuldades dos alunos em compreender e elaborar provas na matematica, as
sugestbes apontadas na literatura para a superacao destas dificuldades, e os autores

das respectivas sugestoes.

Além das explicacBes para as dificuldades dos estudantes em compreender
e redigir provas, ainda existe a possiblidade de reinterpretacdes dos resultados de
pesquisa. Para o fato da maioria dos estudantes somente produzir provas empiricas,
por exemplo, o estudo de Healy e Hoyles (2000) mostrou que grande parte dos
participantes que construiram provas empiricas foi capaz de valorizar provas
baseadas em argumentos genéricos e explicativos. Eles reconheceram que os
argumentos construidos por eles nao receberiam uma boa avaliagdo do professor.

Apesar de notarem o poder dos argumentos algébricos, os participantes afirmaram
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gue os exemplos particulares sdo meios poderosos de obter a convic¢ao da verdade

de uma afirmacdo, principalmente quando ela nao é familiar.

Healy e Hoyles (2000) ainda afirmam que, embora as provas dos estudantes
tenham sido pautadas em argumentos empiricos, muitos alunos apresentaram em
suas solucdes a estrutura: producdo de evidéncias T descoberta de padrdes 1
conferéncia de resultados (figura 5). As pesquisadoras argumentam que esta
abordagem esté presente nas indicacfes curriculares que as escolas inglesas devem
seguir. Com isso, o0s resultados deste estudo indicaram que o curriculo estava

influenciando a maneira dos estudantes apresentar suas provas.

(2+9)x-9)_ mutiple of 4

| would substitute a range of numbers into p and g and divide by 4 and
see if it is @ multiple of 4.

p qQ p+q p-q (P+gx isita ‘
p-q multiple
of 42 ‘
7 5 12 2 24 6 v
9 7 16 2 32 8 v
2h| 9 20 2 40 10 v
13 11 24 2 48 12 v
11 5 16 6 96 24 v

Figura 12: Prova baseada na abordagem producéo de evidéncias i descoberta de padrdes i
conferéncia de resultados. (HEALY e HOYLES, 2000, p. 410)

Outro resultado que pode ser reinterpretado é o fato dos estudantes
precisarem de exemplos empiricos para confirmar uma conjectura mesmo depois de
ela ter sido provada de forma genérica. Uma das explicacdes para tal atitude é dizer
gue os alunos ndo compreendem o poder generalizador de uma prova. Entretanto,
Kichemann e Hoyles (2009) perceberam que, em muitos casos, 0s alunos recorrem
a testes numeéricos apdés uma prova para conferir a validade da estrutura do argumento
0 qual eles construiram e para aumentar a confianca nas suas produc¢fes. Hanna
(2000) ainda afirma que para muitos estudantes o papel da prova tem o mesmo
significado que para os cientistas experimentais, como os fisicos. Para estes, a prova
precisa ser acrescida de exemplos praticos para ter sentido. Neste contexto, o desafio
para o0s educadores seria levar os estudantes a mesclarem deducédo e

experimentacéo, relacionando matematica e o mundo real.
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Como foi discutido, muito ja se foi estudado a respeito dos processos de
argumentagéo e prova no Brasil e fora dele. Entretanto, ainda existem muitas questdes
para serem respondidas, principalmente questbfes que visam complementar 0s
resultados ja divulgados na literatura. A seguir, eu apontarei algumas dessas questbes
no intuito de fomentar discussdes acerca da temética. Eu ndo pretendo responder a
todas elas nesta pesquisa, mas reconhe¢o que muitas me serviram como inspiracéao

pra o design deste estudo.

Sabemos, por exemplo, que o baixo desempenho dos alunos no processo de
prova pode estar relacionado a falta de situacdes em sala de aula que engajem o0s
estudantes no mesmo. A infima presenca deste tipo de situacédo também esta atrelada
ao fato dos professores ndo se sentirem preparados para lidar com o processo de
ensino de provas na escola. Porém, ainda faltam estudos que visem esclarecer o que
exatamente deve ser abordado nos cursos de formacéo de professores para garantir

gue o processo de prova faca parte da rotina escolar.

Outro aspecto que ainda precisa ser mais bem estudado € até que ponto as
situacdes de interacdo social ajudam ou ndo os estudantes a produzirem provas. Em
gque medida este tipo de situacdo favorece ou enfraquece a construgcdo de um
sentimento de necessidade que leva os estudantes a preferirem explicacdes
baseadas no raciocinio dedutivo ao invés daquelas baseadas em casos especificos?
Além disso, se considerarmos uma perspectiva mais flexivel no ensino, valorizando
situacdes de exploracdo e formulacdo de conjecturas, que tipo de prova os alunos
serdo capazes de produzir? Em que medida estas provas vao se aproximar ou se

distanciar das demonstragdes?

Ainda ndo esta claro o papel que a tecnologia digital pode ter no processo de
ensino e aprendizagem de provas. Alguns estudos consideram que ambientes de
geometria dindmica, tais como o Cabri Géometre Il e o Geogebra, possuem grande
potencial para encorajar 0s alunos a explorar e provar porque eles favorecem a rapida
proposicao e teste de conjecturas (HANNA, 2000) ou porque eles podem mediar o
significado da conjectura e das afirmagdes condicionais no contexto da geometria
(MARIOTTI, 2012). Entretanto, ainda ndo esta claro em que medida as visualizacdes
promovidas por tais recursos podem trazer a tona a necessidade de explicacdes
pautadas no raciocinio dedutivo, uma vez que é possivel ficar convencido pelo

dinamismo da tela do computador.
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Os ambientes computacionais tém sido o palcos de muitos estudos
relacionados ao processo de ensino e aprendizagem de matematica por darem
dinamismo as ja existentes representacdes de conceitos e por oferecem novos meios
de representa-los. Porém, ainda temos poucos estudos que mostram como estas
novas representacfes levam a formulacdo de novos tipos de argumentos e novas

maneiras de provar conjecturas nas salas de aula.

E possivel notar que grande parte dos estudos envolvendo o processo de
prova na educacao foi realizada no contexto da geometria ou da geometria dinamica
(BALACHEFF, (1982), DE VILLIERS, (2001), GARUTI et. al. (1996), KNIPPING
(2003), MARIOTTI (2012), MORENO-ARMELLA e SRIRAMAN (2005), PAIS (2010) e
SALES e PAIS, (2010)). Estes contextos geralmente séo classificados como frutiferos
devido ao grande potencial para a realizacdo de provas baseadas no raciocinio
dedutivo; porém, restringir a abordagem das provas a contextos geométricos pode dar
aos estudantes a falsa impresséo de que esse tipo de discurso ndo é necessario em
outras areas da matematica. Vejo que ainda faltam estudos no campo da educacéo
matematica voltados para a elaboracéo de sequéncias de ensino as quais relacionem
0 processo de provas com topicos relacionados a Teoria dos Numeros, Funcgdes,

Trigonometria, Probabilidade, etc.

Pensando em muitas das limitacbes das pesquisas envolvendo o ensino e
aprendizagem de provas e o0 uso de tecnologias no ensino de matemaética, construi
minhas questdes de pesquisa e vislumbrei uma metodologia para respondé-las. Nas
proximas secfes deste texto, apresento estas questdes e esclareco como eu decidi

aborda-las.

2.7 Objetivos e questdes de pesquisa

Ao sintetizar as reflexdes apresentadas nos dois primeiros capitulos desta
tese, foi possivel constatar que o ensino de provas na escola é importante por
caracterizar o nfazer matem8ticao e di
justificar afirmacdes com provas pode trazer compreensao aos alunos a respeito dos
conceitos envolvidos em sua atividade e, além disso, pode ser uma oportunidade para

o trabalho com a exploracéo, a observacgao sistematica e a formulacéo de conjecturas.

81

st

n



Apesar da importancia do ensino das provas, encontrei evidéncias de seu
abandono em sala de aula, principalmente em contextos fora da Geometria (PIRES,
2006; PAIS, 2010). Este abandono pode estar relacionado a diversos fatores. Um
deles é a dificuldade de compreenséo, por parte dos alunos, da linguagem algébrica
e da estrutura formal da prova, pelo fato da mesma necessitar de representagdes que
vao além da linguagem natural, tdo familiar ao aprendiz. Em contrapartida, encontrei
também evidéncias de que o uso de computadores, atrelado a tarefas especificas,
envolvendo o uso de multiplas representacfes de conceitos, pode ser um recurso o

qual contribui para a superagdo de dificuldades associadas a aprendizagem de
conceitos algébricos (KIERAN e YERUSHALMY, 2004).

Diante destas consideracdes, planejei a criacao e a utilizacdo de um ambiente
computacional, o Consecutivo, o qual proporcionasse aos estudantes da educacéo
bésica a exploracdo de propriedades relativas a Teoria dos NUumeros, a formulacédo
de conjecturas e a elaboracéo de suas respectivas justificativas formais. Um ambiente
gue valorize a interacdo, a troca de ideias entre os estudantes, que seja permeado
por recursos tecnoldgicos e por tarefas adequadas pode contribuir positivamente para
o processo de formulacao de conjecturas e justificativas formais. Além disso, acredito
gue um ambiente como este também possa fomentar o retorno das provas como uma

pratica significativa em sala de aula.

Sendo assim, eu norteei minhas acdes nesta pesquisa a fim de alcancar trés

objetivos centrais:

(1) Desenvolver um ambiente computacional o qual proporcione ao aluno
da educacao basica uma interacdo com propriedades relativas a Teoria dos NUmeros.

(2) Desenvolver uma sequéncia de tarefas, para serem realizadas pelos
alunos neste ambiente computacional, que tenham como finalidade a exploracao,
formulacdo de conjecturas e elaboracdo de justificativas formais para tais
propriedades.

(3) Aplicar as tarefas elaboradas na sala de aula para verificar em que
medida a interface do ambiente computacional desenvolvido contribui com o processo

de elaboracao de justificativas formais.
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O Capitulo 4 desta tese € destinado a discussao dos objetivos 1 e 2. Nesta
secao, descrevo o desenvolvimento do Consecutivo* e das tarefas que fazem parte
do ambiente. Além disso, no capitulo subsequente, apresento as modificacdes
ocorridas na interface do programa e no texto das tarefas em funcéo da observacao

das interacOes dos participantes.

O terceiro objetivo é abordado em diversas secdes deste texto. Uma breve
descricédo da aplicacdo do ambiente com estudantes e professores é feita no Capitulo
3. A andlise mais aprofundada das interacdes dos participantes com o Consecutivo €
realizada nos Capitulos 7 a 10. Esta andlise teve como meta responder a seguinte

guestao de pesquisa:

Com os recursos disponiveis no ambiente digital, qual é a natureza das

provas criadas pelos estudantes?

Determinar a natureza das provas dos estudantes implica mostrar como elas
foram apresentadas em termos de forma e conteudo e evidenciar qual o processo que
as trouxe a tona. Desta maneira, duas questbes de pesquisa auxiliares foram

elaboradas:

Como séo as provas dos participantes em termos de conhecimento

matematico, representacfes e estrutura argumentativa?

Como as provas foram mediadas pela interacdo entre os estudantes, as

intervencdes do pesquisador, a tecnologia e a tarefa?

Para responder a estas questdes auxiliares, optei por uma metodologia
qualitativa na qual analisei as respostas escritas dos estudantes em conjunto com as

interacdes capturadas pela cadmera enquanto eles realizavam as tarefas. Os detalhes

24 Vale ressaltar que Consecutivo é o nome do ambiente digital que eu construi e apliquei durante este doutorado.
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da metodologia empregada na coleta e na andlise dos dados da pesquisa serédo
abordados nos Capitulos 3 e 6, respectivamente.
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3. O DESIGN DA PESQUISA, OS PARTICIPANTES E
A COLETA DE DADOS

Apos revisdo bibliografica, percebi que a metodologia da pesquisa baseada
no design (DBR)?°, ou simplesmente o experimento de design, vinha ao encontro dos
objetivos discutidos no Capitulo 2.7, uma vez que ela pode ajudar a criar e estender o
conhecimento sobre como desenvolver, implementar e sustentar ambientes de

aprendizagem inovadores (DBRC?6, 2003, p. 05).

Segundo o DBRC (2003), a DBR tem como premissa a criagdo de ambientes
de aprendizagem, cujos objetivos estdo interligados ao desenvolvimento de teorias.
Estas teorias sdo constituidas e testadas no desenvolvimento da propria pesquisa.
Segundo Cobb et. al (2003), a DBR possui uma natureza altamente intervencionista e
seu principal objetivo € melhorar o design inicial por meio de testes e revisées de

conjecturas.

Fase de design

Figura 13: Esquema da Metodologia Baseada no Design.

Na DBR, a pesquisa se desenvolve por meio de ciclos continuos de design,

implementagdo, analise e redesign de ambientes de aprendizagem. Ela precisa

25 Nas pesquisas internacionais, a metodologia de pesquisa baseada no design é conhecida como Design-Based
Research, ou simplesmente DBR. Eu manterei a sigla em inglés para que haja um facil reconhecimento pela
comunidade cientifica da metodologia empregada nesta tese.
26 Design-Based Research Collective.
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explicar como estes ambientes funcionam em situacdes auténticas e de que modo a
andlise dos resultados das implementacfes podem fazer emergir avangos nas teorias
existentes sobre ensino e aprendizagem, ou ainda, promover o surgimento de novas
hipbteses, conjecturas e teorias. O esquema da Figura 13 exemplifica a dinamica da

metodologia baseada no design.

Seguindo os pressupostos da DBR, esta pesquisa foi realizada em cinco

fases, como mostra a Figura 14.

Fase 4: Teste em
ambiente —
auténtico

Fase 1: Criacao
do Consecutivo
Fase 5: Analise de todas

as interaces e
— ~
sugestdes para
aplicacdes futuras.

Fase 2: Teste em Fase 3: Testes
escala reduzida, —— com professores,
analise e redesign analise e redesign

Figura 14: Fases desta pesquisa.

A primeira fase contemplou todo o desenvolvimento da interface e das tarefas

do Consecutivo. Toda discusséo a respeito desta etapa é apresentada no Capitulo 4.

Com a interface do ambiente concluida, parti para uma etapa de testes com
poucos alunos e professores. Estes testes visaram principalmente o aprimoramento
das ferramentas disponibilizadas, a reparacao de problemas de ordem computacional

e a reestruturacao das tarefas, caso houvesse necessidade.

Apbs os devidos ajustes e modificagBes, o Consecutivo foi testado numa sala
de aula de uma escola publica e os dados coletados em todas as etapas foram
analisados a fim de responder minhas questdes de pesquisa. A descri¢cao de toda esta

etapa encontra-se nos Capitulos 7 a 10.

De acordo com Balacheff (1999) e Hunter (2007) ambientes de interacao
social que oferecem ao estudante a possibilidade de argumentar podem aumentar a

qualidade de suas justificativas e explicagbes matematicas. Além disso, Toulmin
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(2003) e Hollebrands et. al. (2010) afirmam que numa argumentacao, quando uma
conjectura é declamada por alguém e desafiada por outrem, ha uma intensa fase de
producao de justificativas para suporta-la. Estas discussdes me fizeram perceber que
para impulsionar e estimular o debate, a proposicao de conjecturas e a formulacao de
argumentos entre os estudantes, 0 mais interessante seria que 0S mMesSMOS
trabalhassem em duplas ou em grupos enquanto estivessem lidando com o ambiente.
Por este motivo, todos os testes do Consecutivo foram realizados com duplas ou trios
de estudantes, de tal modo que a responsabilidade da formulacéo de conjecturas e

justificativas ficou para eles.

A seguir, discuto de forma sintetizada as principais caracteristicas de cada
teste que realizei com o Consecutivo. Minha intengéo é mostrar os principais objetivos
de cada um, bem como descrever a metodologia utilizada para a coleta de dados e as

principais interacdes que ocorreram em cada encontro.

3.1 Teste em escalareduzida

O primeiro teste com o Consecutivo teve como objetivos: (1) verificar em que
medida a interface do programa era acessivel e de facil manipulagéo pelo estudante,
(2) observar e descrever as possiveis dificuldades e facilidades de compreensao das
representacdes de conceitos matematicos e das tarefas oferecidas pelo programa, (3)
detectar problemas na interface, nas representacdes e no texto da tarefas, e (4) coletar
dados para a analise qualitativa que visava compreender o processo de formulacéo

de conjecturas e justificativas formais com o Consecutivo.

O teste foi realizado com quatro estudantes do 9° ano do Ensino Fundamental
de uma escola privada localizada na cidade de Santos/SP. A escola escolhida era a
mesma em que eu trabalhava na época do teste. Esta escolha deveu-se a alguns
fatores que vinham ao encontro das necessidades da pesquisa: (1) por trabalhar na
escola, eu ja sabia que a mesma possuia salas de trabalho com computadores
disponiveis, (2) a reagéo do diretor da escola foi extremamente positiva com relagéo
a proposta da pesquisa e a requisi¢do da escola como participante, (3) eu ja conhecia
0s estudantes, o que poderia favorecer a interacdo e participagao ativa dos mesmos

nas atividades.

87



Como eu ja conhecia os alunos da escola, selecionei seis deles, baseando-
me em seus desempenhos e desenvoltura nas aulas de matematica. Selecionei trés
meninas e trés meninos. Trés participantes possuiam excelente desempenho em
matematica e os outros trés, desempenho mediano. Os seis alunos selecionados
foram convidados por mim para participar do teste. Quatro deles aceitaram o convite.
Esses quatro apresentaram suas disponibilidades de horario extra classe e,
baseando-me nelas, formei duas duplas, uma dupla de meninos e uma dupla de

meninas, as quais eu chamo, respectivamente, de G&N e B&G.

De forma geral, os participantes do primeiro teste eram alunos dedicados na
escola. Eles estudavam uns com os outros, na mesma instituicdo, desde os primeiros
anos das suas vidas escolares. Eles eram falantes, participativos e, geralmente, nédo
se sentiam acanhados em apresentar suas ideias na frente das outras pessoas do
grupo. Estas caracteristicas foram fundamentais durante o primeiro teste do
Consecutivo, considerando os objetivos que delineei para esta etapa.

Os meninos da dupla G&N realizaram as atividades do teste no dia 22 de
marco de 2012. Eles precisaram de duas horas para completar todas as tarefas
presentes na interface do programa. Trabalharam em dupla no mesmo computador,

mas redigiram suas respostas em papeéis separados.

As meninas da dupla B&G participaram do teste nos dias 23 e 30 de margo
de 2012. Cada encontro teve duracao de uma hora e meia. Neste caso, dois encontros
foram necessarios, pois as participantes precisaram de mais tempo para completar as
atividades solicitadas. As estudantes trabalharam em dupla no mesmo computador e
redigiram sua solucdo num Unico papel, pois a participante B estava com uma leséo

nas maos e nao podia escrever.

Ambas as duplas tiveram suas interacdes video-gravadas durante toda a
atividade. A camera foi posicionada de forma a capturar as discussbes dos

participantes e suas ac¢des na tela do computador (Figura 15).
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Teste 1

Dupla G&N Dupla B&G
Em 22/03/12 Em 23/03/12

Figura 15: Disposicdo da camera no primeiro teste do Consecutivo

Assim que os participantes chegaram a sala onde a atividade se realizaria,
expliquei a proposta da pesquisa resumidamente e enfatizei que gostaria que eles
tentassem resolver as tarefas e observar o funcionamento do programa a fim de

oferecer criticas e sugestdes.

Cada dupla recebeu folhas de sulfite com espacos especificos para redigir as
respostas das tarefas as quais apareceriam na tela do computador. Além disso, ao
final da atividade, cada participante respondeu a um questionario de opinido sobre o

Consecutivo (Anexo I).

Durante o primeiro teste, atuei como observadora, pesquisadora e professora.
Minhas intervencBes ocorriam quando 0s participantes apresentavam
guestionamentos e duvidas, ou ainda, ao perceber que os participantes estavam

Abl ogueadosd numa das tarefas e precisavam

De forma geral, os participantes se empenharam em responder as tarefas
propostas e se mantiveram comprometidos até o final do teste. Eu ndo observei
dificuldades dos participantes em acessar e manusear as ferramentas disponiveis na
interface. No comeco das interacdes, ambas as duplas estavam bastante motivadas
e as tarefas iniciais foram realizadas com muita facilidade, como j& era esperado. Esta

motivacdo diminuiu um pouco, quando as tarefas comecaram a ficar mais complexas.

No desenrolar da atividade, ambas as duplas fizeram muitos questionamentos
sobre as representacdes e sobre os objetivos das tarefas, principalmente aguelas em
que se exigia uma justificativa mais formal. Ao final das interacdes, as duplas
preencheram um questionario de opinido. Neste questionario, todos os participantes
tiveram a oportunidade de apresentar criticas e sugestdes sobre cada ferramenta e

cada tarefa realizada. Por muitas vezes, eles afirmaram ter gostado do programa e
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das ferramentas da interface. Eles também se mostraram contentes por terem

participado de uma pesquisa cientifica.

3.2 Teste com professores

O segundo teste do Consecutivo teve como objetivos: (1) capturar a opiniao
de professores a respeito da pertinéncia e do grau de dificuldade das ferramentas e
tarefas presentes no Consecutivo, (2) detectar problemas na interface, nas
representacdes e no texto da tarefas, uma vez que o programa havia sido aprimorado

desde o primeiro teste, e (3) obter sugestbes para a melhoria do ambiente.

O teste foi realizado com dez professores da educacao basica de escolas
publicas que participavam de um curso de formacdo continuada organizado por
pesquisadores da Universidade Anhanguera de Sao Paulo?. As intera¢cdes ocorreram
nas dependéncias de uma das unidades da Diretoria de Ensino da cidade de Séo
Paulo, no dia 14 de junho de 2012.

Iniciei 0 encontro com o0s professores apresentando-me e apresentando o
contexto em que o Consecutivo foi desenvolvido. Mostrei o programa a todos e
expliquei que gostaria que o mesmo fosse avaliado pelo grupo e que esperava criticas
e sugestbes. Para auxiliar a avaliacao, entreguei a cada participante um questionario
de opini&o o qual poderia ser preenchido conforme o mesmo fosse manipulando a

interface (Anexo Il).

As interacdes do grupo foram video-gravadas por uma camera posicionada
de modo a capturar as a¢des do grupo como um todo. Durante todo o encontro,
participei como observadora. Fiz também intervencdes toda vez que um participante
apresentava uma davida com relagcdo ao programa ou a pergunta no questiondrio de

avaliacao.

De modo geral, os professores foram solicitos e se empenharam em atender a
proposta do encontro. Ao analisar os videos, percebi que os professores se dividiram

implicitamente em dois grupos: (1) aqueles que se dedicaram a responder o que era

27 Os professores faziam parte do Programa Observatoério da Educacgao, financiado pela Capes, organizado por
docentes e pesquisadores da Universidade Anhanguera de S&o Paulo e sediado na Diretoria de Ensino da cidade
de S&o Paulo.
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pedido no questionario de avaliagcéo, analisando as tarefas, a interface e apresentando
sugestbes como um avaliador externo, (2) aqueles que tentaram responder as tarefas

do programa, como se fossem alunos, para depois avalia-lo.

Os professores deste segundo grupo se envolveram em diversas discussoes
coletivas a respeito das possiveis solu¢cdes das tarefas. Eles chegaram a propor
conjecturas e provas a respeito do contetdo das mesmas. Uma discusséo particular
surgiu a respeito da relacdo entre a paridade da soma de nimeros consecutivos e a
guantidade de parcelas nesta soma. Duas professoras, por exemplo, conjecturaram
em voz alta que a soma de uma sequéncia de consecutivos daria par, sempre que a
quantidade de parcelas fosse par e que a soma daria impar, sempre que a quantidade
de parcelas fosse impar. Imediatamente, outro professor interrompeu a discussao
fornecendo contraexemplos gerados pela interacdo dele com o Consecutivo (com dois
consecutivos a soma € impar). As professoras refletiram sobre os contraexemplos
apresentados e encontraram seus préprios contraexemplos (a soma de seis numeros

consecutivos € sempre ser impar).

E possivel dizer que o programa teve uma avaliacéo positiva dos professores.
Eles identificaram alguns problemas na interface e no texto das tarefas e ofereceram
diversas sugestdes para a melhoria do ambiente. Uma professora, por exemplo, notou
gue em algumas ocasides um tragco bem comprido era desenhado incorretamente num
dos painéis de representacdo. Outro professor notou que os videos de ajuda nao
tinham imagem, somente som. Muitos professores comentaram que seria interessante
fazer uma revisao sobre fatoracdo e divisibilidade com os alunos antes de utilizar o
programa em sala de aula, alegando que as tarefas e representagcfes exigiam certos

pré-requisitos por parte dos estudantes.

3.3 Teste em ambiente auténtico

O terceiro, e ultimo teste do Consecutivo, teve como objetivos (1) observar e
descrever as possiveis dificuldades e facilidades de compreenséao das representacdes
de conceitos matematicos e das tarefas oferecidas pelo programa, e (2) coletar dados
para a andlise qualitativa que visava compreender o processo de formulagdo de
conjecturas e justificativas formais com ambiente.
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O teste ocorreu numa escola publica da cidade de Sao Paulo, com 29
estudantes do 2° ano do Ensino Médio. A escola escolhida estd situada nas
proximidades da Universidade Anhanguera de S&o Paulo e alguns discentes da
universidade sdo também docentes desta instituicdo, o que favoreceu o contato com

a direcao e a aceitagao para a participacédo na pesquisa.

As interagBes ocorreram no horario de uma das aulas de matemética da
turma, na sala de informéatica da escola, no dia 10 de agosto de 2012. Neste encontro,
os alunos formaram por si mesmos 13 duplas e um trio. A professora de matematica
da turma esteve presente durante toda a interacdo e atuou como auxiliar,
respondendo a questionamentos e duvidas dos participantes. Logo no inicio da
sessdo, eu me apresentei e descrevi 0 contexto da pesquisa, enfatizando aos
estudantes que eles seriam participantes que colaborariam com o desenvolvimento
do Consecutivo. Durante esta conversa inicial, solicitei uma dupla voluntaria para que
eu pudesse video-gravar as interacfes da mesma. Os participantes ficaram bastante
acanhados neste momento, mas uma dupla, com uma menina e um menino, se
apresentou como voluntaria. Esta dupla eu chamarei de L&M ao longo do texto. Eu
posicionei duas cameras na sala. Uma delas capturou imagens da dupla voluntéria e

a outra capturou imagens do grupo como um todo (Figura 16).

Figura 16: Disposic¢ao das duplas participantes no terceiro teste do Consecutivo.

Cada dupla recebeu folhas especificas para registrar as respostas das tarefas
propostas. Além disso, cada estudante recebeu um questionario de opinido para
oferecer criticas e sugestdes para a melhoria do programa (Anexo ). Ao final do
encontro, uma discusséo coletiva foi realizada com o grupo a fim de coletar as

impressdes dos participantes a respeito da interface e das tarefas.
92



















































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































