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RESUMO

Nessa pesquisa realizamos um estudo com o intuito de compreender as relacbes pessoais
desenvolvidas glos estudantes em funcao das relagdes institucionais que criam as condi¢des
para a passagem daitméticapara aAlgebra Tomamos como base a Teoria Antropoldgica

do didéatico de Chevallard, os conceitodiensivog ndo- ostensivosie Bosch e Chevalldy

0s niveis de conhecimentos esperados dos estudantes definidos por Robert e a nocéo
de quadro e mudanca deuadress segundo definicdes de Douady. Utilizamos os estudos
desenvolvidos por Chevallard e Robinet sobre a génese do calculo algébrico e, auglebase
categorizamos e definimos sete aspeawsmoria, linguagem, equivaléncia da igualdade,
equivaléncia entreostensivos analise, estrutura e generalizagdo, que julgamos serem
fundamentais no trabalho com os saberes matematicos relacionldebra Nosso objetivo

foi identificar as relagfes institucionais propostas aos estudantes com 0s aspectos acima citados
e se estas s&o suficientes para criar as condigdes para a passagenétieapara aAlgebra

bem como verificar quais aspectos estéo ptesana relacéo pessoal de um grupo de estudantes

no momento em que ocorre essa passagem e que dificuldades acarretam o estabelecimento
insatisfatorio desta relacéo. Para atingir nosso objetivo buscamos, em um primeiro momento,
compreender as relacdes ingtionais existentes no sistema didatico relacionado a pesquisa.
Para tanto construimos uma grade de analise seguindo o modelo de Dias, definindo seus
elementos em funcdo do referencial tedrico selecionado. Tomando como base essa grade,
desenvolvemos a alise de livros didaticos do Quinto, Sexto, Sétimo e Oitavo Anos do Ensino
Fundamental, indicados pelo Plano Nacional do Livro Didatico, o que nos possibilitou
compreender as relacdes institucionais presentes no sistema didatico supra mencionado. Em um
segindo momento, desenvolvemos e aplicamos um teste diagndstico com estudantes da
Educacado Basica a partir do Quinto Ano do Ensino Fundamental de uma escola da regiao
metropolitana da Grande Séo Paulo. Esse teste foi composto pdarséds, sendo duas
correspondentes aquadrodaAritmética uma aajuadroaritmad algébrico, duas aguadroda
Aritmética generalizada e uma ultima apadro da Algebra A analise dos protocolos
apresentados pelos estudantes, comparada a analise a priori de cada tarefa apredeatagd

nos permitiu compreendeesolucaados aspectos na relacao pessoal dos estudantes da amostra
pesquisada, assim como os saberes matematicos que criam as condi¢cOpagEagenta
Aritméticapara aAlgebra

Palavras-Chave Aritmética Algebra. Aspectos dallgebra Passagem daritmética para a
Algebra Generalizagad)stensivog Ndo-Ostensivos



RESUME

Dans cette recherche, nous avons mené une étude afin de comprendre les relations personnelles
développées par les étudiants sur la blaserelations institutionnelles qui créent les conditions

du passage de l'arithmétique a l'algebre. Nous prenons comme cadre théorique de base la théorie
anthropologique du didactique de Chevallard, les concepts de ostensives et non ostensives de
Bosch etChevallard, la notion de niveaux de connaissances attendus des étudiants selon la
definition de Robert et la notion de cadre et changement de cadres selon la definition de Douady.
Nous avons utilisé les études développés par Chevallard et Robinet smete gle calcul
algébrique et, a partir d'eux, nous avons clasée et définit sept aspects a savoir: la mémoire, le
langage, I'équivalence de I'égalité, I'équivalence entre ostensives, l'analyse, la structure et la
généralisation, que nous considérons conforedamentaux au travail avec les savoirs
mathématiques liée a l'algébidotre objectif était d'identifier les relations institutionnelles
proposées aux étudiants avec les aspects mentiordésstis et si elles sont suffisantes pour

créer les conditiondu passage de l'arithmétique a I'algebre et de voir aussi quels aspects sont
présents dans la relation personnelle d'un groupe d'étudiants au moment dans lequel se produit
ce passage et quelles difficult ®srelationpRourg u e n
atteindre notre objectif, nous cherchons, au premier moment, de comprendre les relations
institutionnelles existantes dans le systeme didactique liés a notre recherche. Cela nous a
conduit a construire une grille d'analyse selon le madeBias, en définissant leurs elements

selon le cadre théorique choisi. Sur la base de cette grille, nous avons développé 'analyse des
manuels scolaires de Il a cinqui me, sixi me
fondamental, désigné dans I National des Manuels, ce qui nous a permis de comprendre

les relations institutionnelles a partir du systeme didactique mentiordessus. Dans un
deuxiéme moment, nous développons et appliquons un test de diagnostic avec des étudiants de
I'éducationde base a partir du cinquiéme année de l'enseignement fondamental d'une école de
la région métropolitaine de S&o Paulo. Ce test a été composé de sept taches, deux correspondan
au cadre de l'arithmétique, une au cadre ardilgébrique, deux au cadre ded r i t h m®t i
généralisée et une derniére au cadre de l'algélaealyse des protocoles présentés par les

®t udi ant s, ¢ oagiaird®daqule tach& présantég daes le test, nous a permis
de comprendre I'évolution des aspects dans la nelpéisonnelle des étudiants de I'échantillon
recherches, ainsi que les savoirs mathématiquea qui créent les conditions pour le passage de
|l "arithm®tique ~ | 6alg bre.

Mots-clés: Arithmétique. Algebre. Aspects de l'algébre. Passage de Il'arithmétiquebad:alge
Généralisation. Ostensives et non ostensives.



ABSTRACT

The aim of this research was to understand the personal relationships developed by students
according to the institutional relationships which create conditions for the transition from
Arithmetic to Algebra. Our research was supported by the Anthropological Theory of the
Didactics developed by Chevallard, the concepts of ostensive and non ostensive of Bosch and
Chevallard, the levels of knowledge students are supposed to present accdhdirtgfmition

of Robert and the idea of frameworks and changes of frameworks of Dddeshd on the

studies of Chevallard and Robinet about the genesis of the algebraic calculation we categorized
and defined seven aspects: memory, language, equaliyakmce relation, ostensive
equivalence relation, analysis, structure and generalization, which we believe to be essential to
work with the different mathematical kinds of knowledge related to Alg€uagoal was to

identify if the institutional relatinships proposed to the students concerning the previously
described aspects are sufficient to create conditions for the transition from Arithmetic to
Algebra, as well as to verify which ones can be identified in the personal relationship of a group
of stucents at the moment of this transition and which difficulties cause its dissatisfaction. In
order to reach our goal we decided, at first, to understand the institutional relationships in the
didactic system related to this research and we establishedlarstaof analysis according to

Dias by defining its elements based on the chosen theoric reference. Supported by this standard
we analyzed the Fifth, Sixth, Seventh and Eighth didactic books suggested by the National
Plan of Didactic Book, what made italle to understand the institutional relationships of this
didactic system. Thus, we developed and assigned a diagnose test with students from the Fifth
grade of an elementary education school of greater Sao Paulo area. This test presented seven
tasks of vinich two related to arithmetic framework, one to the arithrrediebraic framework,

two to generalized arithmetic and the last one to Algebra framework. The analysis of these
protocols presented by the students in the sample of the research when cooriparadalysis

of each presented task helped us to comprehend the evolution of the aspects of the personal
relationships of students, as well as the mathematical kinds of knowledge which create
conditions for the transition from Arithmetic to Algebra.

Keywords: Arithmetic. Algebra. Algebra Aspects. Transition from Arithmetic to Algebra.
GeneralizationOstensive and Non Ostensive.
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INTRODUCAO

Atuando por mais de trinta anos em sala de aula, nos mais diversos niveis de ensino,
observei que uma das maiores dificuldades na motivacdo dos estudantes no que se refere ac
ensinodamatemadic est 8 na fapar engmesmisan relagdodosquemmstd | v a
sendo trabalhado em sala de aula. O exemplo mais claro dessa argumentagdo pode ser
observado quando o estudante questioqera que serve issd?se referindo a um dado
conteudo questa sendo trabalhado. No entanto o mesmo estudante se empolga na realizacao
de tarefas como a resolucdo de uma equacao do segundo grau completa em que consegue aplice
o algoritmo de resolu-«o0o fAf-rmula de BasKk:
resultado desejado. Esse entusiasmo também € observado com alunos do nivel superior quandc
fazem uso desse algoritmo ou quando a eles se referem.-Rasemgtdo que a dificuldade na
motivacdo dos estudantes em relacdo a matematica esta relacionadadadamp mesmo
interagir com esse conhecimento de forma a obter sucesso nessa interagéo.

A importancia do ensino da Matematica pode ser medida pelo apelo cultural que esse
ramo do conhecimento humano apresenta. Afirmacdes de que a Matematica faz pestod
dia a dia sédo frequentes, embora se refiram ao que, segundo Chevallard (1994), os gregos
denominavam de Matemética de oficio, distinguisdala Matemética dos fil6sofos.

Com a evolucao do conhecimento humano, novas ferramentas foram criddaa@aso

di sposi -«0 da sociedade. As Matem8ticas ¢c
saberes do oficio, de forma que sua difusdo teseoiumprescindivel para propiciar as
condicOes de interacdo com essas novas ferramentas.

Dentre as Matedticas dos filésofos, a Algebra é um desses saberes que, de forma direta
ou indireta, assume cada vez mais importancia, visto que é ela que esta por tras das estratégias
de comunicacdo que permite ao sujeito interagir com essas novas ferramentas daaetmolo
comunicacao e informacdes.

A comunicacgaol/interagdo com as novas ferramentas parecem simples e o sujeito parece
nao perceber que o aprimoramento da mesma exige um investimento cognitivo, em termos de
tempo, que nem sempre 0 sujeito que devera dels€ra esta disposto a realizar. Alguns
individuos acham que esse investimento é alto demais para trabalhar um conhecimento que eles
julgam compreender.

Nessa pesquisa desenvolvemos um estudo que nos permitiu compreender quais sao as
relacdes institucicais (ver glosséario pagina 304) existentes e quais as relagdes pessoais que um

grupo de estudantes desenvolvem com os objetos da Algebra de forma a permitir o que
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identificamos como sendo o momento da passagem da Aritmética para a Algebra. Tomamos
como poro de partida estudos de Chevallard (1984, 1989, 1990) e Robinet (1989), e buscamos
compreender como 0s saberes associados a Algebra, no momento da passagem, o que nés
permitiu identificar e definir sete aspectos da Algebra, a saber: memoria, linguagem,
equivaléncia da igualdade, equivaléncia entre ostensivos, estrutura, generalizacdo e analise, que
compdem as relacdes pessoais dos estudantes, de forma a permitir essa passagem.

Escolhemos como referencial tedrico para o desenvolvimento da pesquisaaa Teori
Antropologica do Didatico, de Chevallard (1999, 2002), de acordo com a qual toda atividade
humana se expressa por meio da realizac&ardés(vide glossario pagina 304) como por
exemplo, dividir uma folha de papel em partes iguais. Bssefassdo ealizadas tomando
como baseécnicase tecnologias desenvolvidas pela sociedade para a realizacdo de um
conjunto ddarefassimilares, que o autor denomitipos de tarefaslsso equivale a dizer que
a estratégia utilizada em uma sociedade para diviftitha de papel em partes iguais ndo é
necessariamente a mesma de outras sociedades.

Outro conceito fundamental dessa teoria é mshtuicda Para o autorinstituicdoé
um di spositivo soci al Acompl et oo, aanjungoual f az
de objetos com o qual ela se relaciona. Em nossa sociedadstwcao responsavel por
difundir astécnicasetecnologiagque a fundamentam érestituicdoescolar. Isso significa que
0 ensino da Matematica ndo € um objeto em si mesmo, comepajelgar os criticos da
instituicdo escolar, mas sim fruto das relacdeditucionais que definem o papel dessa
instituicdona sociedade, que a financia com o objetivo de que comunidéergsasque a
sociedade, como um todo, julga necessarias pardesenvolvimento e subsisténcia.

Procurando compreender essas relacfes, no primeiro capitulo apresentamos um
panorama matematico e didatico envolvendo nosso objeto de estudo: a passagem da Aritmética
para a Algebra. A partir dos estudos desenvolvido€pevallard (1984, 1989, 1990) e Robinet
(1989) analisamos a génese do calculo algébrico, que nos permitiu identificar os sete aspectos
acima destacados, presentes durante a realiza¢acethsrelacionadas a Algebra.

Poraspectoestamos considerandavaneira com a qual o individuo se relaciona com
um dado objeto de saber. Assim, por exemplo, quando falamaspauto de memoriaao
estamos nos referindo a capacidade de lembrar alguma coisa, mas a construcdo de uma
estratégia que permita o resgate deunformacao de forma rapida e precisa, sem que haja
necessidade de buscar a informacdo ja utilizada e mobilizada anteriormente para a resolucao da

tarefa
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O estudo da génese da Algebra, no primeiro capitulo, nos permitiu observar como o0s
saberes matertiéos evoluiram de forma a permitirem a construcdo desse ramo do
conhecimento. Essa evolucéo reforca o papel desempenhado pela Aritmética na construcao
desse novo saber, como generalizacdo das solu¢cdes de problemas, tanto da Aritmética, como
também no deswolvimento do que pode ser considerada uma linguagem, que permite a
difusdo, dasécnicasde resolugdo, mas também dos resultados encontrados, o que equivale a
um dos aspectos por nos definidaspecto de linguagem

No segundo capitulo definimos os etioyos, bem como a problematica e a metodologia
utilizada para o desenvolvimento de nossa pesqbieatre os objetivos esta o de compreender
quais relacbes pessoais em funcdo das relagbes institucionais-sespgue sejam
desenvolvidas pela instituic@scolar no intuito de permitir a passagem da Aritmética para a
Algebra. Isso nos conduziu a formular questées como: quais as relacdes institucionais existentes
que possibilitam a passagem da Aritmética para a Algebra?

Na busca de resposta para essa qoedédBenvolvemos a pesquisa buscando identificar
as relacfes institucionais existentes, via livros didaticos, por meio de uma grade de andlise
construida para esse fim. A partir dessa andlise construimos um teste diagnéstico aplicado a um
grupo de estudae$, de uma mesma escola, a partir do Quinto ano (antiga Quarta série) do
Ensino Fundamental e todas as séries do Ensino Médio, buscando identificar as relacdes
pessoais desenvolvidas por esses estudantes no momento dessa passagem e 0 progresso des
relac@® no decorrer dessas duas etapas escolares.

O estabelecimento das bases tedricas que permitiram as andlises e o desenvolvimento
dessa pesquisa se deu no terceiro capitulo. Além da Teoria Antropoldgica do Didatico,
utilizamos também como suporte nesseregfeial os niveis de conhecimentos esperados dos
estudantes, definidos por Robert (1997), as nocégeatboe mudanca dguadrcs, definidas
por Douady (1984, 1986), e as nocOewsiensivoe nao-ostensivos definidas por Bosch e
Chevallard (1999). Corbase nesse referencial, estabelecemos as condicbes que permitiram a
definicdo dosquadras que consideramos como importantes e que auxiliam na passagem da
Aritmética para a Algebra.

O quarto capitulo destinamos a construcdo da grade de analise, segutelo mo
apresentado em Dias (1998), e com esse objetivo definimos e exemplificanipsdeis, de
acordo com Douady (1984, 1986), que sdoquadro numeérico, da Aritmética, aritrao
algébrico, geométricalgébrico, Aritmética generalizada, da Algebra. Alérasds quadros,

sentimos a necessidade de caracterizasimmcOes contextualizadagara tarefas cuja
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apresentacao néo faz uso de objetos dentro de um quadro segundo a concepc¢éo de Douady
(1984, 1986).

Nesse capitulo, identificamos também, um total dept® detarefasque analisamos,
utilizando exemplos extraidos dos livros didaticos utilizados como referencial de apoio para
identificar as relagdes institucionais presentes que criariam as condi¢cdes para o estabelecimento
das relagdes pessoais desejadas.

Buscando compreender as relacfes institucionais que criam as condi¢cdes para a
passagem da Aritmética para a Algebra desenvolvemos, no quinto capitulo, a analise de oito
livros didaticos de matematica destinados ao Ensino Fundamental. Para ter umeralsiasg
saberes trabalhados em cada um deles, iniciamos a andlise com a construgdo de um
organograma, conforme o desenvolvido por Tavignot (1991).

Procuramos identificar, também, quatapos,segundo Chevallard (1997), tanto do
estudante quanto do pref®r, nasarefas propostas e quais os aspectos da Algebra sio
privilegiados. O levantamento dos tipostdeefasrealizado no quarto capitulo nos permitiu
identificar ostoposdo estudante e do professor, na realizacdo dessas tarefas. Observamos a
predomnéancia daoposdo estudante em relacdo ao do professor nesses materiais. No final do
capitulo, fizemos uma analise da evolucao dos aspectos e dos tipefalpropostas.

No sexto capitulo desenvolvemos a andlise dos resultados obtidos no teststidiagn
aplicado aos estudantes. Procurando estabelecer um padrdo de comparagao entre as possiveis
solucdes na realizacdo dessagfase as apresentadas pelos estudantes, desenvolvemos, para
cadatarefa,uma analise priori, seguida das analisepasterori. Foram propostas sdarefas
de quatro tipos diferentes. Nas duas primeiras, envolvendo expressdes numéricas sao propostas
a todos os estudantes. Nelas procuramos verificar qual é a relacédo pessoal dos estudantes com
0S aspectos estruturais das opées numeéricas, de memodria, linguagem e equivaléncia. A
terceiratarefa, também aplicada a todos os estudantes, procura analisar a relacao pessoal dos
estudantes com os aspectos de equivaléncia esteasivoslinguagem e estrutura. Nela,
solicitase queos estudantes escrevam como se Ié algumas expressfes numéricas simples
compostas por produtos de soma ou diferenca. A qaaefa, aplicada para estudantes a partir
do sétimo ano, solicita que eles julguem como verdadeiras ou falsas duas expressoes
envdvendo soma, diferenca, produto e poténcia, buscando compreender a relagéo pessoal dos
estudantes com as estruturas numéricas. A quéméda, proposta a todos os estudantes,
consiste de dois problemas aritméticos, um envolvendo as estruturas aditive® @so
multiplicativas, cuja solucéo pode ser algebrizafla.duas ultimasarefas devido a natureza

dos saberes envolvidos, foram aplicadas para estudantes a partir do sétimo ano do Ensino
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Fundamental, pois envolvem o aspecto de generalizagdo. Nassefddemos uma sequéncia
de figuras e o objetivo era verificar se 0os estudantes eram capazes de obter uma expresséo que
permitisse prever quantas Acarinhaso estari
e ultima buscava a generalizacdo daaa® dois niUmeros racionais de numerador unitario e
denominadores naturais consecutivos.

Finalmente, exibimos nossas conclusdes, entre elas a de que as relagdes institucionais
propostas pelos livros didaticos favorecem o desenvolvimento das relacOasspessessarias
para passagem da Aritmética para a Algebra. Entretanto, apenas esse material € insuficiente,
pois ndo garante a naturalizacio dos saberes e do desenvolvimento dos aspectos da Algebre
necessarios para essa passagemtofss dos estudantes @os professores necessitam ser
melhor compreendidos, ndo s6 por esses atores, mas por todos os atores envolvidos no sistems
didatico. Isso nos permitiu concluir a grande énfase dada aos aspectos de linguagem e de
equivaléncia da igualdade. Esses dois@spgesao trabalhados em cerca de metade de todas as
tarefasconstantes nos livros pesquisados. O aspecto de memoaria, que julgamos ser fundamental
para o estabelecimento da relacdo pessoal com o aspecto de linguagem, parece perder
importancia a medida queancam 0s anos escolares, caindo de cerca de 85% no Quinto Ano
para cerca de 24% no Oitavo Ano. Os demais aspectos sdo introduzidos progressivamente a
medida que evoluem o0s anos ou séries estudadas. O de generalizacdo evolui de cerca de 16%
Quinto ano, a obra de Dante, para cerca de 44%. O de andlise, na mesma colec¢do, sai de 0%
para 34%.
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1. PANORAMA MATEMATICO E DIDATICO

1.1. Génese do Calculo Algébrico e identificacio dos aspectos associaddgeébra

A Algebraé uma estrutura do saber eratitico que foi sendo construida ao longo de
sua evolucdo e cujas dificuldades estavam ligadas a formulacdo de uma linguagem que
permitisse sintetizar e generalizar as informacfes contidas em raciocinios elaborados, que se
tornavam arduos e complexesm especial no que se refere a problemasrimeéticae da
geometria.

Assim, o desenvolvimento da linguagem algébrica foi fundamental para a criacdo de
condicGes para a evolucdo da matematica levandaum novo patamar, conforme afirma
Chevallard (1984) eara quem, assim como para Robinet (1989), tal evolu¢do ndo se deu de
forma aleat6ria, mas foi fruto de condi¢cdes e necessidades em momentos especificos, assim
como a superacéo de dificuldades relacionadas a diferentes aspeiigebdaModerna, que
foram fundamentais para sua formulacéo.

Desse modo, identificamos tais aspectos por meio do trabalho de Robinet (1989), que
destaca diobjetd’ da Algebrareferindese ao trabalho de Douady (1984), e tomamos como
base o estudo desenvolvido por Chevallard (196bre a reforma do curriculo de matematica
na escola francesa nos anos setenta, para quem a introdédgeldapropunha, entre outras
estratégias, que se partisse do conjunto dos nimeros naturais de forma a permitir a construcao
do conjunto dos nimes inteiros, observando os aspectos basicos associdkligeliano
desenvolvimento dessa construcao.

Sendo assim, parec@s interessante associar a ideia de aspectos em termos de
memodria, linguagem, generalizacao, equivaléncia da igualdade, equizaBtreostensivos
andlise e estrutura nas analises desenvolvidas por Chevallard (1984, 1989, 1990) para justificar
passagem daritméticapara aAlgebrana educacéo béasica francesa.

Observamos ainda que o uso do termo aspecto, proposto por CheviEdiR4)l ¢
Robinet (1984) e utilizado no desenvolvimento da nossa pesquisa, também aparece em
documentos publicados pBXONTE (2006), nos quais se discute a relacdo dos numeros e a
Algebrano curriculo escolar Portugués e onde o termo aspecto adquire uficaignimuito
préximo do que adotaremos aqui. De forma explicita o autor caéspmectos do conceito de

namero como sendo :

A Modelos e interpretacdes dos conceitos numéricos;
A Formas de representa¢édo dos nimeros;
A Opera-»esé
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A Caélculo;
A Algoritmoseé
A Estimacéo;
A Propriedades das operac8es com nlimeros;
A Estrutura interna dos diversos universos numeéricos;
A Rel a-»es entre diversos universos e estr
5)
Assi m, ao analisar o curr2culo de MatemS§t.i
docurr2zculoo( ibid., p . 10) . T a mboRmanualtlac ont r am

professor que faz parte do livro do sétimo ano, do Ensino Fundamental ciclo Il, do autor Luiz

Roberto Dante, que destaca:

No 7° ano iniciamos propriamente o estudoAlgebra, buscando desenvolver nos
estudantes aspectos de generalizagcao e abstragdo matematica, a partir do estudo de
expressOes algébricas e equacbes do primeiro grau com uma incégnita. (DANTE,
2009, p. 53).

Isso nos conduziu a definicdo de cada um doscaspdadentificados (memoria,
linguagem, generalizagdo, equivaléncia da igualdade, equivalénciastemeivosanalise e
estrutura) tomando como referéncia o estudo da proposta didatica e epistemologica de
Chevalard (1984, 1989, 1990) e Robinet (1984)sBlquéncia apresentaremos essas definicdes.

1.1.1. Definicdo dos aspectos a partir dos trabalhos de Chevallard (1984, 1989, 1990) e
Robinet (1984) no estudo da passagem daitmética para a Algebra

O termo aspecto, do latiaspectusna lingua Portuguasesta relacionado a forma de
ver, observar um dado objeto, no caso um objeto matematico. Nessa pesquisa o referido termo
ndo esta associado apenas a forma de ver esse objeto, mas também ao papel por ele
desempenhado no desenvolvimento do ensino e dpaged daAlgebraescolar, isto €, a
forma como é tratado na solucéo tasfaspropostas aos estudantes nos materiais destinados
a esse ensino e, em patrticular, nos livros didaticos.

A andlise desses materiais possibilitard o conhecimento de comocaspeetos sdo
desenvolvidos ao longo da formacao do estudante, quais objetos matematicos sado adotados e
como séo trabalhados para que possam ser utilizados como ferramenta explicita do trabalho
matematico por esses mesmos estudantes.

Apresentamos a seg@us sete aspectos por meio de definicdo e exemplo que podem

facilitar sua compreenséo.

- O aspecto de memoria Na realizacdo ddarefas matematicas € comum o
encadeamento de uma sequénciausarefagque faz com que quem a realize n&o perca de

vista atarefa principal. Como exemplo dessa dificuldade podemos citar a utilizacdo do
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algoritmo na divisédo de dois numeros naturais ou decimais utilizando o que se convenciona
chamar de método da chavés sucessivasubtarefasrealizadas sdo anotadas de forma a
permitir um controle sobre o desenvolvimento das mesmas e facilitar a execuedefala
principal.

Chevallard (1984) considera quaa das etapas fundamentais na construcAdgedra
esta relacionada exatamente ao desenvolvimento de um sistema g¢éeangtee funcione
como uma memoéria para manter o controle das operacfes efetuadas. Dessa forma, quando
falamos de aspecto de memodria ndo estamos nos referindo a habilidade de lembrar um
determinado conhecimento, mas como uma estratégia de anotacaoojrggistpermita ao
sujeito resgatar uma informacao durante a execuctrafa

Considerando o ensino dalgebra no Brasil podemos localizar a introducdo de
estratégias que apresentam essa caracteristica no trabalho com expressdées numeéricas
envolvendo osaturais a partir do Quinto Ano do Ensino Fundamental. A realizag@aosdas
como resolver a expres€®bi 2.(7 + 3) pode ser realizada mentalmentas as anotacdes
subsequentes dasbtarefagealizadas levam a um maior controle sobre sua realiziiggse
caso, a primeirtarefaé efetuar a soma de 7 com 3, uma vez que essa soma esta entre parénteses
indicando ser um Unico objeto mateméatico; a seguir, o resultado deve ser multiplicado por 2 e
por ultimo o resultado assim obtido, no caso 20, deveidgraido de 25. Como j& dito a
sequéncia pode ser efetuada mentalmente, mas a possibilidade de anotar essa informagao torn:
a tarefamenos penosa, principalmente quando se trabalha com expressdes envolvendo mais
operacdes na resolucio deefasque exijan uma conversio de registt@sl uma passagem
do ostensivb de representacdo em lingua natural pasatensivale representacéo algébrica.
Um exemplo que nos permite visualizar esse aspecto pode ser observado na divisdo de
polinémios como 2%- 8x?-18x +12 por ¥ - 6x + 3, cuja solucéo, usando o método da chave,

se assemelha muittao método para a divisdo entre dois numeros, ou seja:

! Método que utiza o seguinte esquema:
dividendo dlivisor
resto guociente
2 Na solucao da referida tarefa temos:

251 2. (7+3) =
2571 2.10=
25-20 =
5
3 Transformacé&o de uma representacéo em um determinado registro em outra representagéo de um outro registro,
conservando a totalidade dessa representacdo ou uma parte essencial do contetdo da representagéo inicial.

4 A definicdo de objeto ostsivo é apresentada apitulo 3
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3 2 2
2x" - 8x° - 18X+121X'—6X+3, dividindo o termo de maior grau do dividendo pelo termo de

maior grau do divisor e multiplicandoresultado obtido pelo divisor temos
2 - 8 - 18x+12x’ - 6x+3
2X - 12x* + 6X 2X

Subtraindo o dividendo pelo produto anterior temos como difereRtadis12

2x3 - 8x2 - 18x+1qx2 - 6X+3
- 2x+12x% - 6X 2X
0 +4x?- 24x+12

cuja diferenca 43 24x+12 é novamente dividida pelo divisor resultando em

2x% - 8x7 - 18x+121x2 - 6x+3
- 2x+12x° - 6X 2x +4
0 +4x°- 24x+12
-4x* +24x- 12
0

Ou seja, (2%- 8x% -18x + 12) + (£ - 6x + 3) = 2x + 4 e tem resto zero. Nesse algoritmo
observamos que sucessivas anotacdes levam a um controle da realizacdo da divisdo desejada

sendo possivel resgatar as informacdes referentes a mesma sem nfeiolesddis.

- O aspecto de linguagemA comunicacdo do saber ganhou grande impulso com a
invencédo daescritaesegudaa val (2009) An«o ® poss?2vel estu
conhecimentos sem recorrer 7 r epdadvatenmtica - « 00 (
podemos considerar que o desenvolvimento de um sistema que permitisse ndo apenas
representar como também comunicar esse saber foi um dos aspectos que representou uma das
maiores contribuicdes para 0 avanco, tanto dessa area como de totie@nzento humano.

Exemplo disso pode ser observado na formulacdo de um sistema de representacdo numeérica
eficiente, o sistema de numeracéo decimal, que como veremos na génese do célculo algébrico,

foi fundamental para a construcdo dessa nova linguagem.

Chevallard (1984) destaca as dificuldades no que se refere ao tratamento de solugdes

numéricas na resolucdo de problemas antes do desenvolvimeAtgetiaa A falta de um
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sistema de representacdo que permitisse uma rapida consulta de forma a reavinaria me
sobre uma visdo geral do problematatefa realizadadificultava sua finalizag&o, tornando
pesada a sua execugao.

A representacdo na linguagem algébrica camo instrumento de descricdo de
problemas numeéricos, segundo Chevallard (1984), é umnmstio avangado, pois permige
comunicacdodosresultades ua gener al i z a- « o0 .-nofacdamédnte pogjuea g e I
€ uma memoaria permite conservar da melhor maneira a informacéo apresentada e, sobretudo
i ndicar a infor ma- «d&D,A%4, p.75ntreadu¢gdenossa).( CHEV AL L A

Essa nova linguagem cria as condi¢des, entre outras coisas, de uma comunicagao mais
eficiente no tratamento dado aos objetos matematicos. Por exemplo, ao desenvolver expressoes
como 25 2. (7 + 3), a anotacdo da informagimle ser feita registrando o resultado a direita,
ou na linha seguinte da expressédo, ou seja, 25(7 + 3) = 25 2 . 10, mas para isso ser
possivel, foi necesséria a criagcdo de um sinadle igualdade que permitisse a ligagdo entre
as duas informgdes equivalentes.

No exemplo acima observamos que 0 que estamos considerando como aspecto de
linguagenserefere além ddinguagem algébrica, a uma gama de formas de registro semioticos
que levam a realizacdo déerefase a comunicacdo de seus resuwtadDe forma mais
especifica, nessa gama de linguagens temos a linguagem coloquial, falada e escrita que leva a
comunicacao de forma geral como destacado por Duval (2010).

Observamos ainda, nos referindo a Chevallard (1994), que temos uma linguagem
Aritmética, composta pelo®stensivosde representacdo numeérica e suas operacdes, uma
linguagem geomeétrica (pictorica), representada por figuras que transmitem informacdes e a
linguagem algébrica, sintese de todas as anteriores, que busca transmitir a infolenagéo
maneira fclarad e objetiva para quem a domi
informacé&o transmitida. Essas linguagens criam as condicfes para manipétaricesnas
diferentestarefaspropostas aos estudantes e ao mesmo tempo exmuzgitos e ideias por
meio dosostensivo® ndo-ostensivosque Ihe séo associados.

Uma das nossas expectativas € observar como o estudante trabalha as informacfes
durante as diversas etapas de sua realizagcdo. Como utiliza (interpreta) os tratamentos e
conversbes dos registros de representacdo semiotica ou como marspigivosde

representacdo e 0s associa a@s-ostensivosia execucdo dmrefasligadas a matematica.

5> A definicdo de objetodo-ostensiva apreentada neapitulo3.
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Desse modo, consideramos 0 aspecto de linguagem como aquele que permite comunicar a
informacgao de forma precisa sem dubiedades.

- O aspecto de generalizacddde acordo com CheMard (1984), a introducdo da
Algebrano ensino francés é historicamente marcada pelo que se pode considerar uma dialética
entre o velho ensino dAritméticae onovo ensino dallgebra Segundo o autor, antes da
introducdo chamada matematica moderna, a introducao do novo conhecimento se dava a partir
de problemas dAritmética para os quais era proposta a solubébnéticaseguida de uma
solucéo Algébrica e pelpresentacéo dos sinais usugis o autor denomina sinais aritméticos,
ou seja, +;, X, =, etc.

Ressaltamos aqui que a observacdo acima de Chevallard (1984) se refere a um livro
di dg8§tico do s®cul o XVIII cuj o shgem diritmétiear a A No -
para aAlgebrad .

A visdo predominante era a de quéllgebra opunhase aAritmética pelas suas
potencialidades:

[...] sendo aplicavel originalmente aos mesmos corpos de problemas, ela é uma
Aritmética livre da opacidade e esquecimemfoe removem dos nossos olhos a

estrutura dos problemas estudados. Ela € um instrumento superior pai@afma

semelhante. E umaritmética universal- como dizia Newton- ou ainda uma
Aritméticageneralizada, como nota Poinsot um século mais tarde, endefinigéo

que um autor de livros didaticos do fim do século XlXicio do século XXcomo

muitos outros antes e depois dele, retomaram e propuseram para a meditacdo dos
estudantes do ficol |l ~geo A(Adlgesrackernentirmdod a ment al
é outra coisa que umaritmética generalizada, ou seja, se expande dos numeros

especificos a numeros quaisquer, e, consequentemente, das operacdes atuais que
executdvamos as operacdes para as quais apenas indicamos com a utilizacao de sinais;

de maneira gainesta primeira especulacdo pessanenos em estabelecer o resultado

destas operagfes sucessivas que em tragguaning e descobrir assim formulas para

a solu-«o0o de problemas do mesmo g°nero. o0 (
nossa)

De acordo conRohbinet (1984), a introducdo de letras para nomear indeterminacfes
atende diretamente o problema pratico da Matematica e faz avancar a teoria das equacoes,
especialmente no aspecto que determina as raizes da funcdo de equacdes dadas pelos seus
coeficientes penitindo a obtencéo de funcdes que modelam a solugcédo de equacdes. Segundo a
autora

Para os didatas que procuram problemas que sdo a origem de diversos conceitos
matematicos, existe sobre isso a reflexao, pois parece que o calculo algébrico pode
ser dividdo em duas partes, respondendo a duas diferentes funcdes:

- A Aritmética da incégnita permitindo matematizar e em seguida resolver alguns
problemas préaticosAtitméticaem particular),

- O célculo literal permitindo escrever as relag@es e tratas tixlproblemas praticos
originarios da mesma estrutura e dando acesso a essa estrutura e, consequentemente,
a resolucdo de problemas complexos da mesma maneira que a problemas mais
simples que tem origem nessa mesma estru(R@BINET, 1989, p. 12 tradéo

nossa)
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Portanto, o aspecto de generalizacao torna possivel a representacdo numeérica de forma
ampla néo se referindo a um valor especifico, mas a uma classe de valoresefagsdem
ser realizadas da mesma maneira sem que se perca a validasldtddo@ncontrado. E o que
se observa na tradu-«o0o de problemas como Al
Juca. Se a soma de suas idades ® 39 anos,
em nossa pesquisa diagnostica visando ceemaler a relacio pessuds estudantes com esse
aspecto.

Ao traduzir o enunciado: A Idade de Pedro € o dobro da idade de seu sobrinho, por 2x
+ X, onde x é a idade do sobrinho e 2x a idade de Pedro ocorre a generalizacédo de todas as
possiveis situacdem as mesmas caracteristicas, ndo importando a soma das idades. Esse
aspecto cria as condi¢fes para a solucédo de uma classe de problemas e nao apenas de problem:
isolados, isto é, segundo Chevallard (1984), é ele que amplia as potencialidades r&oresolug
detarefasrelacionadas ao numérico.

- O aspecto de equivaléncia da igualdad@ Aritméticapode ser considerada uma das
ferramentas mais antigas do conhecimento matematico. Sua construcdo esta provavelmente
relacionada a necessidade de controle e ctapfa associada &s nossas necessidades
primarias. Esse aspecto computacional induz a obtencdo de uma resposta ligada aos dados
computados, o que para a grande maioria dos profissionais é suficiente. De forma pratica,

levando os aspectos culturais de ea@iteitura temos que 2 x 3 = 6. Aparentemente a

[...] verdadeira confusdo sobre o sentido do silmligualdade (que significa em
princ2pio qgue de algum modo os dois Al ad
idénticas formal ou sintaticamente o qie ja interditaria escrever 6 = 2 x 3, mas que

0 que eles designam é uma Unica e mesma coisa, 0 sinal de igualdade significa
somente uma identidade semantica). Isso dito, o probiemlagantemente, mas
custosamente resolvido por meio das classes de eguiial existia antes das
matematicas modernas, e continua a existir,r mas 0 corpus antigo o tratava
(inconscientemente?) com um critério, distinguindo, cada vez que era necessaria, a
fracdo (considerada implicitamente como escrita, a saber, como rel@gadjuer

gue seja todo esse jogo, deixado mais uma vez implicito, e hoje mais ou menos
fortemente explicitado, participa da admirdvel construcdo que tanto seduz os
professores, como diz Lebesque. (CHEVALLARD, 1984, p. 66 tradu¢do nossa).

A criacdo deuma representacdo para a igualdade parece estar apenas associada as
necessidades da matematica, relacionadas ao desenvolvimento da linguagem matematica
nao a uma necessidade da escrita natural.

Um exemplo dessa dificuldade pode ser observado naicésotlaarefa apresentada

por um dos estudantes no desenvolvimento doc

6 A nogdo de relagao pessoal esta definida no capitulo 3
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figura 1 a seguir. O estudante efetuou o produto de 8 por 34 e anotou parcialmente a expresséao,
fles guesceedn ddoe e s cr e v &4 A seguip & dieita tda igualdade registra a
diferenca entre 272 e 13, no caso 259, o produto por 14, que havia desconsiderado anteriormente

e na sequéncia efetua esse produto.

FIGURA 1 - Solucéo apresentada por estudante do Ensino Superior anitb da questédo 1 do teste
diagnéstico.

b) 8.34 - 13.14=

%2 3-as9q.ly: 396

FONTE Extrato do protocolo apresentado pelo estudante

Podemos considerar como um fAesqueci ment oo,
da equivalénia, pois obviamente 27313 é diferentede259 . 14.

Ressalto qui que em nosspratica em sala de aula pereetosque se for pedido ao
estudante que leia o0 que escreveu ele ndo percebe nenhuma incoeréncia no que esta registrado,
0 que parece reforcar o que consideramos como a falta de emsdwedo significado da
igualdade como uma equivaléncia. Dessa forma, a definicdo do aspecto de equivaléncia da
igualdade € aquela que permite reescrever, em sequéncia, um objeto matemético de forma que
0S NOVOS Ostesivos correspondam ao mesmén-ostensyo associado.

- O aspecto de equivaléncia entr®stensivos Os conceitos d@stensivose nao
ostensivogoram definidos por Chevallafd994). Segundo o autor os objetos matematicos nédo
sdo objetos comuns como uma pedra ou caneta, mas frutos da engdehlbsidana, em
esséncia das ideias expressas sob a forma de conceitos ou definigcbes que evoluiram ao longo
de nossa historia e cujo acesso se da por meio das representacdes criadas ao longo de sua
construcdo. O autor destaca que para se compreenenaasque levam a realizacdo das
tarefastemos a necessidade de estabelecer a disting@&odeis tipos fundamentais de objetos:
0s objeto®stensivo® 0s objetosao-ostensivos

Por objeto ostensivoo autor considera aqueles que assumem uma faratarial
gualquercomo uma régua, a caneta, da mesma forma que podemos considerar arjeaim
material; palavras, acdes, diagramas, desenhos, etc.. Por outro lado, omnébjestsnsivos
sdo os normalmente chamadosndedesconceitos, ideiasgtc. De forma geral, os objetos
nao-ostensivondo podem ser manipulados diretamente, pois sua manipulacdo se da por meio

da manipulacéo dasstensivos eles associados, como por exemplo, o conceito de nimero. O
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conceito € complexo e normalmente é confundimim osostensivogjue os representam, pois
s6 temos acesso a eles por meioakiensivosgjue a eles podem ser associados.

Ainda segundo Chevallard (1994) a aplicacéo de

Qualquer técnica envolve a ativacdo de um complexo de objetos, akjansivos
gue seraamanipulados, outrosdo-ostensivosque seréo evocado# manipulacéo
dos ostensivo® definida usando determinadagio-ostensivose estes Ultimos, ao
contrario, saalosostensivos H4, portantouma dialética necedria entreostensivo
e ndo-ostensivo(CHEVALLARD, 1994, p. 5)

Por exemplo, o conceito do nimero dois € um ohjémostensivaque s6 pode ser
manipulado por meio dosstensivosa ele associados, como o0 simbolo 2, a palavra dois, 0
sucessor natural den, a terca parte de 6, etc.. Assimtasfasformuladas para a atividade
matematica dependem em grande medida da habilidade de manipulacastedssvos
associados aos conceitos trabalhados, ou sefeicasstensivosAssim, a0 mesmo tempo em
que a manipulacdo dosostensivosdepende da compreensdo dodo-ostensivosa eles
associados, a compreensédo das-ostensivosiepende da manipulacédo dmsensivoso que
configura a dialética entre ostensivog onao-ostensivos

Isso nos levou a considemaspecto de equivaléncia enbsgensivee defintlo como
sendo aquele que nos leva a observar o objeto matemat@mpstensivosob diversas formas
de representacao, ou seja, por meioakiensivogjue permitem manipuld. Por exemplo, o
numeral de mil quinhentos e quarenta e trés pode ser escrito no sistema de numeracédo decimal
na forma 2543 que é equivalente, no mesmo sistema decimal a2 . 1000 +5.100 +4 . 10 + 3,
que é equivalente a 2 .*105.10°+ 4 .16 + 3. 10.

- O aspecto de anlise: Ao se deparar com uma noterefa ou situacdo em que as
técnicasconhecidas dificihm uma resolucdo imediata, o esperado € que 0 sujeito eapiare
busca entre aécnicaggue domina e na criacdo de uma nova técnica que possibilite a realizacéo
da tarefa proposta. Exemplo desse tipo de aspecto pode ser observadweéas como a

apresentada na figura 2, abaixo.

FIGURA 21 Tarefaque utiliza o aspecto de analise.
3 Que algarismos estao faltando nesta conta?
11 %
i g ]

* % 4

Descobrindo os algarismos e somando-os, obtemos:
a) 10 b) 12 c) 14 xd)y 16

FONTE lezziet al.2009, Sexto Ano p. 57
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Nela € solicitado ao estudante désgoquais algarismos estao faltando e, embora se
trate de umaarefaproposta a égdantes do &to Ano do Ensino Fundamental, espseagque
eles explorem entre a&cnicasrelacionadas a multiplicacdoo que sup8se que ja tenham
dominioi que permitabter o nimero que multiplicado por 3 tenha 4 na casa das unidades, no
caso o numero 8. Essa analise inicial lhe permitira encontrar os demais algarismos aplicando as
técnicasde multiplicacéo estudadas nos anos ou séries anteriores.

Podemos considerar go aspcto da analise é o que permditesolucaalos problemas
antes do advento degebra tanto com a utilizacéo de métod@®métricos como aritméticos,
0 que criou as condicbes para a formulacdo dessa nova area do conhecimento humano.
Consideramosamo aspecto de andlise aquele que exige que o estudante exptefasobre
diversos angulos na procura de conhecimentos que permitam sua realizacdo, o que Robert
(1998) considera como nivel de conhecimento disponivel.

- O aspecto de estrutura das ogracdes numéricas Segundo Chevallard (1989)
igualdades com@571 2. (7 + 3) =25 2. 10escondem uma dificuldade recorrente relacionada
a adequacao ao tipo tlrefaque se pretende realizar.

Com efeito, oreino do calculo numérico é governado peladeisimplificacao,

interiorizado em habito, onde uma das clausulas é constituida pelo principio de
realiza-«o0o dos <c¢c8lcul os. De acordo com est
ocorreria cC omo respost a em <c¢c8lculo nNum®er i
incompl et 00. A express«o fid + 880 seria assi
(porgue quatro mais oito é igual a doze), e ndo existe mais de uma outra maneira livre

que o atomo de oxigénio foradamolécup @ ( Cheval l.ard 1984 p. 73

Entretanto, na reilacéo detarefasrelacionadas #lgebraé comum a necessidade

desse tipo de expressado, bem como o uso das propriedades operatorias a ela associadas.

Na L2ngua Portuguesa o significado do ter m
das patesdeumodo 6 conforme Amora (1987) AlgeNra constr
como daAritméticaé evidente esse tipo de disposi¢cdo. Por exemplo, no conjunto dos numeros
naturais partindo de uma definicdo, aparentemente intuitiva, como a da adi¢cado: Dado dois
nimer os naturais fad e AbO quaisquer existe um
b = c. Como Aco ® um natur al e considerando o
podemos considerar que existe uma#brricemtdofied qu
em c +d =e, podemos escrever (a+b) +d=-e.

Observamos que na utilizacdo da soma, representada entre parénteses, estdo associados
0s aspectos de generalizacdo e de equivaléncia definidos anteriormente que levam, a partir de

uma defimg&o inicial, a ordenar as partes para construir o todo.
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Esses atributos que possibilitaram o desenvolvimento de uma teoria associada a
Aritméticasdo o que denominaremos de aspecto de estrutura das opera¢des numéricas, visto
que estamos focando nossaquésa na passagem daitmética para aAlgebrae até esse
momento as operacgdes efetuadas estapuadroque definimos como aritrealgébricd cujo
trabalho, no desenvolvimento curricular do Ensino da Matematica, a partir da analise dos livros
didaticos, pde ser localizado no Quinto Ano do Ensino Fundamental Ciclo |.

Para ilustrar apresentamosa figura 3 a seguir, alguns exemplos tdeefas que
envolvem esse aspecto.

FIGURA 37 Exemplo dearefasque envolve o aspecto de estrutura

Quando a expressdo tem parén-
teses, resolvemos primeiro as
operagdes que estdo dentro deles.

Nas expressdes sem parén-
teses, s6 com adicdo ou sb
com multiplicagdo, agrupa-

Nas demais expressdes sem
parénteses, efetuamosasope-
racdes nesta sequéncia:

Veja: mos como quisermos, Pois 12) Potenciacdo e raiz qua-
: S Eeors essas operagdes possuem drada, na ordem em que

- RrbEa R a propriedade associativa. aparecem.

e (4 + 6)2 = 10% = 100 Veja;

2°) Multiplicagdo e divisao, na

e (10 +4)x(8-6)=14%x2=28 -4\t/5+10=9+10=19 ordem em que aparecem.
32) Adicao e subtracao, na or-

dem em que aparecem.

e(4+18)x2=22x2=44 ou

AV =125 = 4+5+10=4+15=19

*VOSFAT Sie ©4+2x5=4+10=14
e3x2x4=6x4=24 S
Ca ©20:5x2=4x2=8

15+ 5%2=15+25=40
e V25-V16=5-4=1

ou

3x2\i</4=3x8=24

FONTE Dante 2009 &to Ano p.75.

O quadro acima proposb na introducdo do estudo das expressdes huméndaso
destinado ao Sexto Ano na obra de Luiz Roberto D&Ndgrimeiro box, a esquerdgemos
uma sequéncide expressdes que apresentam operacdes entregsae evidenciando que a
operacao interna a esses devem ser efetuada primeiro. No box teentséxpressoes que
apresentanapenasadicdoou multiplicacdo destacado a propriedade associativ@ terceiro
box, a direita, finaliza os exemploasmtarefagque apresentawperacdes distintas enfatizando
gue devemos efetuar, quando aparecer primeiro a potenciacdo ou a raiz quadrada, a seguir as

multiplicacbes e divisdbes e somente no final as adicbes e subtracbes. Essa hierarquia na

70O quadro aritmealgébrico é aquele equeas operacdeAritméticas envolvem as propriedadesrasirais das
operagdes numéricas e que dessa faraitasasimples operacdesritméticas, como na expressao:
527 (12 +10).
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resolucdo se justifica namstrugcdo de uma teoria associada as estruturas numéricas. A partir

da definicdo da adicdo e sua inversa a subtracdo, operagfes que aparentemente se considera
intuitiva, definese a multiplicac&be a partir dela a potenciac@dessa forma constréie uma

teoria logicamente consistente tomando como base as estrutura numeérica e suas propriedades.

Assim poderiamos considerar que as propriedades estruturais definem o que podemos
considerar niveis de resolucéo, estando no mesmo nivel uma operacao e suamvassaa
multiplicacéo e a divisdo estariam num mesmo nivel e a adicdo e subtracdo em um nivel inferior.
As propriedades estruturaisAlatméticaconduzem aealizacéo das poténcias anteselesses
antes da adicao, visto que o produto é derivadsods. Quando desejamos que a soma seja
efetuada com prioridade, ela deve ser indicada entre parénteses.

Dessa forma consideramos que 0 aspecto de estrutura esta relacionado as propriedades
operatdrias e suas diferentes formas de notacédo e aos coaceloselacionados, isto €, ao
ostensiveem jogo endo-ostensivassociado.

ApoOs a definicdo dos aspectos associados a passagénitrdética para aAlgebra
fundamentados nos trabalhos de Chevallard (1984, 1989, 1990) e Robinet (1984) apresentamos
a segur uma breve reflexdo sobre a génese do calculo algébrico e como ela se articula com

nossa pesquisa.

1.1.2. Génese do Calculo Algébrico

Os relatos sobre os problemas enfrentados e resolvidos por povos antigos, como
egipcios, babilénicos, entre outrospamstram a criatividade do ser humano e a habilidade na
criacdo detécnicasque permitam a resolucdo desses problemas. Nessa busca -gereebe
utilizacio de estratégias de raciocinios que podemos considerar como progtigsbdae
cujas solucdes foranbtidas com a utilizagdo do que podemos chamar de um dos aspectos mais
importantes: o do raciocinio algébrico.

Iniciamos o estudo da génese do calculo algébrico com a identificacdo de exemplos de
problemas em que se utiliza o raciocinio algébrico citadosRpbinet (1989). Entre esses,

destacamos o AC8lculo de um ret®©ngul oo, probl

8 Seguindo a axiomatica de Peano, Domingues (1991 p. 83) define a multiplicagdo em IN da seguinte forma: A
multiplicagdo (x,y)Y x y (ou x . y) de n¥%meros naturais ® definid:
a.0=0

a.b=ab + a, onde'® o sucessor de b, ou de outra forma b é o antecessbr da b
Dessaforma5.3=5%25.2+5=(5.1)+5=(5.1+5)+5=(5+5)5 O que nos permite inferir que

em IN a adi¢do € uma operacgéo derivada da adigédo.
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retangulo de area 123 %do comprimento pelalargta encontrar os | ados

(ROBINET, 1989, p. 2)
Segundo a autora a solucao apresentada pelo escriba foi:

O escriba escreveu: Calcule co%h % para obter 1. Tem@% 10 Calcule com esse

12 que esta na superﬁci% vezes. Temos 16. Calcule sua raiz quadrada. Temos 4

: 1 1 :
para o comprimento. Sel,zl. i ou seja 3 para sua largura.

. é 6* 2 .
Em linguagem moderna, I*L = 128-+—0 L. O escriba efetuou

c2 4=
al 16 1 a, 10
1126—"‘—8:14‘— depis 12* %"‘-8:16 em seguidav16=4 ¢
c2 4+ 3 ¢ 3=
al 15
4 ae§+zo—3entao L=4el=3.(ROBINET, 1989, p.2).
C =

O mesmo problema ® apresentado por Eves
retangulo é 12 e aalturaé % dalargura@Qus s «o as di mens»es?0 (

Observamos que o raciocinio utilizado € bastante coerente, mas de dificil compreenséao,
principalmente para quem nao esté inteirado com o tema. A escrita é particular e esta ligada a
época em que foi desenvolaidcomo se pode ver na representacao dos racionais.

Raciocinios semelhantes podem ser observados em solucbes apresentadas por
estudantes em nosso sistema de ensino. Na figura 4, a seguir, temos um exemplo cuja solugéo
foi proposta por um estudante de umscuSuperior na area financeira coletada em uma das
provas aplicadas pelo pesquisador ao problema:

O salario de um representante comercial de filtro de &gua € composto por um valor fixo
de R$ 1100,00, acrescido de R$ 9,00 a cada filtro vendido. Determine:

9 O ddculo e representacdo com fragdes ja era pratica no antigq fgitoddfaziam uso de fragdes unitarias,
isto € numerador unitario, expressando as demais como desse tipo de fragdo. De acordo com Eves ( 2004),

~ 2 1 1 1 1 . 1 1 _
fracbes como= eram express pela soma + — . Dessa formaé 2 pode ser interpretado comg + = =

7 4 28
3
2
al 19
10 Como o comprimento é?z-"'—gda largura entdo o comprimento% da largura, logo a largura

4 = 3 + 1 = 11 do comprimento
3 3 3 3
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a) A expressdo que permite obter o salario do vendedor em fungdo da quantidade de
filtros vendidos

b) Quantos filtros terdo sido vendidos se o salario bruto desse vendedor for de R$
2180,007?

FIGURA 4 - Solugdo apresentada por um estudante do Ensino Supemaravaliacdo de matematica.

D 5 19000 |
— 3. 100,00 b Solburer &Ijmfk\é : 3@8@@/,%@

BN @iOO_b -t
e . s oA ke AN @m
2R caiie. %@ i
/_,l__—_« o / ;
1. 10000 » saas=, MUES

FONTE Extrato da avaliacdo apresentada por um estudante

O estudante ndo apresentou a resposta para o item a, que procuriva lealizar a
conversdo deostensivada linguagem natural para ostensivosia linguagem lgébrica, mas
conseguiu resolver o item b. A analise da solucédo apresentada demonstra que a compreensao
do problema e o encaminhamento do raciocinio estdo claros, o que possibilitou um
desenvolvimento de forma logica e coerente do problema proposto. Es#drate de
problemas diferentes podemos tracar um paralelo entre as duas solucbes apresentadas: em
ambos os casos podemos considerar que na falta do dominio por parte do estudante de uma
estratégia de comunicacdo mais eficiente, ele foi conduzido avdésgnuma solucéo
particular em etapas. Primeiro: Quanto o vendedor recebeu pela venda dos filtros? Basta retirar
de seu salario o valor fixo. Segundo: Quantos filtros foram vendidos? Basta dividir o valor
encontrado anteriormente pelo valor recebido qauta filtro. Essa é a solucdo da questéo
apresentada.

Outra informacdo que podemos retirar da solucdo acima se refere ao cuidado do
estudante em indicar as etapas do raciocinio envolvido indicando o valor fixo, salario sem o
filtro, o valor recebido com 2enda dos filtros, e a sobra de salario. Essa preocupacao pode ser
associada a necessidade sentida por ele a fim de evitar a falta de compreensdo de quem iria
avaliar a questao, ou seja, evitar que ocorra interpretacdo de forma diferente do raciocinio por
ele desenvolvido; ao mesmo tempo em que permite ao estudante resgatar, se necessario, a
informacé&o obtida anteriormente, mostrando a importancia do aspecto de merndn@ja

descrito nesta pesquisa.
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De forma semelhante, a evolucdo na construcdo dcecwonénto que deu origem a
Algebratinha a necessidade de desenvolver estratégias de representacéo para que a informagcagc
obtida ndo se perdesse ao longo da resolucdo do problemaistema de representaces que
permitissem a comunicacao da estratégiaaisadsolucdo garantindo a mesma interpretacao
por todos que dela tivessem conhecimento. E o que definimos como o aspecto de linguagem,
gue permite comunicar a informagéo de modo preciso e sem dubiedades.

Um primeiro passo nesse sentido foi dado pelométieo grego Diofanto. Algebra
e a escrita algébrica eram e continuaram por longo tempo sendo o que foi classificado por
Nesselmann (1842, apud/ES, 2004, p. 206) comélgebraretorica. Nessa fase ddgebra
0s argumentos da resolucédo de problemaseséntos em pura prosa, sem abreviagdes ou
simbolos especificos. Na tentativa de simplificar a representacdo na solucdo dos problemas,
Diofanto da inicio ao que Nesselmann (1842, apud EVES, 2004, p. 206) classificou como
Algebrasincopada, com a ado¢doalgumas abreviacbes para quantidades e operacées que se
repetem com mais frequéncia. Dessa forma, estavam criadas as condigbes para o
desenvolvimento de um dos aspectos que sedbhewallard (1984) é fundamental no trabalho
algébrico e que cremos ser innfamte levar em consideracdo nessa pesquisa: 0 aspecto de
memoria, aquele que permite o tratamento da informacdo sem que se perca de vista objeto
trabalhadoSegundo Robinet (1989);

RO termos desconhecido ® definido por
indefinido de unidades, que ele representa por Por outro lado %é representado
por D¢ x3 por K9 x4 por DD, x*> por DK9 x® por K9 K. Diofanto escreveu

- - - - O -
K9aD? /i gVeM b para R+ 13%+ 5x + 2,omitindo osinal + e 0s nimercsio

formali zados por gr (RQBINET, 1989, 43t ras e s2mb

O avanco no desenvolvimento Algebrasincopada, segundo Eves (2004) e Robinet
(1989), se da com a contribuicdo da matemética Indiana, onde se registram as primeiras
simplificagdes:

[.]JA inc-gnita ® designada por pal avr as
designa o n¥mero que n«o ® coeficiente
colocada na frente de um nimero designa a raiz quadrada desse numettaygavat
(abreviad por fAyad) desivgamrag aa iinndc-cgandiot afi;y ayvaov
da incognita. Para designar outras incognitas, eles consideravam as abreviagfes de
nomes de cores: fACad para calaca, que qu:¢
por exempb.

Em regra geral, os indianos utilizam seu formalismo para matematizar pequenos
problemas, muitas vezes apresentados como contos, mas eles operam relativamente
pouco sobre a escrita simbdlica e seus argumentos se baseiam essencialmente sobre o
discurso(ROBINET, 1989, p. 4)
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Embora a matemética Indiana ndo tenha desenvolvido uma representacdo para a
igualdade o aspecto relacionadoequivaléncia, que permite realizar transformacdes na
representacao do objeto sem perder seu significado, parece jaestatgnos seus trabalhos,
da mesma forma que se observam os primeiros indicios da sistematizacdo com os trabalhos de
Brahmagupta e Bhaskara (EVES 2004 e ROBINET 1989) no desenvolvimaatmidasjue
levam & solucdo de equacdes do segundo grau. Sefofioet (1989), para escrever

igualdades como Bx 10 x- 8 = X+ 0x + 1 Brahmagupta usava a seguinte notagao:

yavO yal0 ru §
yavl yaO rul

Robinet (1998 p. 5) explicita que o circulo acima do nimero oito indica pesmo é
negativo e que a disposi¢cao dos dados em linhas diferentes evidencia a preocupacéo com a
acomodacéo dos dois conjuntos de objetos na inscricdo, da mesma forma que o sinal da
igualdade separa os dois conjuntos de informacées consideradas equivadehtgebra
moderna.

Os principios da generalizacdo também j4 podem ser observados nos escritos de
Bhaskara. Citando Cajori (1928), Robinet (1989) destaca:

"Com Bhaskara (século XIl), existe um progresso no tratamento das escritas
simbdlicas e no tratam& das equacdes do segundo grau. Por exemplo, sempre
citando o livro de Cajori, encontramos: Se temos 3 desconhecidos, 5 pretos, 7 azuis
todos positivos, quanto teremos com 2 negativos, 3 e 1 do mesmo, respectivamente,
adicionados ou subtraidos?

ya3 cébni 7 soma yalca2ni 6

ya% ca% ni i diferenca ya5ca8 ni8."

O que significa dizer, em linguagenoderna, A= 3x + 5y + 7z e B2x-3y-z A+
B=x+2y+6z e AB =5x+ 8y + 8z. Podemos conjecturar que existe aqui uma
preocupacéo de estabelecer resultados sobre as esB@BINET, 1989, p. 5)

Temos nesse exemplo uma indicacaaotéasica operatorias com polindémios, uma das
ferramentas fundamentais nos trabalhos envolverdgebraescolar e que podemos associar
ao aspecto da generalizacdo com as opera¢des numéricas em nosso sistema escolar.

Os aspectos relacionados a generalizacaddimasituados a partir da contribuicdo de
matematicos arabes, como-kbwarizmi, A | Kar agi ,al, éntre oBtagh ascrita
algébrica na matemética arabe é predominantemente retdrica e assim sua maior contribuicdo
esta ligada ao estudo das equacoegramdo com as ferramentas Aatmética sobre o
desconhecido. Estabeleca®aqui os principios para a solugdo das equacdes de forma geral e

ndo na solugéo de problemas particulares como ocorria na matematica de Diofanto.
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Etimologicamente a origem da lpara Algebra estd associada a palava&jabr,
expressdo que compde o titkhisdb alj a b r -mugébaléb da obra de AKowarizmi,
At2tulo traduzido I|iteral mente como #Aci °nc
como ciéncia da transposicdales cancel amentoo (EVES 2004 p.
na matematica indiana, ndo se observa a utilizacdo de uma representagdo para a igualdade, ma
temos nessa etapa da evolugéo o estabelecimeraspecto de equivaléncia da igualdaae
sera fundamenk@ara a formulacéo dalgebramoderna.

Podese atribuir a matematica arabe as primeiras tentativas de formulacdo de uma
definicdo parailgebrae, segundo Robinet (1989), ao matem&ido S a-aha cericeito de
que "o algebrista deve operar sobre oga@secidos por meio de todos os instrumentos
aritméticos, como Aritméticao per a s o b r eROBIBIETNL998)@.r7) godendpe
atribuir a Al Kayyam uma das primeiras definicdes pafdgebracomo fi . . . [ c6] ur
cientifica, cujo objeto € o numeinteiro e as grandezas mensuraveis, como desconhecidos,
mas se referindo a uma coisa conhecida pela qual podemos determiag ROBINET)  (
1998, p. 7)Ainda de acordo com Robinet (1989), podemos consideraAlgkiayyam criou
as condicdes de passag para uma segunda etapa na histéria do calculo algébrico que ocorre
a partir do século XV.

A busca por estratégias que permitissem a escrita da informacao trabalhada durante a
resolucdo dos problemas pode ser considerada a maior barreira a sessaltiagara que a
Algebra se estabelecesse, ndo s6 como &area de conhecimento matematico, mas como uma
linguagem que permite a comunicacdo das informacfes sem dubiedades segundo Chevallard
(1984), Robinet ( 1989).

Observamos aqui que Duval (2011) expligite um registro de representacdo semidtica
s6 tem sentido se permitir a sua substituicdo por outros registros sem perder significado. Assim,
considerando a afirmacao de Duval, esse estudo da génese do célculo algébrico conduz a
ponderar que o desenvolvinterdo sistema de representacao algébrico se inicia com Diofante
e € parcialmente desenvolvido pela matemética Indiana, comecando a ser delineado de forma
definitiva com os trabalhos de Viéte e Descartes com a publicacéo de suas obras, como podemos

observano extrato que segue.
filn artem analytican isgog@/iéte 1591),[...] introduziu a pratica de se usar
vogais para representar incognitas e consoantes para representar constantes. A
convencdao atual de se usar as Ultimas letras do alfabeto para indicégastas e as
primeiras para indicar constantes foi i
2004 p. 309).
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Essa nova notacao cria as condi¢des para o estabelecimeagpdot®s relacionados
a generalizacdo e linguagem Alebra Gracas a Viét passamos de estudo de problemas
isolados a classes de problemas, e dessa forma estabskcesn principios para o
desenvolvimento do aspecto relacionad@lgebracomo estrutura.E na simplificacdo das
solugbes que se encontra o maior avanco. Congaras tratamentos dados ao problema
ADi vidir um n¥%Ymero conhecido em dois n¥meros,
p. 3).

Robinet (1989) destaca que, enquanto Diofante se apoiava na solucdo de um caso

particular, Viete demonstra que conhecerde a diferenca B, considerando os numeros

procurados como C o0 menor e D o maior, podemoslobtépela relacdag = A-B ep-=
Ai C, tratamento gue s - foi poss2vel pel a
indeterminadas9 @wl2 ROBI NET, 198

O desenvolvimento dalgebras i mb - | i ca, fAem que as resol u- »

espécie de taquigrafia matematica formada de simbolos que aparentemente nada tem a ver com
0sS entes que representamo ( EVE gsev@vimgéntopde 20 6)

uma simbologia prépria. Contribuiram para que isSso acontecesse 0s estudos que permitiram o

d(h- f)
. - . _A . - ~
desenvolvimento de mlqnahOJEesschevemesTg—cfrs— oiescAc » e s, A
éHInD 0
L . f-FinDt . R
por Viéte da seguinte forma:FTua equabitur A0 ( ReQBskaNdenila, 1989,
i [}

f y
criaramse as condicdes para o estabelecimento dos aspectos de equivaléncia e estrutura da
Algebra
Esse desenvolvimento se deu com a contribuicdo de muitos outros matematicos além
dos ja aqui cdados. Segundo Robinet (1989) o primeiro a fazep dos parénteses ou chaves
foi B o enb 1&28] LiEuler & D.Bernoulli usam sistematicamente os parénteses, que serao

definitivamente adotados com o uso daA m8qui

11 Sendo C o menor e D o maior e a soma de C e D &gghAa a diferenca B temsg +g - g, logo 2C = A
'D-c=

. A-B
B, o que equivala C = —
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notacéo exponencial, que foi inicialmente utilizada por Chuquet, se impde por meio do trabalho
de Descartes e o sinal de igualdade "=" foi introduzido por Robert Recorde em 1557.

Para esse estudo consideramos algumas pesquisas que foram desenuesldeasitimos
anos e que mostram, mais particularmente, as dificuldades encontradas pelos estudantes na
aprendizagem dd#lgebra Na sequéncia apresentamos uma breve descricdo de algumas
pesquisas sobre o processo de ensino e aprendizagéigetsa que ten impulsionado o

desenvolvimento de outras pesquisas na area.

1.2. Panorama das pesquisas envolvendo o processo de ensino e aprendizageitydara
Escolar

Na busca por tracar um panorama que permitisse conhecer os diferentes trabalhos
relacionados a apndizagem emlgebra efetuamos um levantamento das diferentes pesquisas
relacionadas, mais particularmente, as dificuldades de aprendizagem desse conteudo.

Observamos um amplo espectro que vai da utilizacdo de padrbes com o objetivo de levar
0 estudante &generalizacdo, aspecto da generalizacdo, de propriedaitesticas a
comparacao dos discursos dos estudantes na discussdo de conceitos relacionados aac
infinitésimo, passando pela busca de compreensao das concepcdes dos professores sobre
significado daAlgebra Entretanto, para a analise dos diferentes aspectos, da forma proposta
em nossa pesquisa, quando consideramos a questdo da aprendizadégebda nio
encontramos trabalhos que abordassem essa tematica, de forma direta, como a aqui considerada
Alguns trabalhos, que descrevemos abaixo, nos auxiliaram na identificacdo de algumas
dificuldades associadas aos diferentes aspectadhrapor nos considerados.

Assim, em um trabalho publicado em 2006, Ponte (2p663lera sobre a dificuldade
dos estdantes em relacdo a aprendizagerlg@brae identifica que ela estaria no momento
em que ocorre a passagenmAdaméticapara allgebra destacando o aspectoAlgebracomo
linguagem relacionada com o desenvolvimento de um raciocinio algébrico. Qaauibé&m
analisa o papel dos padrbes nessa passagem como forma de gerar as condicfes para ¢
generalizacdo dos objetos relacionados a contagem, aspecto da generalizacéo.

A utilizacdo de padrées e sequénciAgtmeéticas, relacionada ao aspecto de
generalizagd, também é analisada na dissertacdo de mestrado defendia por Grecco (2008) que

destaca:

Assim, um dos objetivos dessa pesquisa € verificar se a introdu¢cdo ao pensamento

algébrico a partir do uso de sequéndiagméticas e padrdes apresentados na forma
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de problema pode trazer algum beneficio ao pensamento algébrico, em particular a
dois de seus componentes: a generalizacdo e a construcéo e utilizacdo de expressdes
algébricas. (GRECCO, 2008, p.19).

Observamos, ainda, que RraosEIMaAOCS adopasc@@ant 6 anr
instrumentos de introduciofgebrae observa a presenca do que podemos relacionar ao que
definimos como sendo os aspectos de generalizagcdo, estrutura e equivaléncia, tanto da
igualdade quanto a dostensivogp. 222), tomado como base os trabalhos de Kathaleen Hart
e HungHsi Wu, nos quais a autora buscou investigar o conceito de fracéo, identificando esse

namero na reta numerada. A conclusdo, segundo a autora, € de que:
O conceito de fragdo quando colocado como medidaigrimento de segmento de
reta facilita a passagem dos nimeros inteiros para os nimeros fracionarios permitindo
trabalhar a generalidade. Deste modo, se vai desenvolvendo no aluno a capacidade de
abstracdo. Este desenvolvimento cem, mais tarde, faciltassagem do campo
aritm®tico para o campo al g®brico ( SANTO6AN
A pesquisa segue uma tendéndantificada por Chevallard (1984) sobre o uso dos
racionais na introducdo dsélgebrano programa francés que é o da utilizacdo dos nimeros
racionais como forma de trabalhar ideias associadas as equivaléncias, da igualdade e entre
ostensivoautilizando de forma progressiva para permitir a passagewvrittaética para a
Algebra
Um outro trabalho analisado é o de Santos (2004) que desenvolvestugdn eom
estudantes e professores, objetivando investigar suas concepcdes sobre a linguagem algébrica
comparando com a pratica no processo de ensino aprendizagAigebea Baseandese
inicialmente num questionério aberto, seguido de entrevistas estitiuradas, tomou como
referencial tedrico da pesquisa a teoria stistorica de Vygotsky, apoiande também nos
obstaculos didaticos e epistemoldgicos de Bachelard e na teoria dos campos conceituais de
Vergnaud. Adotando como concepcdes parAlgebra as definidas porUsiskin (1995),
Fiorentini et al (1993) e Lins (1997) a autgmacurou relacionar essas concepgdes com as
apresentadas pelos professores com sua pratica pedagdgica, o que a levou as seguintes
c o n c | UAs prafessprasfenfatizaram o cardhstrumental dAlgebra]...] Entretanto, ndo
deram evidéncia de que sabiam usar as aplicacbddggaran o ensi no da mat er
(SANTOS, 2004, p. 131, 132). A autora destaca, ainda, que a percepéigebla como
generalizadora daritmética masdet aca que a excessiva fAmani pul e
no ensino dallgebra pode produzir de um lado uma falsa sensacéo de facilidade e de outro

uma i mpress«o muito forte de inutilidade (i bi
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Um outro trabalho associado a aprendizagerlgabraé o de Figueiredo (2007) que
em sua tese procura identificar os saberes e concepg¢des de educacao algébrica e, para issc
analisou avaliacfes realizadas por alguns estudantes de Licenciatura em Matematica e em
seguida os entrevistou, bem como seus professipesandese nas pesquisas desenvolvidas
por Brown (1988), Bell (1980), Kieran (1992), entre outros, destaca que parte das dificuldades
dos estudantes se relaciona ao papel da igualdade e ao aspecto de equivaléncia, mesmo se ng
utiliza a palavra aspectoomo indicativo de um resultado e da soma como um operador
Concluimos, a partir dos dados coletados nas entrevistas e resultados das avaliacfes, que &
concepcao sobreddgebrapredominante entre esses estudantes éatieéticageneralizada.

Outro tralalho € o de Shai e Sfafd012) que desenvolveram uma pesquisa com um
grupo de seis pares de estudantes de uma escola israelense que cursam o equivalente a noss
Oitavo Ano do Ensino FundamentalCiclo Il. O aspecto dallgebra como sendo uma
|l i nguagemr §aho ® ressaltado | ogo na introd
utilizam essa nomenclatura, destacando o carater generalista das representacfes algébricas
Como exemplo destacam a propriedade distributiva expressa pela igualdade a (b + ag=ab
para generalizar as operacdesAdi@méticae o papel que ela desempenha quando é preciso
responder a quest»es associadas ° solu-«o0o d
se inicia a relacao entre processos numéericos sistematizada ngpdnaseageneralizacdo ou
em uma tentativa SHAleSFARDR012®m64) equa- »es o (

Assim, procurando identificar como se da o surgimentoAldebra a partir dos
conhecimentos aritméticos que os estudantes que participam da pesquisa ja posstm®es 0S au
partiram da hipotese que nas fases iniciais, quando é feita a introdubBieble podemos
considerar que estamos trabalhando com uma-Arétaéticae que aAlgebrapodera surgir,
emergir a partir dos discursos oriundos de padrdes internos as;@gserdaAritmética

Segundo os autores:

A formalizacao através ddlgebraé um processo que visa aumentar a eficacia de uma
comunicacdo da metaritmética Este objetivo requer trés tipos de acdo:
disambigualizacd@quele que previne da possibilidade ieripretagcbes diferentes

de uma mesma expressdo por interlocutores diferendssandardizacéo
(padronizagdo)necessaria para assegurar que todos os interlocutores sigam o0 mesmo
processo de comunicacdocempressdocom a utilizagdo de expressdes corxisa
facilmente manipulaveis, sem a necessidade de longas receitas, que levem a solugédo

ou representa-«o dos conh&HAIRSRARDD. de i d
63 traducdo nossa).

Outro estudo é o de DONG, JOAN, e SFARD (2012) igwestigaram o impactda
lingua natural na aprendizagem dos estudantes em matematica no discurso sobre a infinidade.

Nessa pesquisa os autores fizeram uma comparacao dos discursos desenvolvidos por estudante
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do Ensino superior que falam o idioma inglés e estudantes que fatiioma coreano. O

objetivo era o de tragar um paralelo entre a diferenca e a maneira que as falas dos dois grupos
interferiam no discurso matematico sobre o tema e, para isso, foram coletadas 132 avaliacdes
de estudantes que falavam o idioma inglés edb26que falavam coreano, sendo selecionados

vinte representantes de cada grupo para entrevistas. Os pesquisadores constataram que no
idioma coreano, ao contrario de inglés, ha uma desconexao entre os disalirsgsa natural

e matematico sobre infinidadNesse idioma a palavra matematica para infinidade ndo é uma
versao formalizada de uma palagatidiang mas de um som de novela, inspirada por um termo
chinés para a infinidade.

Os autores observaram que apesar dos niveis comparaveis do desempamiaticoat
havia, certamente, uma dissimilaridade visivel entre os discursos mateméaticos sobre a
infinidade de estudantes nos dois grupos. No geral, destacaram que os estudantes nao
conseguiram desenvolver um discurso matematico bem estruturado sobidadefiSsegundo
os autores o discurso matematico dos estudantes que falam o idioma inglés, era predominante
processual, isto €, o dos estudantes que falam coreano, de uma maneira geral apresentaram uma
fala superficial descrevendo as estratégias que peamitichegar ao infinitésimo, o que
caracteriza um discurso mais proximo do matematico formal.

Destacamos, ainda, a pesquisa de Araujo (2009ytdizando a Teoria Antropoldgica
do Didatico CHEVALLARD, 1999)desenvolveu unestudo com o objetivo caradtaar e
comparar as praxeologias utilizadas na Franca e no Brasil para o ensino de equacdes do 1° grau.
Para isso, desenvolveu uma analise tedtidético sobre a forma com que o ensino de
equacdes é tratado nos dois paises, examinou 0s programas de lemss didaticos e
desenvolveu estudos experimentais junto a estudantes nos dois paises. Os resultados indicaram
gue em ambos o0s paises 0 ensino de equacdes do 1° grau € justificado como uma ferramenta
para resolver problemas e ndo tem sua organizagfenmatica devidamente caracterizada nos
documentos oficiais.

Outra pesquisa € a de Gil (2008), que em sua dissertacdo de mestrado buscou analisar
as dificuldades no estudo dos conceitos e procedimentos algébricos a fim compreender melhor
o entendimento dadificuldades apresentadas. Para seu desenvolvimento foram aplicados trés
blocos de testes para estudantes do Oitavo Ano do Ensino Fundamental seguidos de uma
entrevista para a qual foram escolhidos estudantes que apresentaram diferentes desempenhos.
Entrevistararmse, também, alguns professores, entre eles o da turma observada, com o objetivo
de compreender o ponto de vista desses atores envolvidos no ensino sobre as dificuldades no

ensino dalgebra



51

A partir dos dados coletados a autora conclui qulésede conhecimentos trabalhados
em anos anteriores, que no momento da passageAriti@ética para aAlgebra est&o
relacionados a procedimentos aritméticos que procedem ao contexto algébrico.

Aqui, fazemos uma rapida comparacdo com 0s aspectos utlinadwossa pesquisa,
pois essa falta de conhecimentos pode ser relacionada com os aspectos de memoria e
equivaléncia da igualdade, atribuindo parte das dificuldades a falhas nesses conhecimentos
relativos as propriedades das operacdesAdamética que estdantes trazem consigo,
dificuldade que poderiamos associar ao aspecto de estrutura dessas operacoes.

Voltando ao trabalho de Gil (2008) observamos que, segundo a autora, uma das falas
comumente observada nas entrevistas com o0s professores esta relazi@sadafalta de
conhecimentos anteriores, destacando também a dificuldade na interpretacdo de problemas
ditos algébricos, onde se exige a traducdo da linguagem corrente para a simbolica. Aqui,
novamente associamos ao nosso trabalho, pois esses entrdess g8 relacionados aos
aspectos de linguagem e generalizagio, bem como a relagéio Algebrae aAritmética,
indicando, assim, dificuldades relativas a passagefrittaéticapara aAlgebra

As pesquisas relatadas acima reforcam pontos conside@adossendo cruciais para a
nossa pesquisa, mais particularmente, no que se refere ao momento em que se da a introducac
daAlgebraescolar. Observae que a utilizacio de sequéncias e padrbes € considerada por esses
pesquisadores como fundamental nesspaetda aprendizagem. Entretanto, partimos da
hipétese de que a utilizacdo desse tipo de estratégia é importante, mas leva em conta apenas ¢
aspecto da generalizacdo supondo que os outros ja tenham sido apropriados adequadamente
pelos estudantes.

Assim, emlora tenha sido possivel destacar nesses estudos alguns dos aspectos,
observamos a falta de relacdo aparente entre os mesmos, que consideramos prejudicial a
compreensao do problema pesquisado. Dessa forma, na sequéncia, justificamos a nossa

pesquisa assinbmo seu ineditismo em relacdo aos trabalhos anteriormente realizados.

1.3. Nossa pesquisa. Justificativa da escolha a luz da proposta de passage#ritiaética
para a Algebra segundo Chevallard (1984, 1989, 1990) e estudos de Robinet (1984)

A Algebranaose restringe a uma generalizacad@d\demética Constitui, sim, uma area
de conhecimento que, entre outras origens, tem como fundamento a geometria Grega, na qual

encontramos as primeiras demonstracdes de identidades confe @+bl? + 2ab.



52

A principd obra de Viéte relacionadaMgebrase chamavin artem analytican isgoge,

0 que ressalta a visdo do autor sobre um dos aspectos fundamentais desse ramo de conhecimento
- 0 aspecto de analise.

Ao analisar o ensino dilgebrana Franca, Chevallard (198®staca a énfase dada as
técnicasoperatdrias para a realizacao tdeefas relacionadas aos objetos dessa disciplina
considerando que A[...] fAas regraso desta man
se exprimem por instrucdes padrées como desénv er , f at orar, etc. O (C
Segundo o autor, isso acarreta a falta de adaptacdo do calculo algébrico trabalhado
principakméht ¢léanos) dinlsituacbes novas que surgem a cada nova etapa
desse ensino. Assim, buscandocorepned er esse pr obl ema&posdivel se quce
definir e realizar um sistema de ensino que determine uma relacao institucional, no que se refere
ao algébrico, mais idénea em relacdo tasefas as quais aAlgebra serd empregada
principalmentené | yc ®®¢ 9% §1és) ( CHEVALLARD, 1989, p. 4

A resposta a essa questédo, segundo o autor, pode ser encontrada no desenvolvimento de
atividades que permitam a modelagem de problemas ou situacdes tanto externas como internas
da matematica, ao mesmo termgra que se busca criar as condi¢cdes para que se permita o
acesso dlgebra Observamos, ainda, que a esse respesodd (1994) ressalta que a criacéo
de modelos é um tipale atividade matematicigada aAlgebra elementar que possui
caracteristicas compermitiro estudo de problemasitméticos, geométricos, estatisticas, etc.;
desenvolver umaimbolizacéo global das relacdes entre os dados e as incégnitas do problema;
formular umalinguagem simbolica que permita interpretar funcbes de diversas variavei
funcbes essas que desempenhariam o papelmdoelos algébricos para representar o
problema.

Nos parece importante apresentar aqui um exemplo proposto por Chevallard:

Um comerciante compra uma peca de pano ao preco de 4 francos o metro,emede
revenc da seguinte forma: o quinto a 8 francos o metro, o quarto a 7 francos o metro,
0 resto a 6 francos o0 metro, obtendo assim um lucro de 424 francos. Qual era o
comprimento da pec¢a de pan@hévallard 1989 p. 64)

Chevallard (1989) ressalta que o probleanena poderia ser resolvido pélatmética
tradicional utilizando a regra da falsa posi¢céo da seguinte forma:

Suponhamos que a peca pano tivesse 20 metros. Como o preco de compra € de 4 francos
entdo o valor gasto seria 4 x 20 = 80 francos.

O valor obtiab pela venda seria:
8.3%de208+ 7%&1de208+ 6.%0- g%deZOS- gédeZO%:li%Bfrancos, ou seja
C + ¢4 + ¢ C + ¢4 +
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8x4+7x5+6(204-5) =133 francos,
Logo o lucro obtido seria 13380 = 53 francos, 0 que é 8 vezes menor que o lucro
real. Portanto, a peca de pano mediria 8 x 20, ou seja, 160 metros.
A mocdelagem algébrica, nos permite escrever esse problema da seguinte forma:

Considerando x como o comprimento do tecido, obtemos a seguinte equacao:

%.§+7.5+6.§e<- x. 583- 4x =424, cuja manipulagao algébrica resulta em x = 160
c S 4 ¢ 5 4=
metros, respondendo, assim, a questao.

Segundo Chevallard (1989) o que amplia o potencighldabrasio os parametros,
variaveis cujos valores sdo supostamente conhecidos. Em termos mais precisos, a introducao
dos par©metros f az pArégngécadr, e dema smeedegemecg eamn «
comum estao relacionados unicamente ao calculo sobre nimeros, a modelagem algébrica onde
0s enunciados em linguagem natural geram expressoées literais, sobre as quais se opera o calculc
algébrico, permitindo a construcédo de conhecimentos sobre oasistedelado.

Para justificar a afirmag&o acima, vejamos outro exemplo proposto por Chevallard:
Considere dois impares consecutivos, como 5 e 7. Sua soma, 12, é par, conforme o
esperado; mas também é um multiplo de 4. O exame de outros pares de impares
conseutivos (3 +5 =8, 9 + 11 = 20, 13 + 15 = 28, etc.) nos conduz a mesma
observacéo, parecendo ser uma conjectura razoavel, que poderia ser considerada uma
generalizagdo. Algebricamente, os nimeros impares sucessivos podem ser modelados
por 2k + 1 e 2k + 3pnde k é um natural qualquer. A soma desses nimeros é dada por
c=(2k+1) +(2k+3) =4 k + 4 = 4 (k + |) expresséo que mostra, como esperado, que
¢ é um multiplo de 4GHEVALLARD, 1990, p. 21)

Esse entre outros exemplos apresentados por Chevallamhsteam o potencial da
Algebracomo produtora de novos conhecimentos. Observarmos pelo exemplo acima que a
soma de qualquer par de impares consecutivos sera um multiplo de 4, independente do valor do
parametro k, conhecimento novo obtido a partir da mgdetaque pressupde uma conversao
do registro de representacdo em lingua natural para o registro de representacdo algébrica,
conforme definicdo de Duval (1995) e na sequéncia um tratamento que possibilita a resolucao
da situacao proposta.

Partindo do pressgto que a modelagem permite a construgdo de conhecimento,
acreditamos que poderia ser utilizada na formulagcéo de novos conceitos, ao invés de-apresenta
los prontos.

Como destaca Chevallard (1984) a origem dos chamados numeros inteiros ndo foi uma
invencd® para justificar situacdes praticas como a criagdo de uma escala para medir o nivel do

mar ou a elaboracdo de uma escala para o termémetro, mas sim para responder a questde:
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internas da matematiea@omo a insuficiéncia dos nimeros Natuiagsoutras quetdes como:
qgual a solugéo paraquacdes como x + 12 = 5?

Assim, nos parece que a discussao gerada na formulacdo de respostas a questées como
essa permitiria AA passagem da Vvis«o Aoperaci ¢
(estr ut uandmla)passagem dar concepcdo de uma expressao numeérica literal como
sequ°’ncia de opera-»es a HEWALLARD 1990°p. W) conce
gue auxiliaria na formulacédo de uma prética algébrica satisfatoria.

As observacdes acima destacadastdbalhos de Chevallangos conduziram a propor
um estudo no qual identificamos os aspectos de memoria, linguagem, equivaléncia da
igualdade, equivaléncia entre ostensivos, generalizagdo, analise e estrutura, que surgem na
histéria da génese do céalculdgébrico e, de certa forma, sédo utilizados nos trabalhos em
Educacdo Matematica, para fazer um diagnéstico de quais aspectos dificultam a passagem da
Aritméticapara aAlgebrana educacgéo basica no Brasil.

Na sequéncia apresentamos 0s objetivos, a prélieare a metodologia da pesquisa.
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2. OBJETIVOS, PROBLEMATICA, QUESTOES DE PESQUISA E
METODOLOGIA

2.1. INTRODUCAO

O desempenho dos estudantes nas diversas avaliagdes institucionais, em particular nas
macro avaliagbes estaduais e federas Brasil, tanto oficiais quanto as informalmente
realizadas, demonstram as dificuldades dos egressos de nosso sistema de ensino no que di:
respeito ao ensino da Matematica.

Um relato mais especifico dessa situacdo pode ser encontrado no relatério iPedagog
2010, daSistema de Avaliacdo de Rendimento Escolar do Estado de Saé BARESP, que
analisa os resultados obtidos pelos estudantes em nosso Estado.

Nesse relatério sdo definidos os critérios para a formulacao da avairagaolevando
em consiéracdo o desempenho dos estudantes em funcdo das expectativas de aprendizagem
que sdo estabelecidas no curriculo por meio dos conteudos, competéncias e habilidades, como

podemos verificar no extrato que segue:

[...] agrupados em quatro niveis de profici@ni Abaixo do Basico, Basico,
Adequado e Avancadd definidos a partir das expectativas de aprendizagem
(conteudos competéncias e habilidades) estabelecidos para cada ano e disciplina no
Curriculo do Estado de Sdo Pa{®AO PAULQ, 2011, p. 6)

A descri@o dos critérios usados na formulacdo das questbes que fazem parte do
processo de avaliacdo pode ser encontrada no documento Matrizes de referéncia para avaliacdo
SARESP 2010, documento que, segundo as instituicbes envolvidas, serviu de base para a
elaboncéo das provas. De acordo com esse documento, os estudantes sdo avaliados levandc
em consideracdo os grupos de competéncias, classificadas em: para observar, grupo 1, para
realizar, grupo 2, e para compreender, grupo 3.

Consideramos um exemplo de habitidaindicada em cada grupo, associadgébra
No grupo ficompet °ncia para observaro encont
algébrica que expressa uma regularidade observada em uma sequéncia de nimeros ou figuras
(padr»es) o OS«op.B@®dyYyl.o,No20@Irupo fAcompet °nci e
habilidade

fatora-«obo, e no grupo ACompet°ncia ©par a

H13, ASi mplificar express»es a

habilidades com énfase dadaresolucéo de problema e relacionados aos contetudos equacao
do primeiro e do segundo grau, e sistema de equag0es de primeiro grau, pois sao objetos de

estudo dalgebrapara o Ensino Fundamental e s&o destacados como aqueles cujos objetivos
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parecem nao emtsendo atingidos, pelo menos quando consideramos os resultados da avaliacéo

SARESP.

O relatorio apresenta as analises de questdes relacionadas com a habilidade avaliada e

dentre essas andlises destacamos a seguinte consideracao:

A introducgéo da lingugem algébrica é um dos passos mais importantes da formacao
escolar matemética do aluno: o momento introdutério trabalha com a passagem do
concreto para o abstratd concreto aqui entendido como o aprendizado
contextualizado dos numeros, suas propriedadegracdes, procedimentos e
algoritmos numeéricos Afitmética) e, abstrato para falar das letras, simbolos,
variaveis, modelos, férmulas, algoritmos e procedimentos algébricos. Esta passagem
€ um momento de transicdo que exige cuidado do professor e anraduatecdo

aluno (no caso, grau de abstracéo). Em geral o que ocorre é que nossos alunos recebem
umaAlgebraja pronta, descontextualizada, e recheada de simbolos e incognitas que
ndo fazem o menor sentido para os alunos. A linguagem algébrica ndo é um
amont oado de regras e de instru-»es fisiga
com o aluno até que ele seja capaz de atribuir significado e saiba expressar as relagées
entre as variaveis(SAO PAULQ, 2011, p. 152)

Na sequéncia do relatorio sdo destasambquatro niveis de proficiéncia do SARESP,

gue sao ainda classificados em insuficiente e suficiente, sendo o suficiente subdividido em

basico e adequado. Na figura 5 temosquadroque apresenta um resumo da descricdo dos

niveis adotados nessa avaliaca

FIGURAS Descricdo dos niveis de proficiéncias adotados na avaliacdo oficial do Estado de Sé@o Pa
SARESP 2010

Quadro 1. Classificacdo e Descricdo dos Niveis de Proficiéencia do SARESP

e = Niveis de -
Classificacdo I Descricdo
Proficiéncia
- Abaixo do Os alunos, neste nivel, demonstram dominio insuficiente dos conteudos, competéncias e
Insuficiente - - . y -
Basico habilidades desejaveis para o ano/série escolar em que se encontram.
Os alunos, neste nivel, demonstram dominic minimeo dos conteudos, competéncias e
Basico habilidades, mas possuem as estruturas necessarias para interagir com a proposta curricular
. no anofsérie subsequente.
Suficiente i
Os alunos, neste nivel, demonstram dominio pleno dos conteddos, compet@ncias e
Adequado - A
habilidades desejéveis para o ano/série escolar em que se encontram.
Os alunos, neste nivel, demonstram conhecimentos e dominio dos conteddos, competéncias
Avancado Avancado ) :
e habilidades acima do requerido no ano/série escolar em que se encontram.

FONTE Relatorio SARESP 2010, p. 6

Para essa classificacdo é construida uma unica escala de proficiéleciagda de forma

crescente, permitido acompanhar o desempenho dos estudantes ao longo da Educacao Basica:

Ensinos Fundamental e Médio.

[...] os pontos 125, 150, 175, 200, 225, 250, 275, 300, 325, 350, 375, 400, e 425,
escolhidos a partir do ponto de nidel proficiéncia igual a 250, média do 9° ano do
Ensino Fundamental no Saeb 1997, em intervalos de 25 pontos (meicpido).

(SAO PAULO, 2011,p. 5).
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ApoOs a selecdo dessa escala, € feita a distribuicdo de acordo com os niveis de

proficiéncias defiidos anteriormente e classificados conforme tabela abaixo, figura 6.

FIGURA 61 Niveis de proficiéncia de Matematica do SARESP 2010

Quadro 2. Niveis de Proficiéncia de Matematica do SARESP

Niveis de Proficiéncia 5° EF 7° EF 9° EF 3*EM
Abaixo do Basico <175 < 200 <225 <275
Basico 175a < 225 200 a < 250 225 a < 300 275a < 350
Adequado 225a < 275 250 a < 300 300 a < 350 350 a < 400
Avancado > 275 > 300 > 360 > 400

FONTE Relatério SARESP 2010, p. 6
O resultado das avaliacdes realizadas entre os anos de 2008 a 2010, sdodgeesenta
na pagina 209 do referido relatério, por meio do grafico da figura 7.

FIGURA 71 Resultados do SARESPMatematica de 2008 a 2010.

Matematica SARESP 2008-2010

2009 2010 2008 2009 2010 2008 2009 2010 | 2008

60 1

. :%
Hl\\ll
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20 A

10-

2008 2009 2010

Abaixo do Basico Basico Adequado Avanc¢ado

FONTE Relatério SARESP 2010, p. 209

Nesse gréafico podemos visualizar o desempenho em Matematica dos eshatagtedro anos
avaliados, ficando evidente que cerca de 85% dos alunos da sétima série ndo ultrapassaram o nivel
bésico esperado, sendo que cerca de 40% estdo abaixo desse nivel. No que se refere aos estudantes
terceira série do Ensino Médio, temosceede 60% classificados abaixo do basico, o que equivale a
uma pontuacao inferior a 275, colocaraodentro da faixa de alunos com nivel de proficiéncia basico

na sétima série, atual oitavo ano do Ensino Fundamental, Ciclo I. Isso nos leva a conéuirglagio



58

aos conhecimentos desses estudantes em matematica, um grande numero deles apresenta uma

defasagem de, no minimo, cinco anos.

Finalmente, consideramos relevante ressaltar, apesar do documento nao se referir a essa
questdo, que é importante pansas possibilidades futuras dos estudantes, pois atualmente
muitos deles se interessam pelas novas tecnologias da informacdo e comunicagcao, e essas
trazem também novas necessidades, principalmente no que diz respeito a capacidade de
comunicacado homemaquna, que esta associada ao desenvolvimento de algoritmos que criam
as condicdes para que os estudantes tenham acesso a uma matematica mais complexa, como

destaca House:

Desenvolverarse algoritmos que substituiram a manipulacdo de objetos pela
manipulacaale simbolos, capacitando assim as pessoas a elaborar uma matematica
mais complexa, o que, em Ultima insténcia, levou a novos progressos, tanto em
matematica como nas matérias relacionadas (HOUSE, 1995, p. 4).

Mas, para o desenvolvimento dos algoritmog ¢gvam aos novos progressos em
matematica, € preciso que existam pessoas qualificadas para esse trabalho e, certamente, esses
estudantes podem ser os futuros desenvolvedores de tais tecnologias, sendo para isso necesséria
uma formacé&o adequada, em patticuguando se consideram as nocéedldebra

Apoés essa breve discussao sobre os resultados de uma macroavaliagdo, que mostra a
dificuldade atual dos estudantes e que nos estimulou a realizar nossa pesquisa, introduzimos

seu objetivos.

2. 2. Objetivos

O objetivo desta pesquisa €é identificar as relagfes institucionais existentes que criam as
condices para a passagenmAdizaméticapara aAlgebra Buscamos identificar:

- Quais relacbes pessoais sdo desenvolvidas,grupo pesquisadovia relacéo
institucional;

- Como elas evoluem, de forma a permitir essa passagem

2.2.1. Objetivos especificos

Como ja foi explicitado anteriormente, pretersgdecom essa pesquisa identifigaais
relacbes pessoais foram desenvolvidas por um grupo de estudante dos Ensdamental e
Médio em relac&o aos aspectosMigebraintroduzidos no capitulo anterior e verificar se essas

relacdes pessoais estdo em conformidade com as relacdes institucionais existentes.
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De forma mais gpecifica:

- Identificar, tomando como basen levantamento dos conteudos trabalhados em
algumas colecfes de s do Qinto aoOitavo ano do Ensino Fundamental, as relacbes
institucionais existentes que criam as condicdes para a passagetméticapara algebrg

- ldentificar entre os conheunentos que compdem a relacdo institucional existente
aqueles que facilitam a passagenfdéméticapara aAlgebra

- ldentificar quais conhecimentos, institucionalmente trabalhados, correspondem
aqueles do momento em que ocorre a introdugigebra

- Identificar @& relacdes pessoais desenvolvidas pelos estudantes que participaram da
pesquisague permitanma passagem daritméticapara aAlgebrg coménfaseno momento em
que essa ocorre.

Dessa forma, inici@e a pesquisa, considerando a seguinte pradiiea, com os

guestionamentos que dela se originam.

2.3. Problemética e questdes de pesquisa

O foco dessa pesquisa € identificar as relagfes pessoais desenvolvidas pelos estudantes
com os objetos dalgebraao longo da formacao escolar, em particulareducacio basica, no
momento em que ocorre a passagemrfitméticapara aAlgebra

Considerase que essa relacdo vai sendo construida ao longo da vida escolar do aluno e
nao apenas no momento em que se da a introducdo das primeiras no¢cfes assdajaalas a e
partir de conhecimentos baseado nas operacdes numéricas dentemdmaAritmética

Estudos bibliograficos desenvolviddpara essa pesquisa nos leva a identificar a
introduc&o de aspectos relacionadddgebraa partir doQuinto Ano do Ensind~undamental.

Segundo estudos apresentadosgnoto capitulo, € nesse momento que ocorre a
introducdo do trabalho com expressGes numéricas basicas, no qual se gefinelade da
multiplicacdo em relacdo a adicdo e subtracdo, passagem essa queddwgjfpor meio de
pesquisa bibliogréfica, ocorrer entreSétimo eOitavo ano do Ensino Fundamental, ciclo 1.
Essaprioridade pode ser relacionada, com os aspectos estruturaigetesa como ressalta
Chevallard (1984). Também é nesse momento, por dodi@tamento dado a resolugédo dessas
expressodes, que se introduz aspectos ligados a relacdo de equivaléncia da igualdade e memorie

com a reproducéo, a cada etapa, de termos nédo envolvidos nas operacoes realizadas.

12 Nesse estudo, apresentado no capitulo 5, analisamos alguns livros didaticos procurando identificara a relagao
institucional do estudante com os sas matematicos necessarios na passagem da Aritmética para a Algebra.
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Observamos aqui que, segundo Chevall@@i84), esses aspectos sdo elementos
fundamentais para o estabelecimento de uma relagdo consistente entre o estudante e os objetos
daAlgebra

Dessa forma, a problemética da pesquisa esta associada a um estudo sobre aspectos da
Algebra por nos identifiados, no momento da passagemAdiémética para aAlgebrana
educacdo basica. Nesse estudo buscamos compreender quais as consequéncias do néo
estabelecimento de uma relacdo pessoal satisfatéria, por parte dos estudantes, com esses
aspectos ou, ao contrarise o desenvolvimento de um bom relacionamento facilita essa
passagem.

Dentre os aspectos dalgebrg memodria, linguagem, equivaléncia da igualdade,
equivaléncia entrestensivosanalise, generalizacdo e estrutura, quais séo trabalhados e que
dificuldades sédo decorrentes do tratamento dado a eles no processo de ensino e aprendizagem.

Isso conduziu a um questionamento mais refinado, a saber:

- Quais conhecimentos sd0 necessarios para que ocorra a passdgeémeétizapara
aAlgebre?

- Quais as relac@anstitucionais existentes qaexiliam a passagem daitméticapara
aAlgebre?

- Quais as relagdes institucionais existentes que privilegiam os aspeditgedsa
guando se considera os estudantes envolvidos na pesquisa?

- Quais os tipos déarefasque sdo propostas aos estudantes de forma a permitir a
passagem daritméticapara aAlgebra?

- De que forma os aspectos de memoria, generalizacdo, equivaléncia da igualdade,
equivaléncia entrestensivosanalise, linguagem e estrutura sdo explorados neesséss?

- Quais agécnicas d@ecnologias utilizadas na realizacdo detseefas?

- Quais conhecimentos, de acordo com as expectativas institucionais brasileiras, sao
esperados, dos estudantes, no momento dessa passagem e qual o nivel de conhexlheento qu

é associado?

- Entre 0s conhecimentos necessarios para essa passagengstf@iassociados a
relacéo pessoal dos estudantes carnitenéticae com aAlgebrea?

- Quais as relacOes pessoais efetivamente desenvolvidas pelos estudantes, com alguns
objetos daAritmética, que favorecem a passagemAdiaméticapara aAlgebre?

Para responder as questbfes acima, desenvolvemos uma pesquisa seguindo a

metodologia que passamos a descrever a seguir.
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2.4. Metodologia

A busca das respostas para as questbesid@uantadas ocorreu enmcoetapas, assim
definidas:

Primeira etapa: Pesquisa didaticepistemoldgica, procurando definir o quélgebra
quais as relacdes institucionais e pessoais que devem ser desenvolvidas de degitditap
a sua aprendizagerfissa primeira etapa foi realizada por meio de uma pesquisa bibliogréfica
que, segundo Gil (2008), € desenvolvida com base em material j& elaborado, em especial, livros
e artigos cientificos.

Segunda etapa Levantamento dos aspectos relacionados ao edsiddgebra via
andlise de livros didaticos do Ensino Fundamental | e Il, por meio de uma grade de analise
desenvolvida buscando identificar:

- Quais os tipos dearefas sdo propostas aos estudantes, relacionadas as relacdes

pessoais que se espera desemrole forma a facilitar a aprendizagemAdigebra

- Quais niveis de conhecimentos, conforme definicAo de Robert (1997, 1999), sdo

necessarios para a solucéo detmafas

- Quais conhecimentos auxiliam o estabelecimento de uma relagcido pessoal do aluno
com os objetos dalgebra

Essa segunda etapa foi realizada por meio da pesquisa documental que, segundo Gil
(2008), é parecida com a pesquisa bibliografica, sendo que a diferenca entre elas esta na
natureza dafontes pois ela pode ser realizada por na#gomateriais que ainda nao receberam
um tratamento analitico ou que podem ser reelaborados em funcdo dos objetos da pesquisa.
Assi m, al ®m de analisar documentos de Apri
sindicatos, instituicbes etc.), € possiaahlisar aqueles que ja foram processados, mas que

podem receber outras interpretagoes.

Terceira etapa Formulacao e analisepaiori do teste diagnostico, tomando como base
as relacgdes institucionais identificadas na pesquisa diedgistemologica erglise dos livros
didaticos das relacdes pessoais que se espera do estudante com os chigebsada

Quarta etapa Aplicacéo do teste diagnostipara grupos de estudantes don ano,

do Ensino Fundamental ao Terceiro Ano do Ensino Médio.
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O teste dagnostico, para os estudantes dos Ensinos Fundamental e Médio, foi aplicado
em uma escola privada de Maud, cidade na regido da Grande S&o Paulo. A escolha por essa
esola se deve ao fato do pesquisamortrabalhado durante muitos anos na instituicdoa de
grande parte dos estudantes ingressar nela no maternal e ali estudar kté &fieeno Meédio.

Tratase de uma escola organizadencorpo docente é estavel, evitando, dessa forma, maiores
interferéncias nos resultadosm particular, aquelas assatas as mudancas frequentes de seus
professoredOs trés professores que ministram a disciplina de Matematica pertencem ao corpo
de funcionarios ha, pelo menos, oito anos. A instituicdo promove reunides pedagogicas
semanais onde os problemas enfrentadosistutidos e as decisdes sdo tomadas de forma
coletiva. O conjunto de estudantes, em sua grande maioria, ingressa na instituic@&soalprée

e nela permanecem até o final do Ensino Médio e os pais séo participativos tanto na formacéo
de seus filhos queo na relacdo que mantém com a instituicdo de ensino, o0 que garante uma
relacao institucional estavel fundamental para o bom desenvolvimento das relacées pessoais
dos estudantes com os objetos de saber traballfadstabilidade do corpo docente e dideen
permite o estudo sobre o desempenho do grupestlelantesem relacdo aos aspectos da
Algebra aqui definidpouma vez que isso garante um trabalho com certa uniformidade e
continuidade.

Quinta etapa Analise aposteriorido teste diagndstico por maia confrontacdo com
a analise griori em queparticipaam estudantes douiito Ano do Ensino Fundamental ao
TerceiroAno do Ensino Médio, da escola acima descrita.

Dez turmas participaram da pesquisa, hum total de 138 alunos. A pesquisa foi aplicada
em lorario extraaula, por professores indicados pela instituicdo participante. Nem todos os
pais e responsaveis autorizaram a participacdo de seus filhos. Na tabela 1 abaixo, temos a
distribuicdo do numero de estudantes em cada ano e a quantidades dopaqieras ao
guestionario de pesquisa.

TABELA 1 - Niamero de estudantes que participaram da pesquisa

Ano Escolar Quinto | Sexto | Sétimo | Oitavo | Nono Primeiro | Segundo | Terceiro | Total
Total de alunos na sala| 31 40 29 43 19 31 29 29 251
Numero de alunos que

participaram 19 21 18 22 10 17 14 17 138

FONTE O autor (2015).

Mesmo néo tendo a adesao do total de estudantes, consideramos que conseguimos
participacdo significativa, com cerca de 55% dos alunos respondendo as questdes e, dessa

forma, contribuir con a pesquisa.
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Em funcéo dos resultados obtidos pelos estudantes, foi possivel identificar se existe uma
melhora no desempenho na realizacdo das tamfasdo se trabalha de forma organizada e
com a colaboracao de professores, educadores, estudantes e pai

E importante explicitar ainda que, na busca das relacdes pessoais, os testes aplicados
aos estudante® Ensino Fundamental, Quinto ex& ano, foram compostos de trés questdes,
que serdo apresentadas e analisadas no cafitiNelas sdo propostdarefasrelativas a
resolucéo de expressées numéricas envolvendo propriedades estruturais das operacfes em jogc
Na primeira expressao nao se solicita a indicacdo da ordem de realizacao das operacdes, 0 que
é pedido na segunda questdo, na qual se demapmtantamento dodas as etapas utilizadas
na resolucaoO objetivo é o de verificar a relacdo pessoal vinculada ao apontamento das
operacdes efetuadas e a relacdo estabelecida com as propriedades estruturais das operacoe
numeéricas.

Na terceira questdo,ireda para o Qinto e Sexto ano, € solicitado ao estudante que
escreva como se |é expressdes envolvendo o produto de um namero pela soma dois termos e ¢
produto de uma soma por uma diferenca. Nessa questao pseddemtificar a relacao pessoal
do estudare com o significado dos apontamentos utilizados. Embora se trate de apontamento
envolvendo nimeros essas notagdes nos remetem a propriedades estruturais da operacao d
adicdo e multiplicacéo nalgebra

Esperase que a relagédo pessoal do estudante, isi@pela relacdo institucional com o
saber matemético transposto para o ensino, evolua a medida que esse avance Nnos anos
subsequentes. Procurando identificar essa evolucdo, propomos para estudantes de anos ou Série
seguintes o conjunto completo de quest@®m os mesmos objetivos dos itens a e b, na terceira
questao € proposto no item ¢ uma expressao envolvendo o quadrado da soma de dois termos,
por se tratar de um conteudo matematico introduzid8emto Ano. Creio que a compreensao
desse tipo de apontamto indica a apreensdo do objeto matematico representado, o que é
fundamental na transic&o daitméticapara aAlgebra

Na quarta questdao procuramos identificar a relacdo pessoal do estudante com a
igualdade como equivaléncia, além das propriedadeswraisudas operacdes envolvidas. Sao
propostas duas igualdades, sendo a primeira falsa e a segunda verdadeira. Por se tratar de
expressdes numericas, € possivel sua validacdo desenvolvendo ambos os lados operacao, ma
nao se espera que o estudante tonmeeiagsativa que, se adotada, nao invalida, pelo contrario,

demonsra o0 estabelecimento de unedacacsatisfatériada igualdade como equivaléncia.
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Na quintatarefa propomos duas questéstméticas formuladas de forma discursiva,

o0 que habitualmente@dh omi nado de fAprobl emaso nos | ivros
medida em que os estudantes avancem nos anos escolares, eles desenvolvam uma forma de
solucéo que se aproxime de uma solucéo algébrica com a utilizagcdo de modelagem do problema
por meiode equacdes. Deskama, procurase identificar aprimoramentala relacao pessoal

do estudante com esse tipo de representacdo e em relacdo a essa ho¢cao matematica.

A sexta questéo foi formulada procurando levar o estudante a estabelecer generalizacbes
sobre sequéncias que apresentam um padrdo. O objetivo é o de verificar se o estudante
desenvolveu uma relacdo pessoal que permita representar, de forma geral, a quantidade de
Afcarinhaso de acordo com a posi - «o0 adspéciomhao en
identificados como fundamental em diversas pesquisas envolvendo o ensino e aprendizagem
daAlgebra em particular, nas pesquisas de Ponte (2006) e Grecco (2008). Por serem bastante
intuitivas, as sequéncias elaboradas nao permitiriam conclugr rglecao pessoal do estudante
com a habilidade de generalizacdo esteja estabelecida. Por esse motivo, é proposto na sétima
guestdo uma sequéncia envolvendo soma de fracbes, que segue a mesma linha adotada nas
guestdes anteriores. A soma envolve operagde®ricas, mas sua realizacdo exige que o
estudante tenha desenvolvido uma relagéo com o aspecto da generaliZsigaébrada

As questdes foram elaboradas buscando identificar se na relacéo pessoal do estudante
com o conhecimento matematico estio presemts aspectos dAlgebra relacionados
anteriormente, a sabememodria, equivaléncia da igualdade, generalizacdo, estrutura e
linguagem.

A sequéncia das questdes esta definida em ordem crescente de dificuldade, procurando
reproduzir a evolugéo do contetam longo da formacaescolar dos alunos a partir doigto
ano do Ensino Fundamental.

A opcdao por estudar o aprimoramedss relacfes pessoais dos estudantestia go
Quinto anose deve as relagdes institucionais envolvendo propriedades operat&ias da
operacdes numéricas ligadas as propriedades estrutufdgetiea Como ja observado acima,
€ noQuinto ano que ocorre a introducédo das primedigasicasque podem ser relacionadas
com as estruturas algébricas, por meio das expressdes algébri€agtiNano, o estudante é
apresentado ao conjunto dos numeros naturais e, com eles, as propriedades operatérias da
adicdo e multiplicacao, propriedades essas formuladas dentjoadoo que denominamos
aritmo-algébrico, que se justifica como um trabalhoialjaddado com o objetivo de desenvolver
a tecnologia necesséaria a passageniritmética para aAlgebra O acompanhamento nas

demais séries do Fundamental se deve as relagdes institucionais que procuram levar de maneira
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progressiva o conhecimento matematite forma a permitir essa passagem ao longo dessa
etapa de formacgéo.

A opcéo por analisar a relacédo pessoal desenvolvida pelos estudantes do Ensino Médio
esta relacionada ao fato de esse fazer parte da formacdo basica comum a todos os estudante
em nosa estrutura escolar, assim esperavamos poder verificar como evolui as rela¢des pessoais
desses estudantes com os objetoilgabraescolar, uma vez que para esses estudantes novos
conhecimentos ser&o introduzidos, mas eles precisam trabalhar com asrfersaidilgebra

desenvolvidas no Ensino Fundamental de forma explicita para resolvertam@ias
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3. REFERENCIAL TEORICO

3.1. Introducéo

Um dos discursos mais frequentes em nossa escola é o de que a Matematica é
fundamentapara o dia a dia, podendo ser encontrada em atividades cotidianas. Entretanto,
guando questionados sobre para que serve determinado conteudo, temos dificuldade em buscar
uma justificativa que convenca o estudante, projetando a necessidade do conhecimanto n
poss2vel futura vida fAprofissional 0.

Deste modpos leigos partem para a critica argumentando que essa dificuldade est4 na
ma formacéo dos profissionais que atuam em sala de aula, que envolvidos pela rotina escolar
nem conseguem perceber as relag@ggucionais presentes em sua atividade, ficando a mercé
de criticas e sem conseguir se defender.

A dificuldade na busca da justificativa sobre os contetdos trabalhados, as estratégias de
ensino e avaliacdo entre outras interacdes que ocorrem no andseolar tém suas raizes na
forma como séo definidos o trabalho em sala de aula, ndo s6 em termos de conteudos como
também as posturas esperadas dos profissionais envolvidos De acordo com Chevallard (1997,
1999, 2001, 2002), elas ndo estdo a cargo ddsgsares que atuam diretamente como 0s
estudantes, mas sim de um conjunto de atores Séceisre eles os criticos da formacdo dos
professores, fato que a grande maioria das pesquisas envolvendo o ensino da mateméatica parect
desconhecer ou ndo perceb@nportancia da interferéncia dessas esferas nessa definicéo.

As consideracfes acima nos levam a adotar como principal referencial teérico para o
desenvolvimento dessa pesquisa a teoria antropoldgica do didatico de Chevallard (1994, 1997,
1999, 2001, 2(®), de acordo com a qual as relacfes que se estabelecem dentro da instituicao
escolar sofrem influéncia direta das instituicbes com as quais ela se relaciona. Entre essas
interferéncias temos a definicao de contetdos, a maneira como esses serao trabalfjados
se espera dos estudantes inseridos nessa instituicdo. Com base nessa interferéncia, utilizaremo
como suporte nesse referencial os niveis de conhecimentos esperados dos estudantes definido:
por Robert (1997), a nocdo deadroe mudanca dguadrcs segundo definicdo de Douady
(1984, 1986) e as nogOes de objebsgensivose ndo-ostensivodefinidos em Chevallard
(1994).

Na sequéncia, fazemos uma breve apresentacdo dos elementos da Teoria Antropoldgica

do Didaticoi TAD que serviram de ferramentasatglise para essa pesquisa.

13 Chevallard denominasse conjunto de atores de Noosfera.
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3.2 Teoria Antropoldgica do Didatico

Desenvolvida por Chevallard (1999, 2002), a teoria antropoldgica do didatico, destaca
as relacdes entre os objetos, um individuo e as instituicées. Segundo Chevallard (2002), por
objeto, r@resentado paws, podemos considerar qualquer entidade, seja material ou imaterial,
que exista para pelo menos um individuo que o autor representaleEssa forma, segundo
Chevallard (2009) tudo sera objeto, incluindo as pessoas. Assim, serdo olgjamsadio a
de namero e os simbolos que os representam. Também séo considerados objetos 0s conceitos
como o de pai e filho, a ideia de perseveranca (ou coragem ou virtude), etc. Além disso, o autor
enfatiza que, em particular, qualqt@refa, ou seja, quguer atividade humana intencional, &
um objeto.

O segundo conceito fundamental conforme o autor é o de relacdo pessoal, representada
por R(x,0) relagdo do individuo com o objetpie se estabelece quando de alguma forma o
mesmo interage com esse objetnda que essa interacdo seja simples como somente falar
sobre ele. Dessa forma, se€onhece o objeto entdoRa( x ,PoBssarelacio é dinAmica e
podera evoluir, ou seja, a interacdo com o0 objeto podera se aprimorar ou seguir na direcao
oposta de forma euo sujeito deixe de se relacionar com o mesmo.

O terceiro conceito definido por Chevallard (2009) é o de pessoa, constituido por um
individuo e as relacdes que a pessoa mantém com os objetos R(x,0) em um dado momento de
sua historiapodendo ser represano pelo parX, R(x,0) . Como essa rela-«o0 ®
l ongo do tempoodo, o0 s ixevolinohjetasgue nd® bxéstiam pasaelp e s s 0 a
podem comecar a existir, outros podem deixar de existir (CHEVALLARD, 2009, p. 2); ou seja,

a relacagessoal d& muda caracterizando uma evolucéao, de forma g@ividuo se mantém,

masa pessoa muda. O conjunti(x) = {(o, R(x ,0)) / R(x ,0 ) @) } de todas as relacdes do
sujeito com os objetos que fazem parte das instituicbes com as quais mantm éon
denominado pelo autor de universo cognitivo de x. O conceito de Universo cognitivo n&o
assume aqui, de acordo com suas palavras, o mesmo significado definido de forma corrente nos

meios intelectuais

O termo cognitivo aqui ndo se relaciona com otidenusual, eu tenho um
relacionamento pessoal com minha escova de dentes, maquina de café da cafeteria, 0
pedal de freio de meu carro, etc., todos esses objetos fazem parte do meu universo
cognitivo, da mesma forma que fazem parte, por exemplo, o codee@tquacdo do
segundo grau, ou derivada (CHEVALLARD, 2009, p.1, tradu¢cdo nossa)

Outro conceito fundamental definido por Chevallard (2009) é o de Instituicdo. Para o

autor , institui-«o ® um dispositivo soci al )
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pessoa e um conjunto de objetos com o qual essa pessoa se relaciona. Da mesma forma que
pessoa mantém uma relagcdo com os objetos, relagéo pessoal, ela se relaciona com a Instituigac
I, estabelecendo o que Chevallard (2009) denomina de relacao Institudoaanstituicédo é
formada pel o que podemos considerar como un
pelo menos uma pessoa. Dizemos que a instituicdo conhece o objeto se a relagéo da instituicdo
com o objeto néo for vaziR(l,0) [ Umi sujeib pode ou néo se relacionar com esses objetos,

oqueconduCheval l ar d a pdde $ujeitoiem relpc@osao ebjeto. Déssa forma,
seRx,0) | T x®nt xmdddeogd g0 paxd idm or @idtambém oo fi
seravaziR(p,0) | le,j agu usna pes s oad sgeu arnedl oa coi counpaa cuonmm

em deter mi naldanan gui bl ioe xdilde)tdssopa rélacdo do sujeito,
Ax o, com sua9Ei Rgfde qued syjeite se siibmeta as regras e normas de
il o

E o que acontece, por exemplo, com a instituicdo escolar organizada em nossa
sociedade, que tem, entre outros objetivos, o de transmitir aos estudantes os conhecimentos que
a sociedade julga necessarios para sua sobrevivéncia e evolucdo. Ou sejaacorsider A
um e st wdumdadecontefido matematico, por exemplo resolver uma equacao, presente
na instituicdo escoldr visto que o professor que podemos representaf® pconhece o, entao
podemos considerar queacao ou modificacédo da relagdm estudante »R(x, 0) ouRi(p, 0)
em relacao a esse objeto pode conduzir a uma aprendizagem. ABs{Ry@e= @- Rx(X, 0)
i T podemoikapdiemileqaidque i mplica uma mudan-
em rel a-«o0o ao o0 b jcenjudoU)ofa ampliado snseandd um mnana@objeto
na relacédo pessoal de x.

Aqui, nos referindo a nossa pesquisa, observamos que para simplificar nossas anélises
dastarefasa serem desenvolvidas no Capitéilonsideramos que o estudadésenvolve uma
relagdo pessoaatisfatériacom um objeto, quando é capaz dexecutar asarefas” a ele
relacionadas, ou seja, consegue trabalhar com os aspectos a elas asossanoor
exemplo, ao analisar o aspecto de memdéria no desenvolvimento da expressdcancomo
a proposta ntarefa2 item d, resolver a express#o0i [(12 +5) . (5 3) +(12 +9) (817
5) ] =,consideramogue 0 estudante mantém ureacdo pessoahtisfatériacom o aspecto
de memoria se anotar ndo so o resultado do calcetivaefo, mas também todosastensivos
gue ndo estao envolvidos na execucdo da tarefa naquele momento. Assim, ao efetuar as

operag0Oes indicadas entre parénteses, como o0 apresentado na figura 8, a seguir:

14 O conceito de tarefa sera discutido ainda nessa fundamentacaa tedrica



70

FIGURA 8 - Solucao apresentada pelo estudantedl8é&timo Ano do Ensino Fundamental
d) 1580 -[(12+5).{5-3)+(12+9)+(8-5)]= 169

>180-C33. 2+ a7+ 3]

21s0-C34 + 27
:}SG:Ql
=z 109

FONTE Extrato de protocolo apresentado pelo estudante.

Notamos que o estudante manteve nas linhas subsequentes as informacdes nao utilizadas
da linha anterior. Dessa forma, para desenvolver a expressao numa dilgueegiasta utilizar
as anotacdes da linha anterior, visto que essa mantém todas as informacdes, como uma memdéria
das operacdes realizadas.

Ponderamos que o estudante que deixar de anotar pelo menos astedses/od0
utilizados pode apresentar difldades em sua relacdo pessoal com esse aspecto, como

podemos observar na figura 9 a seguir.

FIGURA 9: Solucédo apresentada pelo estudante 25 do Quinto Ano do Ensino Fundamental
d) 150-[(12+5). (5-3)+(12+ 9+ (8-5)]=
IF=2F = 2l

FONTE Extrato de protocolo apresentado pelo estudante.

Nesse extratopo b ser vamos gue o0 estudante Afesquec
relacionados na atividade realizada da primeira para a segunda linha, de considerar os colchetes
e a diferenca entre 8 e 5. Na sequéncia, ao anotar as atividades realizadas na terceira linha,
efetua a diferenca entre 150 e 17, provavelmente por ter esquecido de representar o colchete na
linha anterior, esquecende também de registrar o 21, que reaparece na linha seguinte sendo
adicionado ao produto a sua esquerda. A diferenca entre 8 ecadmgielo ostensivo 3 e que

deveria ser utilizada para dividir o 21, de acordo com as regras operatérias, reaparece na
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penultima linha. A deficiéncia na relacdo pessoal deste estudante com o aspecto de memoaria o
leva a ndo resgatar corretamente as infob@aqecessarias para a realizacéo da tarefa, o que
0 conduziu ao insucesso na realizacdo da mesma. Esse mal relacionamento exige um esforco
cognitivo maior na recuperacdo das informacdes, como por exemplo, ao obstemeaia a
utilizada na figura acima épsivel destacar que aumenta a possibilidade do sujeitiaerra
Concordamos com Chevallard (2009) que a expressdo mais visivel da relacdo pessoal
do sujeito com os objetos ou instituicdo esta relacionada a utilizacdo desses objetos ou
instituicbes na remacdo detarefas que representaremos ptr Por exemplo, para a
comunicacao, dentre outros instrumentos fazemos uso da escrita, que pode ser considerada
como uma instituicdo, estabelecers#p ai uma relagéo institucional. Simultaneamente, o
estudante devdesenvolver a habilidade de escrever e representar os objetos como o0 numero
cinco, estabelecendo uma relacdo pessoal do sujeito com a simbologia e todo o sign#éicado qu
essa carrega consigdmatarefando € uma atividade isolada, mas parte de um ctnjnaior
de tarefasdo mesmo tipo que representamos Ppde forma que uma dadarefat / T é
formada pelo conjunto dos tipostdeefasdas quaisfaz parte. Por exemplotarefat escrever
0 numero cinco faz parte de um conjuntotatefasT:, que exgloba a escrita em linguagem
natural tarefaTz, que engloba uma representacéo ostetiivs nimeros naturaistarefaTs,
gue engloba a representacéo ostensiva de uma sequéncia numérica, entre outrdarefas de
gue podem ser relacionadas a espaasentacao.
Segundo Chevallard (2002) a realizagdo de um tigarééa T implica na utilizacdo de
uma técnica, representada f@olgue € necessaria para a execucao da mesma, formando um
bloco [T/ ¢ ], denominado de blocpratico-técnicq associada um certo tipo dearefaT, ou
seja, a alguma forma de realizar a técdiparaexecutar atarefasde tipoT solicitadasAssim,
para fAescrevero o nYmero cinco o estudante
exemplo, papel e um lapis ou canetdlizar a técnica desenvolvida ao longo de sua formacao,
escolar ou néo, segurar o lapis ou caneta com o polegar e o indicador pressionado levemente
contra o papel de forma mover o mesmo deixando um rastro que se assemelha ao simbolo
desejado.
A utilizacéo da técnica na realizacadatafa normalmente adquirida pela prética, tem
como base uma tecnologiaque segundo Chevallard (1999) é um discurso racional sobre a

t ®c ndicacuir so qgque tem por objeto primeiro

15 O conceito de ostensivondioostensive associdos aos ostensivos sera analisado ao longo dessa
fundamentacéo tedrica.



72

assegurando a realizacdotdeefad d e s @HEWALIAARD, 1999, p. 227)como relatada
na descri¢cdo aciande como representar o numero cinco. Por exemplo, para escrever o nimero
cinco o estudante deve segurar o lapis com o indicador e o polegar direito, se for destro,
segurando levemente inclinado, apoiar a méo sobre o papel, posicionar a ponta do Epis sobr
o papel e mover o0 mesmo de forma a obter o tr
de seus ostensivos equivalentes, como, por exemplo, o simbolo 5.

Ainda segundo o autor Ao discurso tecnol
explicitas, qualefinem as razfes pelas quais essa tecnologia funciona-geasssim a um
nivel superior de justificacaexplicitacdeproducéo, desenvolvendo uma tedsigue retoma,
em rela-«0 a tecnologi a, a |liga-«0 pB28). este d
A teoria fundamenta a tecnologia, que por sua vez, justifica a técnica, formando o bloco
tecnoldgicetedrica [d/ U]. Por exemplo: Qual o motivo da inclinagdo usada no lapis para
escrever ser diferente da inclinacdo quando se deseja apemnapsapara sombrear em um
desenho? Por que segurar o l4pis sem pressionar demais os dedos? Por que apoiar a médo quando
se deseja escrever e ndo apoiar quando se deseja sombrear? Essas e outras questbes séo
explicadas por teorias que justificam a utifida da técnica. Dessa forma, em torno de um tipo
detarefaT, temos em principio uma terna formada por pelo menosésnicar, a tecnologia
d e teoriaU d e d, c uTjt/al / W] oeprasentaca orfganizagdo praxeoldgica ou a
praxeologia relacionadatarefaT.

De acordo com o autor, a técnica utilizada na realizacdo déavef@ ou melhor, um
tipo detarefa esta subordinada as inst@gdies em que a mesma é realizada, o que justifica, por
exemplo, o uso da calculadora em algumas instituicées escolares e a quase proibicdo desse uso
em outras para a realizacdo de um mesmo tipardia Assim, o estudo ddarefaspropostas
aos estudantesa andlise de livros didaticos faz parte da metodologia que ser4 empregada no
desenvolvimento da presente tese, pois consideramos que o livro didatico corresponde a uma
instituicdo que tenta garantir o estudo de determinadas praxeologias e que fadagparte
propostas institucionais na escola brasileira, sendo avaliado e indicado pelo Ministério da
Educacéo e Cultura por meio do Programa Nacional do Livro Didatico.

Deste modpno nosso estudo buscamos identificar quais os tipéarefasque séo
propostasios estudantes de forma a permitir a passageritd#éticapara aAlgebrae de que
forma os aspectos de memoria, generalizacdo, equivaléncia da igualdade, equivaléncia entre
ostensivosanalise, linguagem e estrutura sdo explorados nessedss bem cono quais as
técnicasutilizadas na realizacdo dessasefase as tecnologias que dao suporte a ela. Espera

se que as teorias que fundamentam as tecnologias utilizadas estejam relacionadas as estruturas
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Aritméticas e que a construgdo do conhecimento levael@esenvolvimento de tecnologias

relacionadas a compreensio dos objetdsigibra

3.2.1. Organizacao Matematica, Organizacdo Didatica e Momentos didaticos

Para Chevallard (1997) uma organizacdo matematica corresponde a uma organizacao
praxeoldgica denatureza didatica, sendo constituida de um ou varios tipdarefas que
exigem a criacado décnicasmais ou menos apropriadas e justificadas por meio de tecnologias
matematicas mais ou menos visiveis, sendo que as tecnologias sao desenvaiyiddsoae
uma teoria matematica mais ou menos explicita. Assim, segundo Chevallard (1997) cabe ao
professor a concepcéao e organizacao de dispositivos de estudo e a gestdo de seu ambiente, ot
seja, a partir dos programas oficiais o professor determina as ogg@mszaatematicas a
estudar especificando seu conteddo, os tipogadefas que elas contém e o grau de
desenvolvimento a ser utilizado para 0os componentes técnicos, tecnologicos e tedricos.

A partir da definicho de organizacdo matematica Chevallard (1887duz
organizacao didatica como sendo a reconstru¢do ou transposicdo da organizacdo matematica
para a sala de aula. Na organizac¢ao didatica cabe ao professotgmefasde ajuda ao estudo
e dirigir estudo e ensino de forma que se possa colocard&inapdeterminadagcnicas
didaticas.

Segundo Chevallard (2001) a organizacdo didatica a ser estabelecida em torno de um
saber matematictrabalhado em sala de aula deve levar em consideracdo tanto os aspectos
estruturais como o numero de secoes, o tederealizacao de cada sec¢éo, aspectos funcionais,
entre outros. No que se refere a esse segundo aspecto e considerando o sisten@XliNatico
0), cabe ao professor, ou a instan¥jaformular a melhor maneira de apreser@apara a
instanciaX. Dessdorma, cabe a instancia Y, formular estratégias para expor de forma clara os
conceitos e as convencoes, relacionadasaastécnicast e as tecnologiag, que fundamentam
essagécnicas associadas as respectivas teddague ddo suporte a respectivartelogia. A
formulacdo dessas estratégias Chevallard (2001) denomina de momentos didaticos,
explicitando que esses momentos correspondem aos gestos didaticos que devem ser cumpridos
em determinada organizacdo didatica. Essa organizacdo normalmente seedaérada
estrutura mais simples possivel e se refere a organizacfes praxeoldgicas |0ca[3 deg,

U Jformuladas ao redor de um Unico tipotdeefaT.
O autor distingue seis momentos de estudos separados em quatro grupos em que leva

em consideracao a funcao estrutural do momento em questéo e enfatiza que esses momentos
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podem ocorrer varias vezes emalmesma organizacao didatica. Esses momentos segundo
Chevallard (1997, 2001) em seus determinados grupos sao:

Grupo I(Atividades de estudo e de investigacdo [AFR

1. Momento (primeiro) do encontro com a organizacdo matemBtsa.encontro ocorre eatr

duas formas extremas, isto €, um encontro cultural que corresponde a organizacdo matematica
gue surge de certas préticas sociais. O sub momento cultural métrico, em que a organizacao
matematica so existe sob a forma de uma imagem com a qual o estadaatgé&m relacdes
ficticias, seguido de um sub momento mimético, no qual por meio da manipulacéo efetiva dos
objetos da organizacdo matematica o estudante deve imitar o praticante.

2. Momento da exploracao do tipotdeefaT e a emergéncia da técnicasrfuulacdo do bloco

[T,f] que corresponde ao estudo e a realizacdo de um problema de tipo dado, que acompanha
sempre a constituicdo de um embrido de técnica a partir da qual uma técnica mais desenvolvida
podera eventualmente emergir. O estudo de um prolgartiaular aparece ndo como fim, mas

como um meio para que tal técnica de resolucdo se constitua. Assim, esta vinculada uma
dialética fundamental, isto €, estudar problemas como um meio de criar e de elaborar uma
técnica, que sera o meio de resolver quaseautomaticamente problemas deste tipo.

3. Momento da construcdo do bloco tecnoldgico tedrigQ][relativo a uma técnica que
corresponde a um momergae tem relacdo estreita com os outros momentos. Assim, desde o
primeiro encontro com a organizacaatematica existe uma relacdo com um ambiente
tecnoldgico tedrico anteriormente elaborado, ou com germes de um ambiente a ser criado que
se tornara mais claro por meio de uma relacéo dialética com a emergéncia da técnica.

Grupo Il (Sinteses)

4. Momento danstitucionalizacaaue representa quando o objeto de estudo é especificado, o
gue corresponde exatamente a elaboracdo da organizacdo matematica, distinguindo
principalmente, de um lado os elementos que contribuiram para a sua constru¢éo, ndo sendo
todosintegrados, e de outro lado os elementos que entram de maneira definitiva na organizacao
matematica visada.

Grupo Il (Exercicios & problemas)

16 Segundo Michelle Artigue (2010)ma das dificuldades observadas na engenharia didatica se @eferia
reprodutibilidade da sequéncia criada para um determinado conceito. Okserenifiq a necessidade do
desenvolvimento, além das engenharias desenvolvidas nas pesquisas em Didatica da matematica designada por
PER, (Parcour s d o0e&eangemhariaseqtie pddessemeear te@aduzidas ¢m sdla giecavikm
gerarrecursogara oensinoregularou deformacgéo Engenharia didatica de desenvolvimento as AERivités

d6®t ude et. de recherche)
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5. Momento do trabalho da organizacdo matemética, em espeaménto de trabalho com a
técnica que deve seperfeicoada para se tornar mais eficaz e mais confiavel, além de aumentar
o dominio que dela temos. Esse momento de provar a técnica se coloca, em particular, para um
ou varios corpus darefasadequadas tanto qualitativamente quanto quantitativamente.
Grupo IV (Controles)
6. Momento da avaliagéo que se articula com o momento da institucionaliza¢ao

Como exemplo para o primeiro grupo Chevallard (2001) considera uma engenharia
didatica formulada de maneira que possa ser reproduzida em sala de aulaofedesrps por
meio da seguinte Atividade de Estudo e de Pes@uisaR 1 constituida de trés momentos
didaticos:

Primeiro momento: O primeiro encontro contargfasdo tipoT. A obra € apresentada
a X, normalmente por meio de untarefa t/ T. Por exemplp consideremos darefa
normalmente proposta em nosso sistema escolar: resolver a equacgao 2 x + 15 = 43.

Segundo momento: A exploracdo e a emergéncia da técnica, formulacéo do bloco
[T,f]. Tarefas semelhantes a anterior, ou seja, do mesmo TiE#o apresentadas, com
exploracbes dagécnicas para resolucdo dwarefas particulares. Por exemplo, resolver a
equacgao 5(x+ 3) 23 = 3x + 20.

Terceiro momento: a construcéo do bloco tecnoldgico ®aric U ][ Qdaltor destaca
gue os momentos como definidos ndo sdo sequenciais, podendo ocorrer simultaneamente.
Dessa forma, esse terceiro momento se da simultaneamente com a apresentacdo das
técnicagtecnologias que criam as condi¢cdes para a resola@aoaedaproposta. Assim, para a
realizacdo no primeiro momento o professor pode conduzir o estudante a apresentar ou evocar
as propriedades aditiva e multiplicativa da igualdade e a perceberem a necessidade da utilizacéo
do inverso aditivo e inverso muydticativo de forma a determinar o valor de x resolvendo a

equacgao proposta. Dessa forma:

2x +15=43

2x + 15 + (i 15) =43 + (- 15)
2x+ 0=28
Logo x =14

A discusséo pelos estudantes da solucdo acima apresentada enfatiza o bloco técnico
tecnolégicq #,q], mas simultaneamente conduz a constru¢ao do bloco tecnoldgico feprico
uj .
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No segundo grupo, o das sinteses, temos 0 quarto momento o da institucionalizacao,
ocasidao em que o professor formaliza os objetos envolvidos, definindo os conceitos e a
terminologia pertinente a partir dos conhecimentos apresentados na discussdo com o0s
estudantes. Da mesma forma, no terceiro € uma escolha do professor a sequéncia em que se
dard esse momento, podendo inclusive ser apresentado antes do primeiro, commobserva
por meio de nossa pesquisa ser a pratica usual de muitos livros didaticos analisados.

No terceiro grupo, dos exercicios & problemas, temos o0 quinto momento concebido por
Chevallard (1997, 2001) sendo aquele em que a instituicao ir4 apliéanasase tecnologias
apresentadas visando o estabelecimento de uma relagcéo pessoal dos estudantes com 0S novos
objetos apresentados. O objetivo essencial desse momento é o da organizacao e reorganizacao
do trabalho matematico, notadamente no que se referezagéto dasécnicasapresentadas.

Consideramos aqui que é nesse momento que os aspediuebiease mostram de
forma mais evidente. Por exemplo, a técnica que permitiu a realizagacettaresolver a
equacao acima apresentada, utiliza os aspectos:

Deequivaléncia da igualdade: O conceito de equacao so6 se fundamenta pelo fato de que
os dois lados da igualdade sdo equivalentes. Dessa forma pode se considerar que existe um
equilibrio, principio muito utilizado em pesquisas envolvendo as equacdes, dedgioema
qualquer acéo do lado esquerdo sé € possivel se a mesma ocorrer do lado direito de forma a
manter esse equilibrio.

De memadria: Como temos uma equivaléncia entre os dois membros, a mesma s sera
mantida se todos os objetos envolvidos ou ndo em umatigrada resolucado forem mantidos
nas linhas subsequentes, dando ao estudante um conjunto de anotagcfes sucessivas que servem
como uma memoria do trabalho realizado em cada etapa e criando a possibilidade de um resgate
da informacdo em qualquer uma destapas.

De linguagem: A equacao em si representa uma sentenca matematica que traz consigo
todo um discurso que leva a comunicagdo da informac¢éo sem dupla interpretacdo. Assim, a
equacdo 2x + 15 = 43 equivale, entre outras formas de representacdo, alflasede um
namero acrescido de cinco vale quarenta e trés.

De estrutura: As propriedades que possibilitam o desenvolvimento da tecnologia
utilizada para fundamentar a técnica empregada estdo ligadas as propriedades estruturais das
operacdes numericas denda teoria dos numeros.

De generalizacdo: A letra x equivale a um numero como outro qualquer e esse
argumento nos permite operar numericamente com seu dobro da mesma forma que operamos

com o dobro de quatorze, valor de x.
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De equivaléncia entre @stens/os O conjunto dogstensivogjue representam o lado
esquerdo da igualdade equivale a0 mesmo conjuntostinsivosdo lado direito dessa
igualdade. Ainda em relacdo a equacdo dada podemos falatemsivogestual quando nos
referimos aos dois lados dpialdade.

No quarto grupo, o de controle, temos 0 sexto momento de avaliagédo, fundamental para
que a instancid, tenha condi¢cbes de determinar os proximos passos a serem dados junto com
a instanciaX, na direcdo da obr®. Segundo Chevallard (1999)estricbes ecoldgicas
interferem nessa tomada de decisdo, com o professor avancando em direc&y aeshrque
as relagcdes pessoais para sua compreensao e apropriacdo sejam estabelecidas, o que geralmer
leva ao fracasso na visita g¥iéaz na direcaoa obraO.

Assim, consideramos que para a passage#vrittaética para aAlgebraobservamos
gue o primeiro momento se inicia no quinto ano e que a partir dai sdo intercalados momentos
de reencontros, exploracéo, institucionalizacdes e trabalhos com aagganinatematica que
conduzem a uma construcdo gradual do bloco tecnoldgico teérico. Para a definicdo desses
momentos € necessaria a continua avaliacdo, momentos de avaliacdo da evolucdo desse sabe
de acordo com a proposta da organizacdo matematicaemta.

A definicdo do papel de cada um dos envolvidos nos diversos momentos no sistema
didaticoS(X, Y, Oronstitui o que Chevallard (1999) define comomosdos estudantes e dos

professores, tema que descreveremos a seguir.

3.2.2.Toposdo professa e do estudante

O conceito déoposproposto por Chevallard (1999) procura identificar o lugar ocupado
pelo professory o e pelo estudante no desenvolvimento de unarefat, sob direcdo do
professor. Analisa, portanto, um sistema de erB8{XQy, }, comx / X et um tema a ensinar

de forma a garantir a realizacaotgmr x; sem o auxilio do profess@egunda autor;

Do gregotopos(corresponde ao l6cus, do latim) signifida'lugar': ostoposde x, é

o 'lugar de ¥, seu 'lugar’, o lugar de, psicologicamente; gxperimenta a sensacéo

de participar, no cumprimentode " um papel que | he ® pr -
classe, podemos falar entdotdposdo aluno e déoposdo professor. Assim, quando

em uma aula de matem8ri 0@ ,tdradoemicciBememeau m e
cooperativa, a sulrefa consistindo em fornecer o enunciado do exercicio retorna,
geralmente, ao professor: ela pertence atoges A tarefaque consiste em produzir

i por exemplo, por escritb uma solugcdo do excicio dirigese aotoposdo aluno,

enquanto que refaconsistindo, na sequéncia, de fornecer uma correcédo faz surgir,
novamente, ¢oposdo professor. Se, no decorrer da resolucéo do exercicio, um aluno
coloca uma questdo ao professor, ele efetuanassiue é considerado como um
simples gesto, solicitando um gesto de contrapartida da parte do profgesto que
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pode consistir, algumas vezes, a recusa de responder. (CHEVALLARD 1999, p. 18,
tradugdo nossa)

A realizacdo dasarefas como a propostaancitacdo acima, € em geral cooperativa,
sendo realizada pelo conjunto de atdiesse casg executa gestos que identificam seu papel
na realizagcéo dearefa, demonstrando se possui ou ndo autonomia na realizacdo da mesma, se
depende ou ndo do auxiliam ¢professor para sua execucdo. Dessa forma, segundo o autor
estabelecse uma das dificuldades mais prementes na definicdo dos momentos de estudo, que
€ a de encontrar estratégias, ou melhor, dar aos estudantes um lugar, ou seja criar
intencionalmente sobrcada tema estudado toposadequado, que dé ao aluno a sensagéo de
ter um papel a desempenhar na sua aprendizagem, ganhando, desse modo, autonomia.

Em nossa pesquisa buscaremos identificar nos livros didaticos analisados a visédo
institucional dotoposa ser desempenhado pelo professor, mas principalmetoi@osdos
estudantes na construcédo da relagéo pessoal com os aspeéitgsbdaaqui considerados.

Com esse objetivo efetuamos e apresentamos o levantamento das andlises citadas e
apresentadas no dayo 5, ou seja, quantas tarefas consideradas como forma de introduzir uma
dada técnica, tecnologia ou teoria refersgradopos do professor e quantas tarefas deste tipo

S&o propostas ao estudantgosdo estudante.

Na sequéncia, apresentamos unevérdescricdo das nocdes de objestensivos
nacostensive que sdo as representacdes externas e internas que possibilitam a manipulacdo
dos conceitos matematicos em jogo em uma determiaeafae a justificativa de seu uso por

meio da evocacdo dodo-ostensivogssociados.

3.3.0stensivo® ndo-ostensivosssociados

Como ja observado no primeiro capitulo, momento em que definimos o aspecto da
equivaléncia entre osstensivosconsideramos aqui as no¢des de objegiensivoe nao
ostensivogiefinidos por Chevallarq1994) e Bosch e Chevallard (1999). Assirar pbjeto
ostensiva autor considera agueles que assumem uma foaterialqualquelcomo uma régua
ou a @neta, da mesma forma que podemos considerar como um objeto material palavras, acoes,
diagramas, desenhos, etc. Por outro lado, os olpjatesstensivosao os que sao normalmente
chamados daoc¢desconceitos, ideiasgtc.

E nesseontexto que podemos enquadrar os objetos matematicos, visto que s&o, em sua
esséncia, constituidos por ideias, conceitos e definicdes cujo acesso so se torna possivel com a

utilizacdo de seus objetosstensivos isto €, por meio de suas representacoes Sl
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materializam em forma de definicbes escritas, representacfes graficas, gestos entre outras
formas de representagéo d@s-ostensivositilizados na solugéo darefasrelacionadas aos
esses objetos.

Como exemplo, consideramos o do nimero dois apeese no capitulo 2. Naquele
momento analisamos alguonstensivosassociados ando-ostensivosnimero dois no qual,
além dos identificados, podemos destacar que também pode ser evocado por dois dedos
estendidos como qualquer crianca ha primeira infaneieapaz de fazeiou como o logaritmo
de 100 na base 10, cuja representacao matematica bastante elaborada é dagalpor log
Entretanto, essa equivaléncia entre as duas formas de representacao néo é de facil compreensac
mas pode ser obtida com a manhggédo de uma série destensivosassociados aosac
ostensivos eles relacionados. Assim 10d00 = xU 100 = 10 é adefinicdo usual de logaritmo
em nossas instituicées escolares, 0 que nos permite escrever:

107 = 10, logo x = 2

A técnica empregada éomum nos livros didaticos do nosso Ensino Médio e para seu
desenvolvimento manipulamos astensivos fundamentados pelosédo-ostensivosa eles

associados.

Retornando as nog¢des fundamentais da abordagem antropolégica, podemos dizer que
a utilizacao de umtécnica traduz por unmaanipulacdo de ostensivos regrados pelos
nao-ostensivosOs ostensivosonstituem a parte perceptivel da atividade, ou seja, o
gue, na realizagdo darefa se deixa ver, tanto para o observador quanto para 0s
préprios atores, Nandlise do trabalho matematico, os elementasstiensivogazem

parte do real empirico, acessivel aos sentiBas contraste, a presenca deste
daquelendo-ostensiveem uma determinada préatica sé pode ser induzida ou suposta a
partir das manipula¢desstensivas institucionalmente associadas. (BOSCH e
CHEVALLARD, 1999, p. 11)

Por selnsnédo-ostensivosiparentementavisiveis, pode ocorrer em grande medida que
0s mesmos sejam confundidos com sEiensivoscomo acontece com a nogdo de numeros.
Obsevamos aqui que € a versatilidade de representacdes ostensivas para um mesmo
objetondo-ostensivajue nos conduziu a definir o aspecto de equivalénciaastgesivosima
vez que a utilizacdo adequada desestensivosdesempenha um importante papel na
construcéo de novos saberes dentro da matematica. E ela que permite a manipulacdo das ideias
usando o que definimos como aspecto de equivalénciaostgresivosda igualdade e aspecto
de generalizagéo, criando as condi¢cdes para construcdes de novagiesnBbr exemplo, se
definirmos o logaritmo de anabaseb,confab> 0 e b | 1, fi g qualquerum n
representado por le@ = x de tal forma que leg = xU a = I¥, e admitirmos x =2 e b = 10
temos:
Se x = 2 e 19= 100, entdo 0= 100.
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Se logo100 =xU 100 =10 e 100 = 18entdo x = 2. Essa manipula¢io degensivos
fundamentada pelos respectiviégs-ostensivosunhaas condi¢cdes para a criagdo da tecnologia
qgue permite o calculo de logaritmos de um nimero, ndo apenas na bass &) gualquer
base de acordo com o definido. Assim, para obter o logaritmo de 32 na base 2 temos:

logz 32 = xU 32 =2. Como 32 = 2 ent&o log 32 = 5 podendo ser conferido com a
definig&o original, ou seja, 102 =5 pois 2= 32. Temos, entdo, uméchica que possibilita
a obtencdo de um grande numero de logaritmos, cujo logaritmando pode ser expresso como
poténcia de mesma base que a base do logaritmo.

Bosch e Chevallard (1999, p. 12) destacam que

Os objetosostensivos mesmo que diretamente acees aos sentidos, ndo sdo
necessariamente dados puros porgue nao exiggemsivossem nac-ostensivos
tanto os objeto®stensivosquanto nossa relagdo com eles (em particular nossa
capacidade de identifidas, antes mesmo de manipidé) sdo o produtae uma
construcdo instituciondl e, portanto, o resultado de uma aprendizagem. (tradugéo
nossa).

Segundo Chevallard (1994) essa relacdo entre 0s obgttrssivog 0sndo-ostensivos
a eles associados caracterizam a existéncia de uma dialética &dssa forma, nos referindo
a nosso exemplo sobre o conceito de numeros dois, observamos que ele ndo se sustenta sem 0s
ostensivos ele associados. Como a representacdo 2 € a culturalmente utilizada, é ela que é
mais facilmente reconhecida como senduaimero dois.

Bosch e Chevallard (1999) destacam a coexisténcia dos obgtérsivo® dosnao
ostensivos eles associados em todos o0s niveis de atividades tanto em termos de técnica como

em seu ambiente tecnoldgico teorico.

Atécnica que leva a escrev@E + x + 1) + (¥ + 4 x-2) =11 + 5 x + %(1 + X) assume

uma manipulacdo destensivosescritos (parénteses, letras, niumeros, etc.), orais

(pequeno discurso do tipo "x mais 4x, 5x....») e gestuais (por exemplo, para agrupar

os termos de mesmo grauerificar que nenhum foi esquecido). Esta manipulacéo é

guiada por um conjunto dgio-ostensivosentre os quais a nogdo de disposicéo dos

termos em ordem decrescente dos expoentes,
mesmo grauo, d ® , fafd ant doar aa «mo -pc0oax ke Arest o de
(ibidem, p. 12)

Ainda segundo os autores o discurso tecnoldgico, relacionado a uma dada técnica, é que
permite explicar e justificar o desenvolvimento de uma dadsfa A manipulacdo dos
ostensivosque possillitam a execucdo da mesmas, € fundamentada nos respedivos
ostensivosssociados e ao mesmo tempaméas-ostensivognvolvidos na execucao threfa
€ que justificar a manipulacéo dos respectogisnsivosssociados. Dessa formagstensivos
e osnado-ostensivossdo trabalhados simultaneamente, caracterizando a dialética entre eles
evocada acima, que permite manipulandm-ostensivopor meio de seuestensivose ao

mesmo tempo, por meio da evocacaormsostensivosjustifica essa manipulacao.
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Ressaltamos, por exemplo, a pluralidadeosiensivosle representagcéo existentes no
caso da contagem de um conjunto de objetos que inclui graficos, escritas e representacdes
gestuais verbalizadas ou ndo. Ess&tensivosie representacdo sdo consideraeas,geral,
como naturais ou espontaneos, pois em grande medida sdo construidos culturalmente a medida
em que ocorre a formacédo do sujeito. Ao observar a relagédo familiar das criangas na primeira
infancia verificamos que muitas delas séo ensinadas a cengimgnte utilizando objetes
por exemplo os dedegara representar as quantidades e auxiliar em sua ordenacéo.

Segundo Bosch e Chevallard (1999, p. 14) o jovem estudante, ao iniciar 0s primeiros
calculos, deve ser capaz de articular trés diferexgessivosde representacdo: a escrita dos
ndameros em sua disposicao bidimensional e um pequeno discurso, gestos que pontuam suas
acOes e ajudam a gerenciar a disposicao dos algarismos, a lateralidade da operacéo, o resultadc
etc. Esse discurso, normalmemtéo verbalizado, da mesma forma que na contagem é
considerado como o fAracioc?2ni o0 tdrefssgimda ol v i
segundo os autores no universo dos objetos materiais e sua manipulagéo, a atividade geométrica
elementar se originocomo uma forma de combinar o discurso oral com o trabalho grafico,
integrando aos pouco os elementos escritos como nome de pontos e figuras, discurso escrito,

etc. Ainda segundo os autores

Em algumas atividades, tais como o célculo do produto de duaizevabu a
transposicdo dos termos de uma equacdo, O registro do gestualsetorna
particularmente visivel. Em outros casos, comdvrdamética préalgébrica dos
'"probl emas c¢oncr efazotsabalho de matemdtices deixandoam g u e
lugar minimo a escrito por meio do calculo numérieo qual se torna de qualquer

modo invisivel quando é realizado mentalmente. (ibidem p.15)

Essa forma de Apensar o sem que necessar.i
autores como um traco da oralidader@iia que antecede a oralidade secundaria, momento
em que o sujeito € inserido no mundo das escritas. IndicagBes desse tipo de raciocinio seréo
consideradas por nés no momento que analisarmos os resultados dos problemas propostos ao:
estudantes como partieessa pesquisa. Observamos que algumas das solucfes apresentadas
evidenciam a forma discursiva de pensar do estudante que a apresentou como se ele estivesse
explicando para um colega a resposta obtida manipulandstessivosde representacao
numerica sernno entanto, formalizar algebricamente.

Ressaltamos ainda que definimos no primeiro capitulo o aspecto de linguagem que
acreditamos estar de forma direta relacionado com as dificuldades na utilizag&tedswos
de representacdo dos objetos matemsitico A" A vi s«o cul tur al comuim
existir uma rigorosa correspondéncia entre a leitura/escrita, no caso das linguas
naturaisgsBOSCH E CHEVALLARD, 1999, p. 17).
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Isso nos auxiliou a considerar que essa aparente correspondéncia levdadessau
desenvolverem uma leitura linear e sequencial, prépria da oralidade primaria, dificultando a
compreensao de ideias associadas as estruturas numéricas como o quadrado da soma de dois
termos, por exempld&egundo os autores o ponto sensivel sttersrelacdes entre o oral e a
escrita e a relacdo cultural dessas indacdes. Ao contrario do discurso oral, a escrita congela
os objetos no papel, o que nos conduziu a relacionar com o aspecto de memdéria que corresponde
a um conjunto d@aoc-ostensivs, cuja interpretacdo deve ser Unica. Dessa foasi@nsivos
como (a + b)carregam consigo todo um discurso cuja traduc&o leva em consideragdo ndo sé a
leitura linear e sequencial caracteristica da correspondéncia imediata da leitura/escrita aparente
dos ostensivosenvolvidos, mas a visdo geral do proprio objeto representado. Assim esse
conjunto constituido de seis simbolos carrega os conceitos de soma de dois numeros e o
guadrado dessa soma, ou seja, estamos operando, elevando ao quadrado umasog@ETE;ao,
de a e b. Isso corresponde ao que definimos como o aspecto de estrutura.

Bosch e Chevallard (199@estacam o equivoco em se considerar que a percepc¢éo do
ostensiveseja hatural. Podse considerar que ela é construida junto aos aprendipasoso
caso os estudantegpor aqueles quapresentam para elesohraO, ou seja, 0os atores que
compdem a instituicdono caso os professores auxiliados pelo material didatico representado,
em nossa tese, pelos livros didaticos.

Defendemos que essa consfio, como pode ser verificado nas andlises dos livros
didaticos e nas respostas apresentadas pelos estudantes na pesquisa diagnostica desenvolvida,
ja ocorre no Quinto Ano do Ensino Fundamental, sendo a obra progressivamente apresentada,
tomando como objes iniciais 0s pertencentesAéitméticae progressivamente apresentados
os ndo-ostensivoselacionados #lgebra Essa passagem ndo ocorre de forma direta, sendo
iniciada com a formalizacdo destensivosassociados aasdo-ostensivogelacionados aos
objetos daAlgebra que de acordo com a anlise dos livros didaticos ocorre no Oitavo Ano do
Ensino Fundamental e prolonga nos demais anos da Educacéo Bésica.

Apés essa breve descricdo das ferramentas de analise da TAD que utilizamos na
pesquisa e deelacdo entre essas ferramentas e nossa proposta de trabalho, apresentamos a
nocdo de niveis de conhecimento esperados dos estudantes, segundo definicdo de Robert
(1997).
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3.4. Niveis de conhecimento esperados dos estudantes conforme definicdo de R¢be®,
1998)

Para refinar nossas analises optamos pela nocao de niveis de conhecimento esperados
dos estudantes conforme definicdo de Rofd®®7, 1998). Segundo a autora, a forma como a
tarefaé proposta induz agéo do estudante levandl@a utilizar sas conhecimentos de acordo
comde trés niveis: técnico, mobilizavel e disponivel.

No nivel técnico os conhecimentos necessarios para a resoluigagefdado isolados
e locais. Para fazer funcionar os conhecimentos neste nivel nesesafianas da u#h¢ao
das ferramentas envolvidas na formulagcdo da questdo como: definicbes, propriedades ou
férmulas utilizadas de maneira quase que automatica, sem a tomada de consciéncia a que elas
fazem referéncias. Na figura 10, temos um exemplo de tarefa no civiebté

FIGURA 107 Exemplo deaarefaque exige do estudante o nivel técnico.
€0 Fatore os polindmios:

a) colocando em evidéncia o fator comum:
* a?-ab ® 2 + 3a* - 3a° ® 2X + 4%% + 63

FONTE Dante, 2009, Nono Ano, p. 11

A tarefaja indica qual o caso de fatoracao que devera ser utilizado pelos estudantes, a
sua execucao €é solicitada logo apés a apresantala mesma, cabendo aplicar os
conhecimentos relacionados a técnica que permitam sua resolucéo.

No nivel mobilizavel a questao proposta nao fornece de forma direta as ferramentas
necessarias para a formulacdo da resposta por parte do estudante, mas pedjdo esta
explicito natarefa O conhecimento é, portanto, mobilizado pelo estudante se este souber
identificar e aplicar as ferramentastaeefaproposta de forma correta.

Na figura 11 temos um exemplle tarefa no nivel mobilizavel.

FIGURA 117 Exemplo deaarefaque exige do estudante o nivel mobilizavel.
€5 Efetue os produtos notaveis:

a) (a+3) e) (x - 10)* i) (x+y)(x-y) m) (x + 2)3
b) (x + 8)2 f) (3t-7) i) (@x+3)(2x-3)  n)(y-3p
) (x+2y) g) (4 - 5ay k) (10a + b)(10a - b) o) (2x + 3)?
d) (3 + 4a)? h) (x* - a)? ) (1-%(1+x) p) (2 - 3x)?

FONTE Dante, 2009, Nono Ano p. 11
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Embora a indicacdo darefapareca evidente, cabe ao estudante mobilizar, dentro do
rol de conhecimento que possui, como se efetua, ou melhor, comoesgaies o produto
notavel em questdo, sendo assim necessario que primeiro identifique entre os diversos produtos
not 8veis a t®cnica Aregrao correspondente Qque
Observamos que na mestagefaséo trabalhados vas produtos notaveis, quadrado da soma
ou diferenca de dois termos, produto da soma pela diferenca e cubo da soma ou diferenca e
cabe ao estudante identificar qual caso devera ser utilizado para realizar a tarefa.

A classificacdo quanto ao nivel de conhsmito esperado dos estudantes segundo
definicdo de Robert (1997, 1998) esta associada a relacdo pessoal que o estudante desenvolveu
com o saber considerado. Dessa forma, esggerpue estudantes a partir da Primeira Série do
Ensino Médio ja mantenham umelacdo pessoal com 0s saberes necessarios para que a
realizacdo de tarefas (como a apresentada na figlestejam suficientemente estabelecidas
de forma que ele a utilize como ferramenta explicita. Assim, para esses estudantes, o nivel de
conhecimentoperado para a realizagéo da tarefa é o técnico.

No nivel disponivel o estudante deve realizt@araefasemqueo conhecimento ou parte
dos conhecimentos envolvidos, sejam evidentes na apresentacdo da tarefa. Sua resolucédo s6
sera possivel se o estudafmiecapaz de localizar, dentre os de que dispde, qual o conhecimento
ou os conhecimentos necessdarios para a resolucdarefa O estudante deve associar
diferentes formas de representacdo do mesmo objeto e estabelecer as relacbes que permitam
solucionala. Isso s6 ocorrera se o estudante tiver consciéncia das relacdes entre os objetos e
suas representacoes.

Na figura 12 temos um exemplo derefa que exige a utilizacdo desse nivel de

conhecimento.

FIGURA 12: Exemplo dearefaque exige do estudante ovali disponivel.

Para cercar um canteiro retangular séo necessarios 60 m de arame. Se 0
comprimento for diminuido em 25% e a largura for aumentada em 20%,
mantendo-se a forma retangular, a quantidade necessaria de fio serd
reduzida em 10%. Quais sdo as dimensdes do canteiro inicial?

FONTE Dante, 2009, Nono Ano p. 11

A realizacdo daarefa acima s6 serd possivel se o estudante dispde do conceito de

perimetro e os saberes relacionados a modelagem da situacao proposta. Além disso, € preciso
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mobilizar a no¢ao de poncagem, o que dara origem a um sistema de equacdes que permitir4
a resolucéo da tarefa proposta.

Nas analises dos livros didaticos desenvolvida para a presente pesquisa, levaremos em
consideracao qual o nivel de conhecimentos daeeaproposta exigelo estudante. Assim,
poderemos identificar se a relacdo institucional proposta pelo livro auxilia o estudante no
desenvolvimento de uma relacédo pessoal que ajude na articulacao entre os conhecimentos dos
quadres da Aritmética, da Algebra da geometria e dasituacBes contextualizadas,
possibilitando assim a introducdo de novos conhecimentos que permitam a passagem da
Aritméticapara aAlgebra

Na sequéncia apresentamos uma breve descricdo das nogfiesldee mudanca de

guadroconforme definicdo de Douad¥986).

3.5. Noc¢des dguadras de Regine Douady (1986)

Consideramos a noc¢éo geadro,como foi formulada pobouady (1986), como sendo
ficonstituido pelos objetos de um ramo da matematica, das relacdes entre esses objetos, de suas
formulacdes eventualmee diversas e das imagens mentais associadas a esses objetos e essas
relacbe® ( DOAUDY 1986 p.')11, tradu-«0 nossa.

A autora enfatiza, ainda, que as imagens mentais tém um papel fundamental, pois
funcionam como ferramentas dos objetogydadra Além dsso, doisquadras podem conter
0S mesmos objetos e diferir pelas imagens mentais e problematicas que possibilitam
desenvolver.

Apés definirquadrg Douady (1986) considera ainda a no¢cao de mudanqaatkc
que representa um meio ddbter formulacdes threntes de um problema que sem ser,
necessariamente, equivalentes, criam as condicbes de um novo acesso as dificuldades
encontradas para fazer funcionar as ferrament@récasque se impunham na primeira
formulacdo. Além disso, a autora ressalta quesguier que sejam as tradu¢des dequadro
em outro, elas terminam sempre aovosresultados, novagcnicas na criacdo de novos
objetos matematicos, em suma, no enriquecimentpuddrooriginal e dogjuadras auxiliares
de trabalho.

Assim, se um mesmobjetotomado em doigjuadrce distintos e descrito de formas

diferentes, trara consig@cnicas tecnologias e teorias diferentes que poderdo auxiliar na

17 Segundo DouadyUn cadre est constitué des objets d'une branche des mathématiques, des relations entre les
objets, de leurs formulains et des images mentales associées a ces objets et ces relations» (Douady 1986 p. 11)
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realizacdo daarefa Nessa tese, em funcdo dos aspectos antropolégicos da teoria que a
fundamenta, @ansideramos também a lingua materna utilizada tanto na proposicdo quanto na
realizacdo de certos tipos de tarefas como a apresentada na figura 13, por exemplo. A tarefa em
guestdo nao € proposta no interior de um quadro da matematica, mas sim por mego de u
construgcdo em lingua materna que procura descrever uma situacéo para formular a tarefa a ser
proposta. Isso nos leva a definir, no capitdlp o que denominaremos situacdes
contextualizadas. Dessa forma, em funcdo dos objetos e das relacfes endfengtessdseis
quadracs'® o quadronuméricq da Aritmética o aritmd algébrico, o geométriecalgébrico, da
Aritmética generalizada e guadro da Algebrg além das situacdes contextualizadas, que
apresentaremage forma detalhada no proximo capitulo

Aqui, apresentamos apenas um exemplo, que justifica nossa opcéo por introduzir a
nocdo dequadroou situacdo contextualizada nas nossas analises. Consider¢anefs da
figura 12apresentada na exposi¢éo do nivel disponivel no topico anterior.

A tarefaé enuncda na forma de uma situagdo contextualizada. A resolugéo nos parece
mais simples se o0 estudante represkntéquadrogeométricdalgébrico, o que gera as figuras

abaixo, nas quais x corresponde ao comprimento e y a largura do canteiro retangular.

X 0,75 x

y 1,2y

Essa nova representacao permitira ao estudante escrever o seguinte sistema de equagdes
e2(x+y) =60 . ) N . L. . R
}'2(0,75x+l2y) _e4 no quadrodaAlgebrg cuja solugéo, aplicando g&cnicasassociadas a
resolucdo de sistemas de equacg0es, cria as condicfes para que 0 mesrmda esguacao
inicial. O canteiro mede 20 m de comprimento e sua largura é de 10 m, voltando, portanto ao
guadro original, que € o da situacdo contextualizada. Essas mudancas que partindo das
situacdes contextualizadas, passando pglasirosda geometd e daAlgebrae voltando a
situacao original em que € apresentada sédo definidas por Douady comodgogdrds, isto &,

0 correspondente as transicbes entre diverposdres, normalmente realizadas pelos
matematicos, agora utilizadas no dominio da didgpiara a solugdo de urtaefa proposta

pelo professorAssim, nosso interesse na analise das praxeologias existentes ndo estd somente

18 A definicdo dos quadros se dard no momento em que for dedfinjrhde de analise, dago 5.
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associado aos possiveisadras de trabalho, mas também aos objegisnsivog nas relacdes
entre eles.

A definicdo as diferentegjuadras nos permite identificar outro postulado de Douady
(1986) em que a autora enfatiza quarafadeve ser formulada de forma a permitir ao estudante
transitar, em outras palavras se relacionar, se possivel de forma espontanealifsyentes
quadras.

Na sequéncia ponderamos sobre a importancia do referencial tedrico acima apresentado

para a nossa pesquisa.

3.6. Algumas Consideracdes

A escolha da Teoria Antropolégica do Didatico como espinha dorsal de nossa pesquisa
esta baseada narcepcdo do pesquisador de que o0 ensino da matematica, assim como a
educacao do sujeito, ndo ocorre de forma isolada, mas fazem parte das relagcdes sociais que ele
estabelece com os demais sujeitos da sociedade em que esta inserido.

Dessa forma, é de sepesar que a interferéncia dessas relacdes esteja presente em sala
de aula no momento em que o0 professor trabeée
julga necess8rioso para sua forma-«o. Esse
controle doprofessor, como podemos identificar na exposi¢cdo da teoria antropoldgica do
di dg8tico de Chevallard, uma vez que as o0op- »
estar relacionadas com as condicfes e restricdes que fazem parte da ecologia gai® envolv
sistema de ensino em que estéa envolvido.

Dessa forma, em nossa pesquisa consideramos essas rela¢oes, tanto no aspecto pessoa
por meio da analise dos resultados apresentados pelos estudantes na pesquisa diagndstica, com
no aspecto institucional, cgj@nalises foram realizadas por meio de livros didaticos indicados
pelo Programa Nacional do livro didaticBNLD.

Sendo o livro didatico um exemplo de instituicdo e correspondendo a um material
utilizado pelos professores em suas aulas, nos pareceoarngdfio para a analise das relacdes
institucionais existentes e, além disso, nos permite identificatopms destinado
institucionalmente tanto para o estudante como para o professor, quando consideramos parte
tedrica e exemplos como partetdposdo prdessor e exercicios propostos como partedos
dos estudantes. Observamos, ainda, que os livros didaticos em geral funcionam como

instrumentos que criam as condi¢des para que o professor possa definir os momentos didaticos
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de forma a permitir a passagemAritméticapara allgebrae, assim responder as questées de
pesquisas formuladas no segundo capitulo e aqui recolocadas.
- Quais conhecimentos s&0 necessarios para que ocorra a passagem da Aritmética para

a Algebra?

- Quais as relacdes institucionaisistentes que possibilitam a passagem da Aritmética
para a Algebra?

- Quais as relacdes institucionais existentes que privilegiam os aspectos da Algebra
guando se considera os estudantes envolvidos na pesquisa?

- Quais os tipos deéarefasque sédo propostaaos estudantes de forma a permitir a
passagem da Aritmética para a Algebra?

- De que forma os aspectos de memodria, generalizacdo, equivaléncia da igualdade,
equivaléncia entrestensivosanalise, linguagem e estrutura sdo explorados neesséss?

- Quais agécnicas decnologias utilizadas na realizacdo detsafas?

- Quais conhecimentos, de acordo com as expectativas institucionais brasileiras, sao
esperados, dos estudantes, no momento dessa passagem e qual o nivel de conhecimento que |he

é asso@do?

- Entre os conhecimentos necessarios para essa passagenesti@iassociados a

relacéo pessoal dos estudantes com a Aritmética e com a Algebra?

- Quais as relacOes pessoais efetivamente desenvolvidas pelos estudantes, com alguns
objetos da Aritméica, que favorecem a passagem da Aritmética para a Algebra?

Na busca de compreender as relacdes que permitam responder a essas questdes
construimos, no capitulo 4, uma grade de analise que nos permitiu desenvolver as analises dos
livros didaticos, buscamdidentificar astarefasusuais deAritmética e Algebrano Ensino
Fundamental que possibilitam a passadeitméticapara aAlgebra

A seguir, apresentaremos um levantamento dos diferentes tifaosfasdeAritmética
e Algebrapropostas aos estudantds Ensino Fundamental de forma a fundamentar nossas

analises tanto dos livros didaticos como da sequéncia proposta como parte de nossa pesquisa.
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4. TAREFAS USUAIS DE ARITMETICA E ALGEBRA NO ENSINO
FUNDAMENTAL

4.1. Introducao

De acordo com Chellard (1994), as relacdes pessoais dos estudantes com o saber sao
culturalmente construidas, mediadas pelas relacdes institucionais impostas a eles por
instituicBes a que eles se submetem. A titulo de exemplo, lembramos que todos aprendemos o
idioma nativg no nosso caso, a Lingua Portuguesa, visto que as instituicbes com as quais nos
relacionamos nos impdem esse idioma. A aprendizagem de um segundo idioma, sé ocorrera se
formos cercados por instituicbes que, de forma direta, o imponham, como o caso das
instituicbesfamiliar, escolar, entre outras.

O mesmo ocorre com o saber matematico. Conceitos como os relacionados aos
nameros naturais sdo impostos as criangas, por instituicdes familiares e sociais ja na primeira
infancia. Criase a impresséao de que emende tais conceitos sozinlsaberes relacionados a
Algebra sdo impostos, em geral, apenas pela instituicio estatando dessa premissa, para
que o estudante aprenda os saberes relacionadligetéra da mesma forma que os demais
saberes matematigasera necessario que se criem condicdes para o estabelecimento da relacao
pessoal dos mesmos com esses saberes.

Podemos considerar que um dos instrumentos utilizados para o estabelecimento dessa
relacdo em nossas instituicbes escolares € o livro didddiessa forma, na procura de
identificar quais as relacfes institucionais que sdo propostas aos estudantes de maneira a
permitir a criacdo de uma relacdo pessoal com 0s saberes que permitirdo a passagem da
Aritmética para aAlgebra desenvolvemosjeste cpitulo, aandlise de livros didaticos do
Quinto aoOitavo Ano do Ensino Fundamental, buscando identificar como sédo trabalhadas
tarefasque podem ser relacionadadlgebra notadamente no que se refere aos aspectos por
nos definidos: memoria, linguagempgealizacao, analise, estrutura, equivaléncia da igualdade
e entrenstensivos

Para fundamentar essa analise construiremos, a seguir, uma grade de analise segundo
modelo proposto por Dias (1998), em sua tese de doutorado. Nessa tese a autora define os
elementos de sua grade e, com base nela, analisa as tarefas propostas para ofdgsinada
Linear nos primeiros anos da universidade. A seguir apresentamos a grade que fundamentara

as analises que desenvolveremos sobre 0s livros em nossa pesquisa.
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4.2.Grade de andlise

A grade de analise que aqui passamos a definir devera servir como ferramenta para
identificar as relacdes institucionais a serem desenvolvidas junto aos estudantes nas diferentes
etapas escolares e a coeréncia entre elas. Procurandoeendgy quais sao as relacdes
pessoais que se espera sejam desenvolvida, efetuaremos uma andlise de livros didaticos de
Matematica destinados aos estudadte®Quinto ao @avo ano do Ensino Fundamental. Nessa
analise pretendemos identificar quais saoimsstdetarefas de acordo com a definicdo de
Chevallard (2001), e quais gsiadrcs utilizados, segundo a definicdo de Douady (1986), isto
€, em quequadres sdo apresentadas estaefase em quequadres elas sdo realizadas.
Levaremos em consideragao taml) os niveis de conhecimento esperados dos estudantes,
segundo Robert (1997, 1998), bem como as noc¢les de obpersivoe nadc-ostensivos
segundo definicdo de Chevallard (1994, 2001), e os aspedidgatmapor nés definido.

Na grade de an&k desenvolvida para a presente pesquisa, levaremos em consideracao
osquadras em que sarefaé proposta e aqueles em que ela pode ser realizada, de acordo com

osquadras que definiremos a seguir.

4.3. Defini¢cdo dos elementos que compdem a grade de @@l

4.3.1. Definicdo dosquadrcs: numérico, Aritmética, aritmo-algébrico, geométrice

algébrico, Aritmética generalizada e daAlgebra

QuadroNumérico

A necessidade de contagem, provavelmente foi uma das primeiras atividades humanas
gue podemos relacionao que hoje denominamos Matematica. Essa necessidade se estabelece
a partir do momento em que desejamos controlar os objetos acumulados. Segundo Eves (2004),
existem evidéncias de que o homem tenha desenvolvido a habilidade de contar ha pelo menos
50milanos. Ainda segundo Eves (2004 p. 27) , a
contagens mai s extensas, O processo de cont a
sistemas de numeracgdes, entre eles o que utilizamos atualmente.

Os objetos dentro deequadrose relacionam com essa necessidade de contagem e a
representacdo numérica do valor encontrado, dentro de um sistema de numeragéo previamente

definido e as diferentes conversdes entreostensivosde representacao ro-0stensivos
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associados. &lfigura 13, a seguir, temos urteaefa que apresenta essas caracteristicas. E
solicitado ao estudante completatagefa usando os sinais de >, < ou =. Para resolver essa
tarefa € necessario que o estudante compreenda o sistema de representacdo decimal e
quantidades representadas, de forma a poder decidir se o valor representado a esquerda € maiot

menor ou igual ao da direita e poder decidir qual o simbolo a ser utilizado.

FIGURA 13: Tarefaapresentada nguadronumérico.
9 Complete com > (é maido que), < (¢ menor do que) ou = (€ igual a):

a) 8762 I 8672

b) 9999 I 10000
FONTE Dante 2011, Quinto Ano, p. 23.

Quadroda Aritmética

Nessequadro incluiremos o que, segundo Chevallard (1984, p. 72), os Gregos
denominavam ddritméticavulgar ou logistia, para distinguir daritmética utilizada pelos
filbsofos. Nele os objetos relacionados sdo as operacdes basicas de adicdo, subtracao,
multiplicacéo, divisdo, potenciacdo e determinacdo da raiz enésima que sobre eles possam ser
definidas. Ndo se incluigai a operacdo com numeros inteiros, cuja origem ndo esta na
Aritmética mas sim no interior dalgebra logo ja possuem aspectos relacionados as estruturas
algébricas, como o conhecimento de nimero oposto.

Estamos considerando apenas, 0s aspectosudtezambperacional, ou seja, aqueles que
permitem ao estudante obter uma resposta utilizandécagase tecnologias associadas a
representacdo numeérica. Dessa forma consideramos que estara dentrouddsseas
operacdes com numeros racionais, tantfbrmaa decimal como na representacao fracionaria ,
desde que positivos e com mesmo denominador.

Nessequadro as operagcbes podem ser executadas da esquerda para direita, que
consideramos ser a sequéncia natirel realizacdo derefasrelacionadas a leita e escrita
dentro de nossa cultura. O sinal de igualdade destaca o resultado como sendo o valor obtido
como resposta e ndo uma equivaléncia, embora a equivaléncia esteja implicita na igualdade.

No exemplo da figura 14, temos uma sequéncia de exprassdésicas cuja solucao

pode ser realizada da esquerda para a direita, que como dito, parece ser a sequéncia natural d

19 A leitura e escrita na cultui@cidental, na qual estamos inseridosprre de forma sequencial e da esquerda
para a direita. Isso interfere de forma dinegaconstrucdo do conhecimento matematico dentro de nossa cultura.
Basta observar a forma com que ordenamos 0s nimeros na reta numerada e as andlises graficasrie orescim
decrescimento de uma fungéo.
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leitura e execucgdo darefasdesse tipo na cultura ocidental, que corresponde a cultura a qual
nos submetemos, ou seja, segundo Cheda(l099, 2001), o sujeito, no caso o estudante, se
submete as instituicdes com as quais se relaciona e a estrutura de leitura e escrita € uma dessas

instituicoes.

FIGURA 14 - Tarefaapresentada nguadrodaAritmética

Pinte o valor aproximado destas somas, arredendando os nameros.

a) 294 +517 + 315+ 182 = | 1600 | | 1300 | | 1100

b} 148 + 452 + 400 + 517
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FONTE Sanchez, 2010, QuimtAno, p. 38

QuadroAritmo -Algébrico

Consideramos estpiadrocomo tendo por objetivo acomodar situacdes intermediarias
entre o carater operacional datmética?® e a presenca de caracteristicas algébricas como as
propriedades de uma operagcdo numéritiieeslas a associativa da adicao ou da multiplicagéao.
Como exemplo, podemos citar as expressdes que apresentam representacdes em que se utilizam
parénteses, colchetes e/ou chaves, operacdo com numeioss entre outras operacoes
numeéricas cuja reaido nio seja de execucio baseada apenas no conceito que a define. E no
guadroaritmo-algébrico que enquadramos as expressdes numéricas cuja representacao exige o
desenvolvimento de operacdes em que a ordem de execucdo € determinada por regras de
prioridace.

Nessequadro o papel da igualdade ja ndo é o de indicar apenas a solucédo, mas de
demonstrar a relacdo de equivaléncia entre duas etapas do desenvolvinemaia dAssim,

0 aspecto de memoria fica evidenda@ois numa expressdo longanos a necseflade de

trabalhar com resultados obtidos enpatanteriores, de forma que os resultados obta®s n

20O carater operacional daitméticase destaca pela automatizacdo das operagdes que permitem obter de forma
rapida a resposta. Segundo Chevallard (198#)e se considerar a existéncia de uma dialética entre 0 naméri

e o algébricponde o numérico cria as condi¢gfes para a construgao do algébequor sua vez da o suporte para

o estudo do numérico. Essa dialética se observa em operagdes com mondmio onde se aplica #viteyFdsala

para que essa operacdoasigalizada, ao mesmo tempo em que a demonstracao das propriedades numéricas sé
pode ser realizada com o auxilio do algébrico.
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etapas anteriores possam ser utilizadas a qualquer instante, visto que casséd@x@re
equivalente as demais

Ainda nessequadrq as expressdes numerscque correspondem as ferramentas de
trabalho permitem identificar o aspecto estruturaAtigebra uma vez que as propriedades
operatorias, embora em algumas situac6es nao interfiram no desenvolvintanééedpodem
ser utilizadas como recurso, ampli® as possibilidades de tratamento. O papel de linguagem
também esta presente, pois o significado do numero ndo pode ser expresso apenas pelos
Afal gari smoso envol vidos, mas tamb®m por si
ndamero ou a composi¢cdo den numero pela soma ou diferenca que devera ser elevada ao
quadrado.
No exemplo da figura 15, parte da expresséo enceateatre parénteses, indicamdioridade
na execucdo. Entretanto, em termos de significado, € preciso considerar a representacdo e
linguagem natural a ela associada. Por exemplo, estruturalmente o item a equivale a dizer que
de 382 deve ser retirado 80, expresso pela soma de 22 por 58. A leitura dessa expressao nac

pode ser linear, mas sim a diferenca entre 382 pela soma de 38.com

FIGURA 15: Tarefaapresentada nguadroaritmo-algébrico.
Observe 0s parénteses das expressdes aritméticas e calcule:

a) 382 -(22 +58) = f) 40+ 7 x{100-90) = -
b) 45+(35-30)= e g) 60-(15%x2 +20)=

c) 185-(63-13) = , h) 50-(26-36+6)=

d) 30 +(25-10)= ) 50-(5x5+100=+4)=.
e) 20 x (40 -35) = j) 400-(155+ 27) =

FONTE Sanchez. 2010, Quinto Ang. 104

Segundo Robinet (1989), devemos a ViétB401603 o uso dos parénteses como
forma de indicar um conjunto de operacfes que levariam a untatEsyassivel de ser
utilizado em outras operacdes, assim podemos considerar que essa nova representacdo marca

inicio da formulac&o dos aspectos de estrutura e memoria associldgebraModerna.

QuadroGeomeétrico- Algébrico

A Algebra como ja foidito, éfruto de uma longa evolugéo do conhecimento. E bem

provavel que as primeiras necesselgdque podemos considerar estarefacionadas ao
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desenvolvimento do que hoje chamamos de Matematica, tiveram sua origem em problemas
praticos de contagem, logassociados a construcdo de um sistema de numeragdo e como
consequéncia @ritmética A necessidade de conhecimentos sobre espaco ao redor esta
relacionada ao desenvolvimento da geometria. Relacdes algébricas importantes como o
quadrado da soma, por exeropltiveramsua demonstracdo formulada de forma geométrica
pela Matemética Gga e sdoapresentada em nossos livros didaticos como irzupiert

ferramenta,justificandorelacdes abstratas, como a apresentada na figura 16, a seguir.

FIGURA 16: Tarefaapresatada naquadrogeométricd algébrico

3a

Escreva o monémio que indica a rea desta figura:

R~ = —— 2K

J o e x indicam medides dadas

] em uma mesma unidade.
2 \-

FONTE Dante, 2009, Oitavo Ano p. 86.

Nela se solicita ao estudante que escreva uma expressdo, de forma mais especifica,
escrever um mondmio que corresponda a area da figura ao lado. O referido monémio, 6ax,
representa a soma das areas dos trés retangulos representados, para quaisquer que sejam as
medi das dos | ados representados no caso por feé

daAlgebra

Dessa forma guadroque denominamos de geométradgélrico é constituido pelos
objetos da geometria utilizados como suporte para a realizagaoetBssou que permitam
justificar propriedades ou estruturas algébricas, como a representada nas figuras acima.

Quadroda Aritmética Generalizada

As tarefasrealizadas no interior dquadrodaAritméticageneralizada sdo aquelas para
as gquais ainda nao consideram explicitamente as estruturas algébricas que permitem a
manipulacéo de objetos matematicos de forma mais ampla, como provar que a soma de dois
nameros impas € um numero par. Entretanto, as regras necessarias para a solucado dessas

tarefas permitem a manipulagdo dostensivosde forma a possibilitar a introducéo e o
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desenvolvimento de novagic-ostensivopor meio da generalizacido do&o-ostensivosom

0s quais 0os estudantes ja mantém umeacdo pessoabatisfatdria A generalizacdo aqui
considerada esta relacionada tanto com a utilizacdo de representacdo numeérica por meio de
simbolos como letras, mas também a generalizac&o das propriedades operabnbeiasrans
conjuntos numéricos.

A nocao de variacao torrs®e ponto chave para permitir essa generalizacao, facilitada
com a utilizacdo dos padrdes e sequéncias. Assim, 0s conhecimentos relacionados as estruturas
numericas ganham forca, pois uma soma.egemplo, carrega consigo todas as propriedades
operatorias da operacgdo indicada e ndo apenas um resultado a ser obtido. Além disso, 0 aspecic
|l i nguagem come-a a ser delineado e permite
doi s t er mopossibilidadd para a ekgloragdo das propriedades dessa soma.

Nesse momento, a igualdade ganha definitivamente o status de equivaléncia ao
relacionar duas expressdes em que a igualdade se estabeleca.

No exemplo da figura 17, a seguir, temos a aplicagialgoritmo da multiplicacéo,
desenvolvido inicialmente para o trabalho com as operacdgsadniooda Aritmética, como o

produto de 32 por 146, sendo utilizado para o produto de dois polinémios.

FIGURA 17: Tarefa apresentada no quadrdddéméticagenealizada.

FONTE Dante. 2009. Oitavo Ano, p 91

A realizacdo desdarefaexige a aplicacdo daécnicasoperatérias ou a utilizacao de
conhecimentos relacionados as estruturas numéricas como, propriedades das poténcias,
compreensao de um simbolcet@l representando um numero, propriedades operatdrias nos
conjuntos numeéricos trabalhados enquanto regras e leis do calculo algébrico, assim sao
utilizadas a propriedade distributiva da multiplicacdo em relacdo a adicdo, associativa da
multiplicacéo, exi€ncia do neutro, propriedades de poténcia para a adicdo e multiplicacéo.



