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RESUMO 

 

Nessa pesquisa realizamos um estudo com o intuito de compreender as relações pessoais 

desenvolvidas pelos estudantes em função das relações institucionais que criam as condições 

para a passagem da Aritmética para a Álgebra. Tomamos como base a Teoria Antropológica 

do didático de Chevallard, os conceitos de ostensivos e não- ostensivos de Bosch e Chevallard, 

os níveis de conhecimentos esperados dos estudantes definidos por Robert e a noção 

de quadro e mudança de quadros segundo definições de Douady. Utilizamos os estudos 

desenvolvidos por Chevallard e Robinet sobre a gênese do cálculo algébrico e, com base neles, 

categorizamos e definimos sete aspectos: memória, linguagem, equivalência da igualdade, 

equivalência entre ostensivos, análise, estrutura e generalização, que julgamos serem 

fundamentais no trabalho com os saberes matemáticos relacionados à Álgebra. Nosso objetivo 

foi identificar as relações institucionais propostas aos estudantes com os aspectos acima citados 

e se estas são suficientes para criar as condições para a passagem da Aritmética para a Álgebra, 

bem como verificar quais aspectos estão presentes na relação pessoal de um grupo de estudantes 

no momento em que ocorre essa passagem e que dificuldades acarretam o estabelecimento 

insatisfatório desta relação. Para atingir nosso objetivo buscamos, em um primeiro momento, 

compreender as relações institucionais existentes no sistema didático relacionado à pesquisa. 

Para tanto construímos uma grade de análise seguindo o modelo de Dias, definindo seus 

elementos em função do referencial teórico selecionado. Tomando como base essa grade, 

desenvolvemos a análise de livros didáticos do Quinto, Sexto, Sétimo e Oitavo Anos do Ensino 

Fundamental, indicados pelo Plano Nacional do Livro Didático, o que nos possibilitou 

compreender as relações institucionais presentes no sistema didático supra mencionado. Em um 

segundo momento, desenvolvemos e aplicamos um teste diagnóstico com estudantes da 

Educação Básica a partir do Quinto Ano do Ensino Fundamental de uma escola da região 

metropolitana da Grande São Paulo. Esse teste foi composto por sete tarefas, sendo duas 

correspondentes ao quadro da Aritmética, uma ao quadro aritmoïalgébrico, duas ao quadro da 

Aritmética generalizada e uma última ao quadro da Álgebra. A análise dos protocolos 

apresentados pelos estudantes, comparada à análise a priori de cada tarefa apresentada no teste, 

nos permitiu compreender a evolução dos aspectos na relação pessoal dos estudantes da amostra 

pesquisada, assim como os saberes matemáticos que criam as condições para a passagem da 

Aritmética para a Álgebra. 

 

Palavras-Chave: Aritmética. Álgebra. Aspectos da Álgebra. Passagem da Aritmética para a 

Álgebra. Generalização. Ostensivos e Não-Ostensivos.  

 

 

 

 



 
 

 

RÉSUMÉ 

 

Dans cette recherche, nous avons mené une étude afin de comprendre les relations personnelles 

développées par les étudiants sur la base des relations institutionnelles qui créent les conditions 

du passage de l'arithmétique à l'algèbre. Nous prenons comme cadre théorique de base la théorie 

anthropologique du didactique de Chevallard, les concepts de ostensives et non ostensives de 

Bosch et Chevallard, la notion de niveaux de connaissances attendus des étudiants selon la 

definition de Robert et la notion de cadre et changement de cadres selon la definition de Douady. 

Nous avons utilisé les études développés par Chevallard et Robinet sur la genèse de calcul 

algébrique et, à partir d'eux, nous avons clasée et définit sept aspects à savoir: la mémoire, le 

langage, l'équivalence de l'égalité, l'équivalence entre ostensives, l'analyse, la structure et la 

généralisation, que nous considérons comme fondamentaux au travail avec les savoirs 

mathématiques liée à l'algèbre. Notre objectif était d'identifier les relations institutionnelles 

proposées aux étudiants avec les aspects mentionnés ci-dessus et si elles sont suffisantes pour 

créer les conditions du passage de l'arithmétique à l'algèbre et de voir aussi quels aspects sont 

présents dans la relation personnelle d'un groupe d'étudiants au moment dans lequel se produit 

ce passage et quelles difficult®s impliquent lô®tablissement insatisfaisante de cette relation. Pour 

atteindre notre objectif, nous cherchons, au premier moment, de comprendre les relations 

institutionnelles existantes dans le système didactique liés à notre recherche. Cela nous a 

conduit à construire une grille d'analyse selon le modele de Dias, en définissant leurs elements 

selon le cadre théorique choisi. Sur la base de cette grille, nous avons développé l'analyse des 

manuels scolaires de la cinqui¯me, sixi¯me, septi¯me et huiti¯me ann®es de lôenseignement 

fondamental, désigné dans le Plan National des Manuels, ce qui nous a permis de comprendre 

les relations institutionnelles a partir du système didactique mentionné ci-dessus. Dans un 

deuxième moment, nous développons et appliquons un test de diagnostic avec des étudiants de 

l'éducation de base a partir du cinquième année de l'enseignement fondamental d'une école de 

la région métropolitaine de São Paulo. Ce test a été composé de sept tâches, deux correspondant 

au cadre de l'arithmétique, une au cadre aritmo-algébrique, deux au cadre de lôarithm®tique 

généralisée et une dernière au cadre de l'algèbre. L'analyse des protocoles présentés par les 

®tudiants, compar®e ¨ lôanalyse a priori de chaque tâche présentée dans le test, nous a permis 

de comprendre l'évolution des aspects dans la relation personnelle des étudiants de l'échantillon 

recherches, ainsi que les savoirs mathématiquea qui créent les conditions pour le passage de 

l'arithm®tique ¨ lôalg¯bre. 

Mots-clés: Arithmétique. Algèbre. Aspects de l'algèbre. Passage de l'arithmétique à l'algèbre. 

Généralisation. Ostensives et non ostensives.  

 

 

 

 



 

ABSTRACT 

 

The aim of this research was to understand the personal relationships developed by students 

according to the institutional relationships which create conditions for the transition from 

Arithmetic to Algebra. Our research was supported by the Anthropological Theory of the 

Didactics developed by Chevallard, the concepts of ostensive and non ostensive of Bosch and 

Chevallard, the levels of knowledge students are supposed to present according to the definition 

of Robert and the idea of frameworks and changes of frameworks of Douady. Based on the 

studies of Chevallard and Robinet about the genesis of the algebraic calculation we categorized 

and defined seven aspects: memory, language, equality equivalence relation, ostensive 

equivalence relation, analysis, structure and generalization, which we believe to be essential to 

work with the different mathematical kinds of knowledge related to Algebra. Our goal was to 

identify if the institutional relationships proposed to the students concerning the previously 

described aspects are sufficient to create conditions for the transition from Arithmetic to 

Algebra, as well as to verify which ones can be identified in the personal relationship of a group 

of students at the moment of this transition and which difficulties cause its dissatisfaction. In 

order to reach our goal we decided, at first, to understand the institutional relationships in the 

didactic system related to this research and we established a standard  of analysis according to 

Dias by defining its elements based on the chosen theoric reference. Supported by this standard 

we analyzed the Fifth, Sixth, Seventh and Eighth  didactic books suggested by the National 

Plan of Didactic Book, what made it viable to understand the institutional relationships of this 

didactic system. Thus, we developed and assigned a diagnose test with students from the Fifth 

grade of an elementary education school of greater Sao Paulo area. This test presented seven 

tasks of which two related to arithmetic framework, one to the arithmetic-algebraic framework, 

two to generalized arithmetic and the last one to Algebra framework. The analysis of these 

protocols presented by the students in the sample of the research when compared to the analysis 

of each presented task helped us to comprehend the evolution of the aspects of the personal 

relationships of students, as well as the mathematical kinds of knowledge which create 

conditions for the transition from Arithmetic to Algebra. 

 

Keywords: Arithmetic. Algebra. Algebra Aspects. Transition from Arithmetic to Algebra. 

Generalization. Ostensive and Non Ostensive. 
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INTRODUÇÃO  

  

 Atuando por mais de trinta anos em sala de aula, nos mais diversos níveis de ensino, 

observei que uma das maiores dificuldades na motivação dos estudantes no que se refere ao 

ensino da matemática est§ na ñaparente falta de motiva«oò dos mesmos em relação ao que está 

sendo trabalhado em sala de aula. O exemplo mais claro dessa argumentação pode ser 

observado quando o estudante questiona ï para que serve isso? ï se referindo a um dado 

conteúdo que está sendo trabalhado.  No entanto o mesmo estudante se empolga na realização 

de tarefas como a resolução de uma equação do segundo grau completa em que consegue aplicar 

o algoritmo de resolu«o ñf·rmula de Baskar§ò obtendo, na grande maioria das vezes o 

resultado desejado. Esse entusiasmo também é observado com alunos do nível superior quando 

fazem uso desse algoritmo ou quando a eles se referem. Parece-nos então que a dificuldade na 

motivação dos estudantes em relação a matemática está relacionada a capacidade do mesmo 

interagir com esse conhecimento de forma a obter sucesso nessa interação.  

 A importância do ensino da Matemática pode ser medida pelo apelo cultural que esse 

ramo do conhecimento humano apresenta. Afirmações de que a Matemática faz parte de nosso 

dia a dia são frequentes, embora se refiram ao que, segundo Chevallard (1994), os gregos 

denominavam de Matemática de ofício, distinguindo-se da Matemática dos filósofos.  

 Com a evolução do conhecimento humano, novas ferramentas foram criadas e colocadas 

¨ disposi«o da sociedade. As Matem§ticas criadas pelos ñfil·sofosò ganharam import©ncia nos 

saberes do ofício, de forma que sua difusão tornou-se imprescindível para propiciar as 

condições de interação com essas novas ferramentas. 

 Dentre as Matemáticas dos filósofos, a Álgebra é um desses saberes que, de forma direta 

ou indireta, assume cada vez mais importância, visto que é ela que está por trás das estratégias 

de comunicação que permite ao sujeito interagir com essas novas ferramentas da tecnologia de 

comunicação e informações.  

A comunicação/interação com as novas ferramentas parecem simples e o sujeito parece 

não perceber que o aprimoramento da mesma exige um investimento cognitivo, em termos de 

tempo, que nem sempre o sujeito que deverá desenvolvê-la está disposto a realizar. Alguns 

indivíduos acham que esse investimento é alto demais para trabalhar um conhecimento que eles 

julgam compreender. 

 Nessa pesquisa desenvolvemos um estudo que nos permitiu compreender quais são as 

relações institucionais (ver glossário página 304) existentes e quais as relações pessoais que um 

grupo de estudantes desenvolvem com os objetos da Álgebra de forma a permitir o que 
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identificamos como sendo o momento da passagem da Aritmética para a Álgebra.  Tomamos 

como ponto de partida estudos de Chevallard (1984, 1989, 1990) e Robinet (1989), e buscamos 

compreender como os saberes associados à Álgebra, no momento da passagem, o que nós 

permitiu identificar e  definir sete aspectos da Álgebra, a saber: memória, linguagem, 

equivalência da igualdade, equivalência entre ostensivos, estrutura, generalização e análise, que 

compõem as relações pessoais dos estudantes, de forma a permitir essa passagem. 

 Escolhemos como referencial teórico para o desenvolvimento da pesquisa a Teoria 

Antropológica do Didático, de Chevallard (1999, 2002), de acordo com a qual toda atividade 

humana se expressa por meio da realização de tarefas (vide glossário pagina 304) como por 

exemplo, dividir uma folha de papel em partes iguais. Essas tarefas são realizadas tomando 

como base técnicas e tecnologias, desenvolvidas pela sociedade para a realização de um 

conjunto de tarefas similares, que o autor denomina tipos de tarefas. Isso equivale a dizer que 

a estratégia utilizada em uma sociedade para dividir a folha de papel em partes iguais não é 

necessariamente a mesma de outras sociedades.  

 Outro conceito fundamental dessa teoria é o de instituição.  Para o autor, instituição é 

um dispositivo social ñcompletoò, do qual fazem parte pelo menos uma pessoa e um conjunto 

de objetos com o qual ela se relaciona. Em nossa sociedade a instituição responsável por 

difundir as técnicas e tecnologias que a fundamentam é a instituição escolar. Isso significa que 

o ensino da Matemática não é um objeto em si mesmo, como parecem julgar os críticos da 

instituição escolar, mas sim fruto das relações institucionais que definem o papel dessa 

instituição na sociedade, que a financia com o objetivo de que comunique as técnicas que a 

sociedade, como um todo, julga necessárias para seu desenvolvimento e subsistência. 

 Procurando compreender essas relações, no primeiro capítulo apresentamos um 

panorama matemático e didático envolvendo nosso objeto de estudo: a passagem da Aritmética 

para a Álgebra. A partir dos estudos desenvolvidos por Chevallard (1984, 1989, 1990) e Robinet 

(1989) analisamos a gênese do cálculo algébrico, que nos permitiu identificar os sete aspectos 

acima destacados, presentes durante a realização de tarefas relacionadas à Álgebra.  

Por aspecto estamos considerando a maneira com a qual o indivíduo se relaciona com 

um dado objeto de saber. Assim, por exemplo, quando falamos em aspecto de memória, não 

estamos nos referindo à capacidade de lembrar alguma coisa, mas à construção de uma 

estratégia que permita o resgate de uma informação de forma rápida e precisa, sem que haja 

necessidade de buscar a informação já utilizada e mobilizada anteriormente para a resolução da 

tarefa.  
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 O estudo da gênese da Álgebra, no primeiro capítulo, nos permitiu observar como os 

saberes matemáticos evoluíram de forma a permitirem a construção desse ramo do 

conhecimento. Essa evolução reforça o papel desempenhado pela Aritmética na construção 

desse novo saber, como generalização das soluções de problemas, tanto da Aritmética, como 

também no desenvolvimento do que pode ser considerada uma linguagem, que permite a 

difusão, das técnicas de resolução, mas também dos resultados encontrados, o que equivale a 

um dos aspectos por nós definido, o aspecto de linguagem. 

 No segundo capítulo definimos os objetivos, bem como a problemática e a metodologia 

utilizada para o desenvolvimento de nossa pesquisa.  Dentre os objetivos está o de compreender 

quais relações pessoais em função das relações institucionais espera-se que sejam 

desenvolvidas pela instituição escolar no intuito de permitir a passagem da Aritmética para a 

Álgebra. Isso nos conduziu a formular questões como: quais as relações institucionais existentes 

que possibilitam a passagem da Aritmética para a Álgebra? 

 Na busca de resposta para essa questão, desenvolvemos a pesquisa buscando identificar 

as relações institucionais existentes, via livros didáticos, por meio de uma grade de análise 

construída para esse fim. A partir dessa análise construímos um teste diagnóstico aplicado a um 

grupo de estudantes, de uma mesma escola, a partir do Quinto ano (antiga Quarta série) do 

Ensino Fundamental e todas as séries do Ensino Médio, buscando identificar as relações 

pessoais desenvolvidas por esses estudantes no momento dessa passagem e o progresso dessa 

relação no decorrer dessas duas etapas escolares. 

 O estabelecimento das bases teóricas que permitiram as análises e o desenvolvimento 

dessa pesquisa se deu no terceiro capítulo. Além da Teoria Antropológica do Didático, 

utilizamos também como suporte nesse referencial os níveis de conhecimentos esperados dos 

estudantes, definidos por Robert (1997), as noções de quadro e mudança de quadros, definidas 

por Douady (1984, 1986), e as noções de ostensivos e não-ostensivos , definidas por Bosch e 

Chevallard (1999). Com base nesse referencial, estabelecemos as condições que permitiram a 

definição dos quadros que consideramos como importantes e que auxiliam na passagem da 

Aritmética para a Álgebra. 

 O quarto capítulo destinamos à construção da grade de análise, segundo modelo 

apresentado em Dias (1998), e com esse objetivo definimos e exemplificamos seis quadros, de 

acordo com Douady (1984, 1986), que são: o quadro numérico, da Aritmética, aritmo-

algébrico, geométrico-algébrico, Aritmética generalizada, da Álgebra. Além desses quadros, 

sentimos a necessidade de caracterizar as situações contextualizadas para tarefas cuja 
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apresentação não faz uso de objetos dentro de um quadro segundo a concepção de Douady 

(1984, 1986). 

 Nesse capítulo, identificamos também, um total de 46 tipos de tarefas que analisamos, 

utilizando exemplos extraídos dos livros didáticos utilizados como referencial de apoio para 

identificar as relações institucionais presentes que criariam as condições para o estabelecimento 

das relações pessoais desejadas.  

 Buscando compreender as relações institucionais que criam as condições para a 

passagem da Aritmética para a Álgebra desenvolvemos, no quinto capítulo, a análise de oito 

livros didáticos de matemática destinados ao Ensino Fundamental. Para ter uma visão geral dos 

saberes trabalhados em cada um deles, iniciamos a análise com a construção de um 

organograma, conforme o desenvolvido por Tavignot (1991).  

Procuramos identificar, também, qual o topos, segundo Chevallard (1997), tanto do 

estudante quanto do professor, nas tarefas propostas e quais os aspectos da Álgebra são 

privilegiados. O levantamento dos tipos de tarefas realizado no quarto capítulo nos permitiu 

identificar os topos do estudante e do professor, na realização dessas tarefas. Observamos a 

predominância do topos do estudante em relação ao do professor nesses materiais. No final do 

capítulo, fizemos uma análise da evolução dos aspectos e dos tipos de tarefas propostas.  

 No sexto capítulo desenvolvemos a análise dos resultados obtidos no teste diagnóstico 

aplicado aos estudantes. Procurando estabelecer um padrão de comparação entre as possíveis 

soluções na realização dessas tarefas e as apresentadas pelos estudantes, desenvolvemos, para 

cada tarefa, uma análise a priori,  seguida das análises a posteriori . Foram propostas seis tarefas 

de quatro tipos diferentes. Nas duas primeiras, envolvendo expressões numéricas são propostas 

a todos os estudantes. Nelas procuramos verificar qual é a relação pessoal dos estudantes com 

os aspectos estruturais das operações numéricas, de memória, linguagem e equivalência. A 

terceira tarefa, também aplicada a todos os estudantes, procura analisar a relação pessoal dos 

estudantes com os aspectos de equivalência entre ostensivos, linguagem e estrutura. Nela, 

solicita-se que os estudantes escrevam como se lê algumas expressões numéricas simples 

compostas por produtos de soma ou diferença. A quarta tarefa, aplicada para estudantes a partir 

do sétimo ano, solicita que eles julguem como verdadeiras ou falsas duas expressões 

envolvendo soma, diferença, produto e potência, buscando compreender a relação pessoal dos 

estudantes com as estruturas numéricas. A quinta tarefa, proposta a todos os estudantes, 

consiste de dois problemas aritméticos, um envolvendo as estruturas aditivas e outro as 

multiplicativas, cuja solução pode ser algebrizada.  As duas últimas tarefas, devido à natureza 

dos saberes envolvidos, foram aplicadas para estudantes a partir do sétimo ano do Ensino 
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Fundamental, pois envolvem o aspecto de generalização. Na sexta tarefa temos uma sequência 

de figuras e o objetivo era verificar se os estudantes eram capazes de obter uma expressão que 

permitisse prever quantas ñcarinhasò estariam desenhadas em uma posi«o qualquer. J§ a s®tima 

e última buscava a generalização da soma de dois números racionais de numerador unitário e 

denominadores naturais consecutivos.  

Finalmente, exibimos nossas conclusões, entre elas a de que as relações institucionais 

propostas pelos livros didáticos favorecem o desenvolvimento das relações pessoais necessárias 

para passagem da Aritmética para a Álgebra. Entretanto, apenas esse material é insuficiente, 

pois não garante a naturalização dos saberes e do desenvolvimento dos aspectos da Álgebra 

necessários para essa passagem. Os topos dos estudantes e dos professores necessitam ser 

melhor compreendidos, não só por esses atores, mas por todos os atores envolvidos no sistema 

didático. Isso nos permitiu concluir a grande ênfase dada aos aspectos de linguagem e de 

equivalência da igualdade. Esses dois aspectos são trabalhados em cerca de metade de todas as 

tarefas constantes nos livros pesquisados. O aspecto de memória, que julgamos ser fundamental 

para o estabelecimento da relação pessoal com o aspecto de linguagem, parece perder 

importância à medida que avançam os anos escolares, caindo de cerca de 85% no Quinto Ano 

para cerca de 24% no Oitavo Ano. Os demais aspectos são introduzidos progressivamente à 

medida que evoluem os anos ou séries estudadas. O de generalização evolui de cerca de 16% o 

Quinto ano, na obra de Dante, para cerca de 44%. O de análise, na mesma coleção, sai de 0% 

para 34%. 
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1. PANORAMA MATEMÁTICO E DIDÁTICO  

 

1.1. Gênese do Cálculo Algébrico e identificação dos aspectos associados à Álgebra 

 

A Álgebra é uma estrutura do saber matemático que foi sendo construída ao longo de 

sua evolução e cujas dificuldades estavam ligadas à formulação de uma linguagem que 

permitisse sintetizar e generalizar as informações contidas em raciocínios elaborados, que se 

tornavam árduos e complexos - em especial no que se refere a problemas da Aritmética e da 

geometria.  

Assim, o desenvolvimento da linguagem algébrica foi fundamental para a criação de 

condições para a evolução da matemática levando-a a um novo patamar, conforme afirma 

Chevallard (1984) e para quem, assim como para Robinet (1989), tal evolução não se deu de 

forma aleatória, mas foi fruto de condições e necessidades em momentos específicos, assim 

como a superação de dificuldades relacionadas a diferentes aspectos da Álgebra Moderna, que 

foram fundamentais para sua formulação.  

Desse modo, identificamos tais aspectos por meio do trabalho de Robinet (1989), que 

destaca o ñobjeto" da Álgebra referindo-se ao trabalho de Douady (1984), e tomamos como 

base o estudo desenvolvido por Chevallard (1990) sobre a reforma do currículo de matemática 

na escola francesa nos anos setenta, para quem a introdução da Álgebra propunha, entre outras 

estratégias, que se  partisse do conjunto dos números naturais de forma a permitir a construção 

do conjunto dos números inteiros, observando os aspectos básicos associados à Álgebra no 

desenvolvimento dessa construção. 

  Sendo assim, pareceu-nos interessante associar a ideia de aspectos em termos de 

memória, linguagem, generalização, equivalência da igualdade, equivalência entre ostensivos, 

análise e estrutura nas análises desenvolvidas por Chevallard (1984, 1989, 1990) para justificar 

passagem da Aritmética para a Álgebra na educação básica francesa.  

Observamos ainda que o uso do termo aspecto, proposto por Chevallard (1984) e 

Robinet (1984) e utilizado no desenvolvimento da nossa pesquisa, também aparece em 

documentos publicados por PONTE (2006), nos quais se discute a relação dos números e a 

Álgebra no currículo escolar Português e onde o termo aspecto adquire um significado muito 

próximo do que adotaremos aqui. De forma explícita o autor cita os aspectos do conceito de 

número como sendo :  

Á Modelos e interpretações dos conceitos numéricos; 

Á Formas de representação dos números; 

Á Opera»esé 
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Á Cálculo; 

Á Algoritmosé 

Á Estimação; 

Á Propriedades das operações com números; 

Á Estrutura interna dos diversos universos numéricos; 

Á Rela»es entre diversos universos e estruturas num®ricasé (PONTE 2006, p. 

5) 

Assim, ao analisar o curr²culo de Matem§tica de Portugal o autor considera ño aspecto 

do curr²culoò( ibid., p. 10). Tamb®m encontramos cita«o do termo aspecto no manual do 

professor que faz parte do livro do sétimo ano, do Ensino Fundamental ciclo II, do autor Luiz 

Roberto Dante, que destaca: 

No 7o ano iniciamos propriamente o estudo da Álgebra, buscando desenvolver nos 

estudantes aspectos de generalização e abstração matemática, a partir do estudo de 

expressões algébricas e equações do primeiro grau com uma incógnita. (DANTE, 

2009, p. 53).   

 

Isso nos conduziu à definição de cada um dos aspectos identificados (memória, 

linguagem, generalização, equivalência da igualdade, equivalência entre ostensivos, análise e 

estrutura) tomando como referência o estudo da proposta didática e epistemológica de 

Chevalard (1984, 1989, 1990) e Robinet (1984). Na sequência apresentaremos essas definições. 

 

1.1.1. Definição dos aspectos a partir dos trabalhos de Chevallard (1984, 1989, 1990) e 

Robinet (1984) no estudo da passagem da Aritmética  para a Álgebra 

 

O termo aspecto, do latim aspectus, na língua Portuguesa, está relacionado à forma de 

ver, observar um dado objeto, no caso um objeto matemático.  Nessa pesquisa o referido termo 

não está associado apenas à forma de ver esse objeto, mas também ao papel por ele 

desempenhado no desenvolvimento do ensino e aprendizagem da Álgebra escolar, isto é, a 

forma como é tratado na solução das tarefas propostas aos estudantes nos materiais destinados 

a esse ensino e, em particular, nos livros didáticos.  

A análise desses materiais possibilitará o conhecimento de como esses aspectos são 

desenvolvidos ao longo da formação do estudante, quais objetos matemáticos são adotados e 

como são trabalhados para que possam ser utilizados como ferramenta explícita do trabalho 

matemático por esses mesmos estudantes.    

Apresentamos a seguir os sete aspectos por meio de definição e exemplo que podem 

facilitar sua compreensão. 

 - O aspecto de memória: Na realização de tarefas matemáticas é comum o 

encadeamento de uma sequência de subtarefas que faz com que quem a realize não perca de 

vista a tarefa principal. Como exemplo dessa dificuldade podemos citar a utilização do 
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algoritmo na divisão de dois números naturais ou decimais utilizando o que se convenciona 

chamar de método da chave1. As sucessivas subtarefas realizadas são anotadas de forma a 

permitir um controle sobre o desenvolvimento das mesmas e facilitar a execução da tarefa 

principal.  

Chevallard (1984) considera que uma das etapas fundamentais na construção da Álgebra 

está relacionada exatamente ao desenvolvimento de um sistema de anotações que funcione 

como uma memória para manter o controle das operações efetuadas. Dessa forma, quando 

falamos de aspecto de memória não estamos nos referindo à habilidade de lembrar um 

determinado conhecimento, mas como uma estratégia de anotação (registro) que permita ao 

sujeito resgatar uma informação durante a execução da tarefa. 

Considerando o ensino da Álgebra no Brasil podemos localizar a introdução de 

estratégias que apresentam essa característica no trabalho com expressões numéricas 

envolvendo os naturais a partir do Quinto Ano do Ensino Fundamental. A realização de tarefas 

como resolver a expressão2 25 ï 2.(7 + 3) pode ser realizada mentalmente, mas as anotações 

subsequentes das subtarefas realizadas levam a um maior controle sobre sua realização . Nesse 

caso, a primeira tarefa é efetuar a soma de 7 com 3, uma vez que essa soma está entre parênteses 

indicando ser um único objeto matemático; a seguir, o resultado deve ser multiplicado por 2 e 

por último o resultado assim obtido, no caso 20, deve ser subtraído de 25. Como já dito a 

sequência pode ser efetuada mentalmente, mas a possibilidade de anotar essa informação torna 

a tarefa menos penosa, principalmente quando se trabalha com expressões envolvendo mais 

operações na resolução de tarefas que exijam uma conversão de registros3 ou uma passagem 

do ostensivo4 de representação em língua natural para o ostensivo de representação algébrica. 

Um exemplo que nos permite visualizar esse aspecto pode ser observado na divisão de 

polinômios como 2x3 - 8x2 -18x + 12 por x2 - 6x + 3, cuja solução, usando o método da chave, 

se assemelha muito ao método para a divisão entre dois números, ou seja: 

                                                           
1 Método que utiliza o seguinte esquema: 

                                                          dividendo  |divisor 

                                                             resto       quociente 
2 Na solução da referida tarefa temos: 

25 ï 2. ( 7+3) = 

25 ï 2. 10 = 

25- 20 = 

5 
3 Transformação de uma representação em um determinado registro em outra representação de um outro registro, 

conservando a totalidade dessa representação ou uma parte essencial do conteúdo da representação inicial. 

 
4  A definição de objeto ostensivo é apresentada no capítulo 3.  
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36121882   223 +-+-- xxxxx
, dividindo o termo de maior grau do dividendo pelo termo de 

maior grau do divisor e multiplicando o resultado obtido pelo divisor temos  

2x             6122

36121882

2

223

xxx

xxxxx

+-

+-+--
 

Subtraindo o dividendo pelo produto anterior temos como diferença 4x2ï24x+12  

    

12244x    0  

2x             6122

36121882   

2

2

223

+-+

-+-

+-+--

x

xxx

xxxxx

 

cuja diferença 4x2ï24x+12 é novamente dividida pelo divisor resultando em  

0                

12244x-        

12244x    0  

42x             6122

36121882   

2

2

2

223

-+

+-+

+-+-

+-+--

x

x

xxx

xxxxx

 

Ou seja, (2x3 - 8x2 -18x + 12) ÷ (x2 - 6x + 3) = 2x + 4 e tem resto zero. Nesse algoritmo 

observamos que sucessivas anotações levam a um controle da realização da divisão desejada 

sendo possível resgatar as informações referentes à mesma sem maiores dificuldades. 

- O aspecto de linguagem: A comunicação do saber ganhou grande impulso com a 

invenção da escrita e segundo Duval (2009) ñn«o ® poss²vel estudar os fen¹menos relativos aos 

conhecimentos sem recorrer ¨ representa«oò (DUVAL 2009 p.29).  No campo da Matemática 

podemos considerar que o desenvolvimento de um sistema que permitisse não apenas 

representar como também comunicar esse saber foi um dos aspectos que representou uma das 

maiores contribuições para o avanço, tanto dessa área como de todo o conhecimento humano. 

Exemplo disso pode ser observado na formulação de um sistema de representação numérica 

eficiente, o sistema de numeração decimal, que como veremos na gênese do cálculo algébrico, 

foi fundamental para a construção dessa nova linguagem.    

Chevallard (1984) destaca as dificuldades no que se refere ao tratamento de soluções 

numéricas na resolução de problemas antes do desenvolvimento da Álgebra. A falta de um 
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sistema de representação que permitisse uma rápida consulta de forma a reavivar a memória 

sobre uma visão geral do problema ou tarefa realizada dificultava sua finalização, tornando 

pesada a sua execução.  

A representação na linguagem algébrica como um instrumento de descrição de 

problemas numéricos, segundo Chevallard (1984), é um instrumento avançado, pois permite a 

comunicação dos resultados e sua generaliza«o. ñA linguagem alg®brica - notadamente porque 

é uma memória - permite conservar da melhor maneira a informação apresentada e, sobretudo 

indicar a informa«o pertinente:ò (CHEVALLARD, 1984, p.75, tradução nossa). 

Essa nova linguagem cria as condições, entre outras coisas, de uma comunicação mais 

eficiente no tratamento dado aos objetos matemáticos. Por exemplo, ao desenvolver expressões 

como 25 ï 2. (7 + 3), a anotação da informação pode ser feita registrando o resultado à direita, 

ou na linha seguinte da expressão, ou seja, 25 ï 2. (7 + 3) = 25 ï 2 . 10, mas para isso ser 

possível, foi necessária a criação de um sinal - o de igualdade - que permitisse a ligação entre 

as duas informações equivalentes.  

No exemplo acima observamos que o que estamos considerando como aspecto de 

linguagem se refere, além da linguagem algébrica, a uma gama de formas de registro semióticos 

que levam à realização das tarefas e a comunicação de seus resultados. De forma mais 

específica, nessa gama de linguagens temos a linguagem coloquial, falada e escrita que leva a 

comunicação de forma geral como destacado por Duval (2010).  

Observamos ainda, nos referindo a Chevallard (1994), que temos uma linguagem 

Aritmética, composta pelos ostensivos de representação numérica e suas operações, uma 

linguagem geométrica (pictórica), representada por figuras que transmitem informações e a 

linguagem algébrica, síntese de todas as anteriores, que busca transmitir a informação de 

maneira ñclaraò e objetiva para quem a domina de forma a n«o permitir dupla interpreta«o na 

informação transmitida. Essas linguagens criam as condições para manipular as técnicas nas 

diferentes tarefas propostas aos estudantes e ao mesmo tempo evocar conceitos e ideias por 

meio dos ostensivos e não-ostensivos5 que lhe são associados. 

 Uma das nossas expectativas é observar como o estudante trabalha as informações 

durante as diversas etapas de sua realização. Como utiliza (interpreta) os tratamentos e 

conversões dos registros de representação semiótica ou como manipula ostensivos de 

representação e os associa aos não-ostensivos na execução de tarefas ligadas à matemática. 

                                                           
5 A definição de objeto não-ostensivo é apresentada no capítulo 3. 
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Desse modo, consideramos o aspecto de linguagem como aquele que permite comunicar a 

informação de forma precisa sem dubiedades.  

- O aspecto de generalização: De acordo com Chevallard (1984), a introdução da 

Álgebra no ensino francês é historicamente marcada pelo que se pode considerar uma dialética 

entre o velho ensino da Aritmética e o novo ensino da Álgebra. Segundo o autor, antes da 

introdução chamada matemática moderna, a introdução do novo conhecimento se dava a partir 

de problemas da Aritmética, para os quais era proposta a solução Aritmética seguida de uma 

solução Algébrica e pela apresentação dos sinais usuais que o autor denomina sinais aritméticos, 

ou seja, +, -, x, =, etc.   

Ressaltamos aqui que a observação acima de Chevallard (1984) se refere a um livro 

did§tico do s®culo XVIII cujo t²tulo era ñNo»es preliminares sobre a passagem da Aritmética 

para a Álgebraò.  

A visão predominante era a de que a Álgebra opunha-se à Aritmética pelas suas 

potencialidades: 

[...] sendo aplicável originalmente aos mesmos corpos de problemas, ela é uma 

Aritmética livre da opacidade e esquecimento que removem dos nossos olhos a 

estrutura dos problemas estudados. Ela é um instrumento superior para uma tarefa 

semelhante. É uma Aritmética universal - como dizia Newton - ou ainda uma 

Aritmética generalizada, como nota Poinsot um século mais tarde, em uma definição 

que um autor de livros didáticos do fim do século XIX - início do século XX, como 

muitos outros antes e depois dele, retomaram e propuseram para a meditação dos 

estudantes do ñcoll¯geò (ensino fundamental anos finais): ñA Álgebra elementar não 

é outra coisa que uma Aritmética generalizada, ou seja, se expande dos números 

específicos a números quaisquer, e, consequentemente, das operações atuais que 

executávamos às operações para as quais apenas indicamos com a utilização de sinais; 

de maneira que nesta primeira especulação pensa-se menos em estabelecer o resultado 

destas operações sucessivas que em traçar um quadro, e descobrir assim fórmulas para 

a solu«o de problemas do mesmo g°nero.ò (CHEVALLARD, 1984, p. 57 tradu«o 

nossa) 

 

De acordo com Robinet (1984), a introdução de letras para nomear indeterminações 

atende diretamente o problema prático da Matemática e faz avançar a teoria das equações, 

especialmente no aspecto que determina as raízes da função de equações dadas pelos seus 

coeficientes permitindo a obtenção de funções que modelam a solução de equações. Segundo a 

autora  

Para os didatas que procuram problemas que são a origem de diversos conceitos 

matemáticos, existe sobre isso a reflexão, pois parece que o cálculo algébrico pode 

ser dividido em duas partes, respondendo a duas diferentes  funções:  

- A Aritmética da incógnita permitindo matematizar e em seguida resolver alguns 

problemas práticos  (Aritmética em particular),  

- O cálculo literal permitindo  escrever  as relações e tratar todos os problemas práticos 

originários da mesma estrutura e dando acesso a essa estrutura e, consequentemente, 

à  resolução de problemas complexos da mesma maneira que a problemas mais 

simples que tem origem nessa mesma estrutura. (ROBINET, 1989, p. 12 tradução 

nossa) 



35 
 

 

 

Portanto, o aspecto de generalização torna possível a representação numérica de forma 

ampla não se referindo a um valor específico, mas a uma classe de valores cujas tarefas podem 

ser realizadas da mesma maneira sem que se perca a validade do resultado encontrado. É o que 

se observa na tradu«o de problemas como ñIdade de Pedro ® o dobro da idade de seu sobrinho 

Juca. Se a soma de suas idades ® 39 anos, qual a idade de Pedro e de Juca?ò, que utilizaremos 

em nossa pesquisa diagnóstica visando compreender a relação pessoal6 dos estudantes com esse 

aspecto.  

Ao traduzir o enunciado: A Idade de Pedro é o dobro da idade de seu sobrinho, por 2x 

+ x, onde x é a idade do sobrinho e 2x a idade de Pedro ocorre a generalização de todas as 

possíveis situações com as mesmas características, não importando a soma das idades. Esse 

aspecto cria as condições para a solução de uma classe de problemas e não apenas de problemas 

isolados, isto é, segundo Chevallard (1984), é ele que amplia as potencialidades na resolução 

de tarefas relacionadas ao numérico. 

- O aspecto de equivalência da igualdade: A Aritmética pode ser considerada uma das 

ferramentas mais antigas do conhecimento matemático. Sua construção está provavelmente 

relacionada à necessidade de controle e computação associada ás nossas necessidades 

primárias. Esse aspecto computacional induz a obtenção de uma resposta ligada aos dados 

computados, o que para a grande maioria dos profissionais é suficiente. De forma prática, 

levando os aspectos culturais de escrita e leitura temos que 2 x 3 = 6. Aparentemente a  

[...] verdadeira confusão sobre o sentido do sinal de igualdade (que significa em 

princ²pio que de algum modo os dois ñlados da igualdadeò membros s«o express»es 

idênticas - formal ou sintaticamente -, o que já interditaria escrever 6 = 2 x 3, mas que 

o que eles designam é uma única e mesma coisa, o sinal de igualdade significa 

somente uma identidade semântica). Isso dito, o problema ï elegantemente, mas 

custosamente resolvido por meio das classes de equivalência ï existia antes das 

matemáticas modernas, e continua a existir: mas o corpus antigo o tratava 

(inconscientemente?) com um critério, distinguindo, cada vez que era necessária, a 

fração (considerada implicitamente como escrita, a saber, como relação). Qualquer 

que seja todo esse jogo, deixado mais uma vez implícito, e hoje mais ou menos 

fortemente explicitado, participa da admirável construção que tanto seduz os 

professores, como diz Lebesque. (CHEVALLARD, 1984, p. 66 tradução nossa).  

 

   A criação de uma representação para a igualdade parece estar apenas associada às 

necessidades da matemática, relacionadas ao desenvolvimento da linguagem matemática - e 

não a uma necessidade da escrita natural.   

Um exemplo dessa dificuldade pode ser observado na resolução da tarefa apresentada 

por um dos estudantes no desenvolvimento do item ñbò da quest«o 1 da atividade diagn·stica, 

                                                           
6 A noção de relação pessoal está definida no capítulo 3 
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figura 1 a seguir. O estudante efetuou o produto de 8 por 34 e anotou parcialmente a expressão, 

ñesquecendo-seò de escrever o produto pelo 14. A seguir, à direita da igualdade registra a 

diferença entre 272 e 13, no caso 259, o produto por 14, que havia desconsiderado anteriormente 

e na sequência efetua esse produto.  

 

FIGURA 1 - Solução apresentada por um estudante do Ensino Superior ao item b da questão 1 do teste 

                      diagnóstico. 

 

FONTE: Extrato do protocolo apresentado pelo estudante. 

 Podemos considerar como um ñesquecimentoò, mas demonstra a falta da compreens«o 

da equivalência, pois obviamente 273 - 13  é diferente de 259 . 14.  

 Ressalto aqui que em nossa prática em sala de aula percebemos que se for pedido ao 

estudante que leia o que escreveu ele não percebe nenhuma incoerência no que está registrado, 

o que parece reforçar o que consideramos como a falta de compreensão do significado da 

igualdade como uma equivalência. Dessa forma, a definição do aspecto de equivalência da 

igualdade é aquela que permite reescrever, em sequência, um objeto matemático de forma que 

os novos ostensivos correspondam ao mesmo não-ostensivo associado. 

- O aspecto de equivalência entre ostensivos: Os conceitos de ostensivos e não-

ostensivos foram definidos por Chevallard (1994). Segundo o autor os objetos matemáticos não 

são objetos comuns como uma pedra ou caneta, mas frutos da engenhosidade humana, em 

essência das ideias expressas sob a forma de conceitos ou definições que evoluíram ao longo 

de nossa história e cujo acesso se dá por meio das representações criadas ao longo de sua 

construção. O autor destaca que para se compreender as técnicas que levam a realização das 

tarefas temos a necessidade de estabelecer a distinção entre dois tipos fundamentais de objetos: 

os objetos ostensivos e os objetos não-ostensivos.  

Por objeto ostensivo o autor considera aqueles que assumem uma forma material 

qualquer como uma régua, a caneta, da mesma forma que podemos considerar como um objeto 

material; palavras, ações, diagramas, desenhos, etc.. Por outro lado, os objetos não-ostensivos 

são os normalmente chamados de noções, conceitos, ideias, etc.  De forma geral, os objetos 

não-ostensivos não podem ser manipulados diretamente, pois sua manipulação se dá por meio 

da manipulação dos ostensivos a eles associados, como por exemplo, o conceito de número. O 
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conceito é complexo e normalmente é confundido com os ostensivos que os representam, pois 

só temos acesso a eles por meio dos ostensivos que a eles podem ser associados. 

Ainda segundo Chevallard (1994) a aplicação de  

Qualquer técnica envolve a ativação de um complexo de objetos, alguns ostensivos, 

que serão manipulados, outros não-ostensivos, que serão evocados.  A manipulação 

dos ostensivos é definida usando determinados não-ostensivos, e estes últimos, ao 

contrário, são dos ostensivos.  Há, portanto, uma dialética necessária entre ostensivo 

e não-ostensivo. (CHEVALLARD, 1994, p. 5).  

 

Por exemplo, o conceito do número dois é um objeto não-ostensivo que só pode ser 

manipulado por meio dos ostensivos a ele associados, como o símbolo 2, a palavra dois, o 

sucessor natural de um, a terça parte de 6, etc.. Assim, as tarefas formuladas para a atividade 

matemática dependem em grande medida da habilidade de manipulação dos ostensivos 

associados aos conceitos trabalhados, ou seja, os não-ostensivos. Assim, ao mesmo tempo em 

que a manipulação dos ostensivos depende da compreensão dos não-ostensivos a eles 

associados, a compreensão dos não-ostensivos depende da manipulação dos ostensivos, o que 

configura a dialética entre os ostensivos e o não-ostensivos. 

 Isso nos levou a considerar o aspecto de equivalência entre ostensivo e defini-lo como 

sendo aquele que nos leva a observar o objeto matemático, o não-ostensivo, sob diversas formas 

de representação, ou seja, por meio dos ostensivos que permitem manipulá-lo. Por exemplo, o 

numeral dois mil quinhentos e quarenta e três pode ser escrito no sistema de numeração decimal 

na forma 2543 que é equivalente, no mesmo sistema decimal à 2 . 1000 + 5 . 100 + 4 . 10 + 3, 

que é equivalente a 2 . 103 + 5 . 10 2 + 4 . 101 + 3 . 100. 

- O aspecto de análise: Ao se deparar com uma nova tarefa ou situação em que as 

técnicas conhecidas dificultam uma resolução imediata, o esperado é que o sujeito explore-a na 

busca entre as técnicas que domina e na criação de uma nova técnica que possibilite a realização 

da tarefa proposta. Exemplo desse tipo de aspecto pode ser observado em tarefas como a 

apresentada na figura 2, abaixo. 

 

FIGURA 2 ï Tarefa que utiliza o aspecto de análise.  

 

FONTE:  Iezzi et al. 2009, Sexto Ano p. 57 
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Nela é solicitado ao estudante descobrir quais algarismos estão faltando e, embora se 

trate de uma tarefa proposta a estudantes do Sexto Ano do Ensino Fundamental, espera-se que 

eles explorem entre as técnicas relacionadas à multiplicação ï o que supõe-se que já tenham 

domínio ï que permita obter o número que multiplicado por 3 tenha 4 na casa das unidades, no 

caso o número 8. Essa análise inicial lhe permitirá encontrar os demais algarismos aplicando as 

técnicas de multiplicação estudadas nos anos ou séries anteriores.  

Podemos considerar que o aspecto da análise é o que permitiu a resolução dos problemas 

antes do advento da Álgebra, tanto com a utilização de métodos geométricos como aritméticos, 

o que criou as condições para a formulação dessa nova área do conhecimento humano. 

Consideramos como aspecto de análise aquele que exige que o estudante explore a tarefa sobre 

diversos ângulos na procura de conhecimentos que permitam sua realização, o que Robert 

(1998) considera como nível de conhecimento disponível.   

 - O aspecto de estrutura das operações numéricas: Segundo Chevallard (1989) 

igualdades como 25 ï 2. (7 + 3) = 25 ï 2 . 10 escondem uma dificuldade recorrente relacionada 

à adequação ao tipo de tarefa que se pretende realizar.  

Com efeito, o reino do cálculo numérico é governado pela lei de simplificação, 

interiorizado em hábito, onde uma das cláusulas é constituída pelo princípio de 

realiza«o dos c§lculos. De acordo com este ñprinc²pioò, a express«o ñ4 + 8ò n«o 

ocorreria como resposta em c§lculo num®rico, o c§lculo, nesta fase, ñest§ 

incompletoò. A express«o ñ4 + 8ò seria assim apenas uma forma transit·ria, h§bil 

(porque quatro mais oito é igual a doze), e não existe mais de uma outra maneira livre 

que o átomo de oxigênio fora da molécula O2.ò (Chevallard 1984 p. 73). 

Entretanto, na realização de tarefas relacionadas à Álgebra é comum a necessidade 

desse tipo de expressão, bem como o uso das propriedades operatórias a ela associadas.  

Na L²ngua Portuguesa o significado do termo Estrutura ®, entre outros, o da ñdisposi«o 

das partes de um todoò conforme Amora (1987). Na constru«o das teorias tanto da Álgebra 

como da Aritmética é evidente esse tipo de disposição. Por exemplo, no conjunto dos números 

naturais partindo de uma definição, aparentemente intuitiva, como a da adição: Dado dois 

números naturais ñaò e ñbò quaisquer existe um ¼nico n¼mero natural ñcò qualquer tal que a + 

b = c. Como ñcò ® um natural e considerando outro natural ñdò qualquer, pelo exposto acima, 

podemos considerar que existe um ¼nico ñeò qualquer tal que c + d = e. Como a + b = c então 

em c + d = e, podemos escrever (a + b) + d = e.  

Observamos que na utilização da soma, representada entre parênteses, estão associados 

os aspectos de generalização e de equivalência definidos anteriormente que levam, a partir de 

uma definição inicial, a ordenar as partes para construir o todo.  
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Esses atributos que possibilitaram o desenvolvimento de uma teoria associada à 

Aritmética são o que denominaremos de aspecto de estrutura das operações numéricas, visto 

que estamos focando nossa pesquisa na passagem da Aritmética para a Álgebra e até esse 

momento as operações efetuadas estão no quadro que definimos como aritmo-algébrico7 cujo 

trabalho, no desenvolvimento curricular do Ensino da Matemática, a partir da análise dos livros 

didáticos, pode ser localizado no Quinto Ano do Ensino Fundamental Ciclo I.  

Para ilustrar apresentamos, na figura 3 a seguir, alguns exemplos de tarefas que 

envolvem esse aspecto.  

 
FIGURA  3 ï Exemplo de tarefas que envolve o aspecto de estrutura 

 

FONTE: Dante 2009 Sexto  Ano p.75.  

 

O quadro acima é proposto na introdução do estudo das expressões numéricas no livro 

destinado ao Sexto Ano na obra de Luiz Roberto Dante. No primeiro box, a esquerda, temos 

uma sequência de  expressões que apresentam operações entre parênteses evidenciando que a 

operação interna a esses devem ser efetuada primeiro. No box central temos expressões que 

apresentam apenas adição ou multiplicação destacando a propriedade associativa. O terceiro 

box, a direita, finaliza os exemplos com tarefas que apresentam operações distintas enfatizando 

que devemos efetuar, quando aparecer primeiro a potenciação ou a raiz quadrada, a seguir as 

multiplicações e divisões e somente no final as adições e subtrações. Essa hierarquia na 

                                                           
7 O quadro aritmo-algébrico é aquele em que as operações Aritméticas envolvem as propriedades estruturais das 

operações numéricas e que dessa forma não são simples operações Aritméticas, como na expressão: 

52 ï ( 12 + 10 ).   
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resolução se justifica na construção de uma teoria associada as estruturas numéricas. A partir 

da definição da adição e sua inversa a subtração, operações que aparentemente se considera 

intuitiva, define-se a multiplicação8 e a partir dela a potenciação. Dessa forma constrói-se uma 

teoria logicamente consistente tomando como base as estrutura numérica e suas propriedades.  

Assim poderíamos considerar que as propriedades estruturais definem o que podemos 

considerar níveis de resolução, estando no mesmo nível uma operação e sua inversa, no caso, a 

multiplicação e a divisão estariam num mesmo nível e a adição e subtração em um nível inferior. 

As propriedades estruturais da Aritmética conduzem à realização das potências antes dos e esses  

antes da adição, visto que o produto é derivado da soma. Quando desejamos que a soma seja 

efetuada com prioridade, ela deve ser indicada entre parênteses.     

Dessa forma consideramos que o aspecto de estrutura está relacionado às propriedades 

operatórias e suas diferentes formas de notação e aos conceitos a ela relacionados, isto é, ao 

ostensivo em jogo e não-ostensivo associado.  

Após a definição dos aspectos associados à passagem da Aritmética para a Álgebra 

fundamentados nos trabalhos de Chevallard (1984, 1989, 1990) e Robinet (1984) apresentamos 

a seguir uma breve reflexão sobre a gênese do cálculo algébrico e como ela se articula com 

nossa pesquisa. 

 

1.1.2. Gênese do Cálculo Algébrico 

 

Os relatos sobre os problemas enfrentados e resolvidos por povos antigos, como 

egípcios, babilônicos, entre outros, demonstram a criatividade do ser humano e a habilidade na 

criação de técnicas que permitam a resolução desses problemas. Nessa busca percebe-se a 

utilização de estratégias de raciocínios que podemos considerar como próprios da Álgebra e 

cujas soluções foram obtidas com a utilização do que podemos chamar de um dos aspectos mais 

importantes: o do raciocínio algébrico. 

Iniciamos o estudo da gênese do cálculo algébrico com a identificação de exemplos de 

problemas em que se utiliza o raciocínio algébrico citados por Robinet (1989). Entre esses, 

destacamos o ñC§lculo de um ret©nguloò, problema 6 do papiro de Moscou: Se ® dado um 

                                                           
8 Seguindo a axiomática de Peano, Domingues  (1991 p. 83) define a multiplicação em IN da seguinte forma: A 

multiplicação (x,y) Ÿ x y (ou x . y) de n¼meros naturais ® definida pelas condi»es seguinte: 

a . 0 = 0 

a .b+ = ab + a, onde b+ é o sucessor de b, ou de outra forma b é o antecessor da b+.  

Dessa forma 5 . 3 = 5 . 2+ = 5 . 2 + 5 = (5 . 1+ ) + 5 = (5 . 1 + 5) + 5 = (5 + 5) + 5. O que nos permite inferir que 

em IN a adição é uma operação derivada da adição. 
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retângulo de área 12, 
2

1

4

1 do comprimento pela largura9, encontrar os lados desse ret©nguloò. 

(ROBINET, 1989, p. 2) 

Segundo a autora a solução apresentada pelo escriba foi: 

O escriba escreveu: Calcule com 
2

1

4

1
 para obter 1. Temos 

3

1
1  10. Calcule com esse 

12 que está na superfície 
3

1
1 vezes. Temos 16. Calcule sua raiz quadrada. Temos 4 

para o comprimento. Seu 
2

1

4

1
, ou seja 3 para sua largura. 

Em linguagem moderna, I*L = 12 = 
2*

4

1

2

1
Lö

÷

õ
æ
ç

å
+ . O escriba efetuou 

3

1
1

4

1

2

1
:1 +=ö

÷

õ
æ
ç

å
+  depois 16

3

1
1*12 =ö
÷

õ
æ
ç

å
+  em seguida 416=  e 

3
4

1

2

1
*4 =ö

÷

õ
æ
ç

å
+ então L = 4 e l = 3. (ROBINET, 1989, p.2). 

 

 

O mesmo problema ® apresentado por Eves (2004), da seguinte forma: ñA §rea de um 

retângulo  é 12 e a altura é ¾ da largura. Quais s«o as dimens»es?ò ( EVES, 2004, p. 85)   

Observamos que o raciocínio utilizado é bastante coerente, mas de difícil compreensão, 

principalmente para quem não está inteirado com o tema. A escrita é particular e está ligada à 

época em que foi desenvolvida, como se pode ver na representação dos racionais. 

Raciocínios semelhantes podem ser observados em soluções apresentadas por 

estudantes em nosso sistema de ensino. Na figura 4, a seguir, temos um exemplo cuja solução 

foi proposta por um estudante de um curso Superior na área financeira coletada em uma das 

provas aplicadas pelo pesquisador ao problema: 

O salário de um representante comercial de filtro de água é composto por um valor fixo 

de R$ 1100,00, acrescido de R$ 9,00 a cada filtro vendido. Determine: 

                                                           
9  O cálculo e representação com frações já era prática no antigo Egito, quando faziam uso de frações unitárias, 

isto é, numerador unitário, expressando as demais como soma desse tipo de fração. De acordo com Eves ( 2004), 

frações como  
7

2
 eram expressas pela soma

28

1

4

1
+ . Dessa forma

2

1
 
4

1
 pode ser interpretado como 

2

1
 + 

4

1
 = 

4

3
. 

10 Como o comprimento é ö
÷

õ
æ
ç

å
+

4

1

2

1
da largura então o comprimento é 

4

3
 da largura, logo a largura

3

1
1

3

1

3

3

3

4
=+=  do comprimento. 
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a) A expressão que permite obter o salário do vendedor em função da quantidade de 

filtros vendidos 

b) Quantos filtros terão sido vendidos se o salário bruto desse vendedor for de R$ 

2180,00?   

 

FIGURA 4 - Solução apresentada por um estudante do Ensino Superior numa avaliação de matemática. 

 
FONTE: Extrato da avaliação apresentada por um estudante. 

 

O estudante não apresentou a resposta para o item a, que procurava levá-lo a realizar a 

conversão do ostensivo da linguagem natural para os ostensivos na linguagem algébrica, mas 

conseguiu resolver o item b. A análise da solução apresentada demonstra que a compreensão 

do problema e o encaminhamento do raciocínio estão claros, o que possibilitou um 

desenvolvimento de forma lógica e coerente do problema proposto. Embora se trate de 

problemas diferentes podemos traçar um paralelo entre as duas soluções apresentadas: em 

ambos os casos podemos considerar que na falta do domínio por parte do estudante de uma 

estratégia de comunicação mais eficiente, ele foi conduzido a desenvolver uma solução 

particular em etapas. Primeiro: Quanto o vendedor recebeu pela venda dos filtros? Basta retirar 

de seu salário o valor fixo. Segundo: Quantos filtros foram vendidos? Basta dividir o valor 

encontrado anteriormente pelo valor recebido por cada filtro. Essa é a solução da questão 

apresentada. 

Outra informação que podemos retirar da solução acima se refere ao cuidado do 

estudante em indicar as etapas do raciocínio envolvido indicando o valor fixo, salário sem o 

filtro, o valor recebido com a venda dos filtros, e a sobra de salário. Essa preocupação pode ser 

associada à necessidade sentida por ele a fim de evitar a falta de compreensão de quem iria 

avaliar a questão, ou seja, evitar que ocorra interpretação de forma diferente do raciocínio por 

ele desenvolvido; ao mesmo tempo em que permite ao estudante resgatar, se necessário, a 

informação obtida anteriormente, mostrando a importância do aspecto de memória - como já 

descrito nesta pesquisa. 
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 De forma semelhante, a evolução na construção do conhecimento que deu origem à 

Álgebra tinha a necessidade de desenvolver estratégias de representação para que a informação 

obtida não se perdesse ao longo da resolução do problema - um sistema de representações que 

permitissem a comunicação da estratégia usada na solução garantindo a mesma interpretação 

por todos que dela tivessem conhecimento. É o que definimos como o aspecto de linguagem, 

que permite comunicar a informação de modo preciso e sem dubiedades. 

  Um primeiro passo nesse sentido foi dado pelo matemático grego Diofanto. A Álgebra 

e a escrita algébrica eram e continuaram por longo tempo sendo o que foi classificado por 

Nesselmann (1842, apud EVES, 2004, p. 206) como Álgebra retórica. Nessa fase da Álgebra, 

os argumentos da resolução de problemas são escritos em pura prosa, sem abreviações ou 

símbolos específicos. Na tentativa de simplificar a representação na solução dos problemas, 

Diofanto dá início ao que Nesselmann (1842, apud EVES, 2004, p. 206) classificou como 

Álgebra sincopada, com a adoção de algumas abreviações para quantidades e operações que se 

repetem com mais frequência. Dessa forma, estavam criadas as condições para o 

desenvolvimento de um dos aspectos que segundo Chevallard (1984) é fundamental no trabalho 

algébrico e que cremos ser importante levar em consideração nessa pesquisa: o aspecto de 

memória, aquele que permite o tratamento da informação sem que se perca de vista objeto 

trabalhado. Segundo Robinet (1989); 

ñO termos desconhecido ® definido por Diofanto como contendo um n¼mero 

indefinido de unidades, que ele representa por 'V. Por outro lado x2 é representado 

por Dg, x3 por Kg, x4 por DgD, x5 por DKg, x6 por Kg K. Diofanto escreveu   

----
D
-

beVgi
g

a
g o

MK  para x3 + 13x2 + 5x + 2, omitindo o sinal + e os números são 

formalizados por grupos de letras e s²mbolosò (ROBINET, 1989, p.3) 

 

O avanço no desenvolvimento da Álgebra sincopada, segundo Eves (2004) e Robinet 

(1989), se dá com a contribuição da matemática Indiana, onde  se registram as primeiras 

simplificações:  

[...] A inc·gnita ® designada por palavras abreviadas: rupaò (abreviada por ñruò) 

designa o n¼mero que n«o ® coeficiente da inc·gnita; caroni (abrevidada por ñcò) 

colocada na frente de um número designa a raiz quadrada desse número; yavat-tavat 

(abreviado por ñyaò) designa a inc·gnita; yavat-varga indicado ñyavò para o quadrado 

da incógnita. Para designar outras incógnitas, eles consideravam as abreviações de 

nomes de cores: ñCaò para calaca, que quer dizer ñpretoò, designa a segunda inc·gnita, 

por exemplo.  

Em regra geral, os indianos utilizam seu formalismo para matematizar pequenos 

problemas, muitas vezes apresentados como contos, mas eles operam relativamente 

pouco sobre a escrita simbólica e seus argumentos se baseiam essencialmente sobre o 

discurso. (ROBINET, 1989, p. 4) 
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Embora a matemática Indiana não tenha desenvolvido uma representação para a 

igualdade o aspecto relacionado à equivalência, que permite realizar transformações na 

representação do objeto sem perder seu significado, parece já estar presente nos seus trabalhos, 

da mesma forma que se observam os primeiros indícios da sistematização com os trabalhos de 

Brahmagupta e Bhaskara (EVES 2004 e ROBINET 1989) no desenvolvimento de técnicas que 

levam à solução de equações do segundo grau.  Segundo Robinet (1989), para escrever 

igualdades como 0x2 + 10 x - 8 = x2 + 0x + 1 Brahmagupta usava a seguinte notação:  

yav 0    ya 10   ru 
o

8  

yav 1   ya 0   ru 1 

Robinet (1998 p. 5) explicita que o círculo acima do número oito indica que o mesmo é 

negativo e que a disposição dos dados em linhas diferentes evidencia a preocupação com a 

acomodação dos dois conjuntos de objetos na inscrição, da mesma forma que o sinal da 

igualdade separa os dois conjuntos de informações consideradas equivalentes na Álgebra 

moderna.  

Os princípios da generalização também já podem ser observados nos escritos de 

Bhaskara. Citando Cajori (1928), Robinet (1989) destaca: 

"Com Bhaskara (século XII), existe um progresso no tratamento das escritas 

simbólicas e no tratamento das equações do segundo grau. Por exemplo, sempre 

citando o livro de Cajori, encontramos: Se temos 3 desconhecidos, 5 pretos, 7 azuis 

todos positivos, quanto teremos com 2 negativos, 3 e 1 do mesmo, respectivamente, 

adicionados ou subtraídos?  

ya 3  ca 5 ni  7                 soma                            ya 1 ca 2 ni  6  

ya 
o

2  ca 
o

3  ni 
o

1                 diferença                       ya 5 ca 8  ni 8."  

O que significa dizer, em linguagem moderna, A =  3x + 5y + 7z e B = -2x-3y-z  A + 

B = x + 2y + 6z  e  A ï B  = 5 x + 8 y + 8z. Podemos conjecturar que existe aqui uma 

preocupação de estabelecer resultados sobre as escritas. (ROBINET, 1989, p. 5) 

 

Temos nesse exemplo uma indicação das técnicas operatórias com polinômios, uma das 

ferramentas fundamentais nos trabalhos envolvendo a Álgebra escolar e que podemos associar 

ao aspecto da generalização com as operações numéricas em nosso sistema escolar. 

Os aspectos relacionados à generalização ficariam situados a partir da contribuição de 

matemáticos árabes, como Al-Kowarizmi, Al Karagi, Al Samawô-al, entre outros. A escrita 

algébrica na matemática árabe é predominantemente retórica e assim sua maior contribuição 

está ligada ao estudo das equações, operando com as ferramentas da Aritmética sobre o 

desconhecido.  Estabelecem-se aqui os princípios para a solução das equações de forma geral e 

não na solução de problemas particulares como ocorria na matemática de Diofanto.  
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Etimologicamente a origem da palavra Álgebra está associada à palavra al-jabr, 

expressão que compõe o  título Hisâb al-jabr wôal-muqâ-balab da obra de Al-Kowarizmi, 

ñt²tulo traduzido literalmente como ñci°ncia da reuni«o e da oposi«oò ou mais livremente, 

como ciência da transposição e do cancelamentoò (EVES 2004 p.266). Da mesma forma que 

na matemática indiana, não se observa a utilização de uma representação para a igualdade, mas 

temos nessa etapa da evolução o estabelecimento do aspecto de equivalência da igualdade que 

será fundamental para a formulação da Álgebra moderna. 

Pode-se atribuir à matemática árabe as primeiras tentativas de formulação de uma 

definição para Álgebra e,  segundo Robinet (1989), ao matemático Al Samawô-al o conceito de 

que "o algebrista deve  operar sobre os desconhecidos por meio de todos os instrumentos 

aritméticos, como a Aritmética opera sobre os n¼merosò (ROBINET, 1998, p. 7), podendo-se 

atribuir a Al Kayyam uma das primeiras definições para a Álgebra como  ñ... [cô] uma arte 

científica, cujo objeto é o número inteiro e as grandezas mensuráveis, como desconhecidos, 

mas se referindo a uma coisa conhecida pela qual podemos determiná-los; ...ò (ROBINET, 

1998, p. 7). Ainda de acordo com Robinet (1989), podemos considerar que Al Kayyam criou 

as condições de passagem para uma segunda etapa na história do cálculo algébrico que ocorre 

a partir do século XV.    

A busca por estratégias que permitissem a escrita da informação trabalhada durante a 

resolução dos problemas pode ser considerada a maior barreira a ser ultrapassada para que a 

Álgebra se estabelecesse, não só como área de conhecimento matemático, mas como uma 

linguagem que permite a comunicação das informações sem dubiedades segundo Chevallard 

(1984), Robinet ( 1989).  

Observamos aqui que Duval (2011) explicita que um registro de representação semiótica 

só tem sentido se permitir a sua substituição por outros registros sem perder significado. Assim, 

considerando a afirmação de Duval, esse estudo da gênese do cálculo algébrico conduz a 

ponderar que o desenvolvimento do sistema de representação algébrico se inicia com Diofante 

e é parcialmente desenvolvido pela matemática Indiana, começando a ser delineado de forma 

definitiva com os trabalhos de Viète e Descartes com a publicação de suas obras, como podemos 

observar no extrato que segue.  

 ñIn artem analytican isgoge (Viète 1591), [...] introduziu a prática de se usar 

vogais para representar incógnitas e consoantes para representar constantes. A 

convenção atual de se usar as últimas letras do alfabeto para indicar as incógnitas e as 

primeiras para indicar constantes foi introduzida por Descartes em 1637.ò (EVES 

2004 p. 309).     
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Essa nova notação cria as condições para o estabelecimento dos aspectos relacionados 

à generalização e linguagem da Álgebra. Graças a Viète passamos de estudo de problemas 

isolados a classes de problemas, e dessa forma estabelecem-se os princípios para o 

desenvolvimento do aspecto relacionado à Álgebra como estrutura.  É na simplificação das 

soluções  que se encontra o maior avanço. Comparando os tratamentos dados  ao problema 

ñDividir um n¼mero conhecido em dois n¼meros,  dada a diferena entre elesò (ROBINET 1989 

p. 3).  

Robinet (1989) destaca que, enquanto Diofante se apoiava na solução de um caso 

particular, Viète demonstra que conhecendo A e a diferença B, considerando os números 

procurados como C o menor e D o maior, podemos obtê-los11 pela relação;
2

BA
C

-
=  e D = 

A ï C, tratamento que ñs· foi poss²vel pela  introdu«o de letras para designar as 

indeterminadas.ò (ROBINET, 1989, p.12)  

O desenvolvimento da Álgebra simb·lica, ñem que as resolu»es s«o expressas por uma 

espécie de taquigrafia matemática formada de símbolos que aparentemente nada tem a ver com 

os entes que representamò (EVES 2004 p. 206) se implanta com o r§pido desenvolvimento de 

uma simbologia própria. Contribuíram para que isso acontecesse os estudos que permitiram o 

desenvolvimento de uma teoria das equa»es, ño que hoje escrevemos  A
df

fhd
=

+

- )(

 

foi escrito 

por Viéte da seguinte forma: 

î
î

ý

î
î

ü

û

î
î

í

î
î

ì

ë

+

-

D  F

  

  

DinF

DinH

 aequabitur Aò (ROBINET, 1989, p. 9) e dessa forma 

criaram-se as condições para o estabelecimento dos aspectos de equivalência e estrutura da 

Álgebra. 

 Esse desenvolvimento se deu com a contribuição de muitos outros  matemáticos além 

dos já aqui citados. Segundo Robinet (1989) o primeiro a fazer  uso dos parênteses ou chaves 

foi Bombelli, ñem 1728, L.Euler e D.Bernoulli usam sistematicamente os parênteses, que serão 

definitivamente adotados com o uso das  m§quinas de escreverò (ROBINET, 1989, p. 10). A 

                                                           

11 Sendo C o menor e D o maior e a soma de C e D igual a A e a diferença B temos
í
ì
ë

=-

=+

BCD

ACD
, logo 2C = A ï 

B, o que equivale a 
2

BA
C

-
=  
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notação exponencial, que foi inicialmente utilizada por Chuquet, se impõe por meio do trabalho 

de Descartes e o sinal de igualdade "=" foi introduzido por Robert Recorde em 1557.  

Para esse estudo consideramos algumas pesquisas que foram desenvolvidas nos dez últimos 

anos e que mostram, mais particularmente, as dificuldades encontradas pelos estudantes na 

aprendizagem da Álgebra. Na sequência apresentamos uma breve descrição de algumas 

pesquisas sobre o processo de ensino e aprendizagem da Álgebra que tem impulsionado o 

desenvolvimento de outras pesquisas na área. 

 

1.2. Panorama das pesquisas envolvendo o processo de ensino e aprendizagem da Álgebra 

Escolar 

 

Na busca por traçar um panorama que permitisse conhecer os diferentes trabalhos 

relacionados à aprendizagem em Álgebra, efetuamos um levantamento das diferentes pesquisas 

relacionadas, mais particularmente, às dificuldades de aprendizagem desse conteúdo. 

Observamos um amplo espectro que vai da utilização de padrões com o objetivo de levar 

o estudante à generalização, aspecto da generalização, de propriedades Aritméticas à 

comparação dos discursos dos estudantes na discussão de conceitos relacionados ao 

infinitésimo, passando pela busca de compreensão das concepções dos professores sobre o 

significado da Álgebra. Entretanto, para a análise dos diferentes aspectos, da forma proposta 

em nossa pesquisa, quando consideramos a questão da aprendizagem da Álgebra, não 

encontramos trabalhos que abordassem essa temática, de forma direta, como a aqui considerada. 

Alguns trabalhos, que descrevemos abaixo, nos auxiliaram na identificação de algumas 

dificuldades associadas aos diferentes aspectos da Álgebra por nós considerados.  

Assim, em um trabalho publicado em 2006, Ponte (2006) pondera sobre a dificuldade 

dos estudantes em relação à aprendizagem da Álgebra e identifica que ela estaria no momento 

em que ocorre a passagem da Aritmética para a Álgebra, destacando o aspecto da Álgebra como 

linguagem relacionada com o desenvolvimento de um raciocínio algébrico. O autor também 

analisa o papel dos padrões nessa passagem como forma de gerar as condições para a 

generalização dos objetos relacionados à contagem, aspecto da generalização.  

A utilização de padrões e sequências Aritméticas, relacionada ao aspecto de 

generalização, também é analisada na dissertação de mestrado defendia por Grecco (2008) que 

destaca: 

 Assim, um dos objetivos dessa pesquisa é verificar se a introdução ao pensamento 

algébrico a partir do uso de sequências Aritméticas e padrões apresentados na forma 
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de problema pode trazer algum benefício ao pensamento algébrico, em particular a 

dois de seus componentes: a generalização e a construção e utilização de expressões 

algébricas. (GRECCO, 2008, p.19).  

 

Observamos, ainda, que em sua tese Santôanna (2008) utiliza os números racionais como 

instrumentos de introdução à Álgebra e observa a presença do que podemos relacionar ao que 

definimos como sendo os aspectos de generalização, estrutura e equivalência, tanto da 

igualdade quanto a dos ostensivos (p. 222), tomando como base os trabalhos de Kathaleen Hart 

e Hung-Hsi Wu, nos quais a autora buscou investigar o conceito de fração, identificando esse 

número na reta numerada. A conclusão, segundo a autora, é de que:  

O conceito de fração quando colocado como medida de comprimento de segmento de 

reta facilita a passagem dos números inteiros para os números fracionários permitindo 

trabalhar a generalidade. Deste modo, se vai desenvolvendo no aluno a capacidade de 

abstração. Este desenvolvimento cem, mais tarde, facilita a passagem do campo 

aritm®tico para o campo alg®brico ( SANTôANNA, 2008, P. 223). 

 

 A pesquisa segue uma tendência identificada por Chevallard (1984) sobre o uso dos 

racionais na introdução da Álgebra no programa francês que é o da utilização dos números 

racionais como forma de trabalhar ideias associadas às equivalências, da igualdade e entre 

ostensivos utilizando de forma progressiva para permitir a passagem da Aritmética para a 

Álgebra. 

Um outro trabalho analisado é o de Santos (2004) que desenvolveu um estudo com 

estudantes e professores, objetivando investigar suas concepções sobre a linguagem algébrica 

comparando com a prática no processo de ensino aprendizagem da Álgebra. Baseando-se 

inicialmente num questionário aberto, seguido de entrevistas semiïestruturadas, tomou como 

referencial teórico da pesquisa a teoria sócio-histórica de Vygotsky, apoiando-se também nos 

obstáculos didáticos e epistemológicos de Bachelard e na teoria dos campos conceituais de 

Vergnaud. Adotando como concepções para a Álgebra as definidas por Usiskin (1995), 

Fiorentini et al (1993) e Lins (1997) a autora procurou relacionar essas concepções com as 

apresentadas pelos professores com sua prática pedagógica, o que a levou às seguintes 

conclus»es: ñAs professoras enfatizaram o caráter instrumental da Álgebra [...] Entretanto, não 

deram evidência de que sabiam usar as aplicações da Álgebra no ensino da matem§ticaò 

(SANTOS, 2004, p. 131, 132). A autora destaca, ainda, que a percepção da Álgebra como 

generalizadora da Aritmética, mas destaca que a excessiva ñmanipula«o mec©nica de s²mbolos 

no ensino da Álgebra, pode produzir de um lado uma falsa sensação de facilidade e de outro 

uma impress«o muito forte de inutilidade (ibidem)ò.  
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Um outro trabalho associado à aprendizagem da Álgebra é o de Figueiredo (2007) que 

em sua tese procura identificar os saberes e concepções de educação algébrica e, para isso, 

analisou avaliações realizadas por alguns estudantes de Licenciatura em Matemática e em 

seguida os entrevistou, bem como seus professores. Apoiando-se nas pesquisas desenvolvidas 

por Brown (1988), Bell (1980), Kieran (1992), entre outros, destaca que parte das dificuldades 

dos estudantes se relaciona ao papel da igualdade e ao aspecto de equivalência, mesmo se não 

utiliza a palavra aspecto como indicativo de um resultado e da soma como um operador. 

Concluímos, a partir dos dados coletados nas entrevistas e resultados das avaliações, que a 

concepção sobre a Álgebra predominante entre esses estudantes é a de Aritmética generalizada. 

Outro trabalho é o de Shai e Sfard (2012) que desenvolveram uma pesquisa com um 

grupo de seis pares de estudantes de uma escola israelense que cursam o equivalente a nosso 

Oitavo Ano do Ensino Fundamental - Ciclo II. O aspecto da Álgebra como sendo uma 

linguagem ñuniversalò ® ressaltado logo na introdu«o do artigo, mesmo se os autores n«o 

utilizam essa nomenclatura, destacando o caráter generalista das representações algébricas. 

Como exemplo destacam a propriedade distributiva expressa pela igualdade a (b + c) = ab + ac 

para generalizar as operações da Aritmética e o papel que ela desempenha quando é preciso 

responder a quest»es associadas ¨ solu«o de uma equa«o: ñO pensar alg®brico comea quando 

se inicia a relação entre processos numéricos sistematizada na busca para a generalização ou 

em uma tentativa de resolver equa»esò (SHAI e SFARD 2012 p. 64)  

Assim, procurando identificar como se dá o surgimento da Álgebra a partir dos 

conhecimentos aritméticos que os estudantes que participam da pesquisa já possuem, os autores 

partiram da hipótese que nas fases iniciais, quando é feita a introdução da Álgebra, podemos 

considerar que estamos trabalhando com uma meta-Aritmética e que a Álgebra poderá surgir, 

emergir a partir dos discursos oriundos de padrões internos as operações da Aritmética. 

Segundo os autores: 

A formalização através da Álgebra é um processo que visa aumentar a eficácia de uma 

comunicação da meta-Aritmética. Este objetivo requer três tipos de ação: 

disambigualização aquele que previne da possibilidade de interpretações diferentes 

de uma mesma expressão por interlocutores diferentes; estandardização 

(padronização), necessária para assegurar que todos os interlocutores sigam o mesmo 

processo de comunicação; e compressão, com a utilização de expressões concisas 

facilmente manipuláveis, sem a necessidade de longas receitas, que levem à solução 

ou representa«o dos conhecimentos de ideias matem§ticasò. (SHAI e SFARD p. 

63 tradução nossa). 

 

Outro estudo é o de DONG, JOAN, e SFARD (2012) que investigaram o impacto da 

língua natural na aprendizagem dos estudantes em matemática no discurso sobre a infinidade. 

Nessa pesquisa os autores fizeram uma comparação dos discursos desenvolvidos por estudantes 
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do Ensino superior que falam o idioma inglês e estudantes que falam o idioma coreano. O 

objetivo era o de traçar um paralelo entre a diferença e a maneira que as falas dos dois grupos 

interferiam no discurso matemático sobre o tema e, para isso, foram coletadas 132 avaliações 

de estudantes que falavam o idioma inglês e 126 dos que falavam coreano, sendo selecionados 

vinte representantes de cada grupo para entrevistas. Os pesquisadores constataram que no 

idioma coreano, ao contrário de inglês, há uma desconexão entre os discursos na língua natural 

e matemático sobre infinidade. Nesse idioma a palavra matemática para infinidade não é uma 

versão formalizada de uma palavra cotidiana, mas de um som de novela, inspirada por um termo 

chinês para a infinidade.  

Os autores observaram que apesar dos níveis comparáveis do desempenho matemático, 

havia, certamente, uma dissimilaridade visível entre os discursos matemáticos sobre a 

infinidade de estudantes nos dois grupos. No geral, destacaram que os estudantes não 

conseguiram desenvolver um discurso matemático bem estruturado sobre a infinidade. Segundo 

os autores o discurso matemático dos estudantes que falam o idioma inglês, era predominante 

processual, isto é, o dos estudantes que falam coreano, de uma maneira geral apresentaram uma 

fala superficial descrevendo as estratégias que permitiriam chegar ao infinitésimo, o que 

caracteriza um discurso mais próximo do matemático formal. 

Destacamos, ainda, a pesquisa de Araujo (2009), que utilizando a Teoria Antropológica 

do Didático (CHEVALLARD, 1999) desenvolveu um estudo com o objetivo caracterizar e 

comparar as praxeologias utilizadas na França e no Brasil para o ensino de equações do 1º grau. 

Para isso,  desenvolveu uma análise teórico-didático sobre a forma com que o ensino de 

equações é tratado nos dois países, examinou os programas de ensino, livros didáticos e 

desenvolveu estudos experimentais junto a estudantes nos dois países. Os resultados indicaram 

que em ambos os países o ensino de equações do 1º grau é justificado como uma ferramenta 

para resolver problemas e não tem sua organização matemática devidamente caracterizada nos 

documentos oficiais.  

Outra pesquisa é a de Gil (2008), que em sua dissertação de mestrado buscou analisar 

as dificuldades no estudo dos conceitos e procedimentos algébricos a fim compreender melhor 

o entendimento das dificuldades apresentadas. Para seu desenvolvimento foram aplicados três 

blocos de testes para estudantes do Oitavo Ano do Ensino Fundamental seguidos de uma 

entrevista para a qual foram escolhidos estudantes que apresentaram diferentes desempenhos. 

Entrevistaram-se, também, alguns professores, entre eles o da turma observada, com o objetivo 

de compreender o ponto de vista desses atores envolvidos no ensino sobre as dificuldades no 

ensino da Álgebra.  
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A partir dos dados coletados a autora conclui que é a falta de conhecimentos trabalhados 

em anos anteriores, que no momento da passagem da Aritmética para a Álgebra estão 

relacionados a procedimentos aritméticos que procedem ao contexto algébrico. 

 Aqui, fazemos uma rápida comparação com os aspectos utilizados na nossa pesquisa, 

pois essa falta de conhecimentos pode ser relacionada com os aspectos de memória e 

equivalência da igualdade, atribuindo parte das dificuldades a falhas nesses conhecimentos 

relativos às propriedades das operações da Aritmética que estudantes trazem consigo, 

dificuldade que poderíamos associar ao aspecto de estrutura dessas operações. 

Voltando ao trabalho de Gil (2008) observamos que, segundo a autora, uma das falas 

comumente observada nas entrevistas com os professores está relacionada a essa falta de 

conhecimentos anteriores, destacando também a dificuldade na interpretação de problemas 

ditos algébricos, onde se exige a tradução da linguagem corrente para a simbólica. Aqui, 

novamente associamos ao nosso trabalho, pois esses entraves podem ser relacionados aos 

aspectos de linguagem e generalização, bem como a relação entre a Álgebra e a Aritmética, 

indicando, assim, dificuldades relativas à passagem da Aritmética para a Álgebra.   

As pesquisas relatadas acima reforçam pontos considerados como sendo cruciais para a 

nossa pesquisa, mais particularmente, no que se refere ao momento em que se dá a introdução 

da Álgebra escolar. Observa-se que a utilização de sequências e padrões é considerada por esses 

pesquisadores como fundamental nessa etapa da aprendizagem. Entretanto, partimos da 

hipótese de que a utilização desse tipo de estratégia é importante, mas leva em conta apenas o 

aspecto da generalização supondo que os outros já tenham sido apropriados adequadamente 

pelos estudantes.  

Assim, embora tenha sido possível destacar nesses estudos alguns dos aspectos, 

observamos a falta de relação aparente entre os mesmos, que consideramos prejudicial à 

compreensão do problema pesquisado. Dessa forma, na sequência, justificamos a nossa 

pesquisa assim como seu ineditismo em relação aos trabalhos anteriormente realizados. 

 

1.3. Nossa pesquisa. Justificativa da escolha à luz da proposta de passagem da Aritmética  

para a Álgebra segundo Chevallard (1984, 1989, 1990) e estudos de Robinet (1984) 

 

A Álgebra não se restringe a uma generalização da Aritmética. Constitui, sim, uma área 

de conhecimento que, entre outras origens, tem como fundamento a geometria Grega, na qual 

encontramos as primeiras demonstrações de identidades como (a+b)2= a2 + b2 + 2ab. 
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A principal obra de Viète relacionada à Álgebra se chamava In artem analytican isgoge, 

o que ressalta a visão do autor sobre um dos aspectos fundamentais desse ramo de conhecimento 

- o aspecto de análise. 

Ao analisar o ensino da Álgebra na França, Chevallard (1989) destaca a ênfase dada às 

técnicas operatórias para a realização de tarefas relacionadas aos objetos dessa disciplina 

considerando que ñ[...] ñas regrasò desta manipula«o s«o imotivadas, meramente formais, que 

se exprimem por instruções padrões como desenvolver, fatorar, etc.ò  (Chevallard 1989 p.47). 

Segundo o autor, isso acarreta a falta de adaptação do cálculo algébrico trabalhado 

principalmente no ñcoll¯geò (11-14 anos) em situações novas que surgem a cada nova etapa 

desse ensino. Assim, buscando compreender esse problema ele se questiona se ñ[...] é possível 

definir e realizar um sistema de ensino que determine uma relação institucional, no que se refere 

ao algébrico, mais idônea em relação às tarefas às quais a Álgebra será empregada 

principalmente no ñlyc®eò (15-17 anos) ( CHEVALLARD, 1989, p. 49)ò  

A resposta a essa questão, segundo o autor, pode ser encontrada no desenvolvimento de 

atividades que permitam a modelagem de problemas ou situações tanto externas como internas 

da matemática, ao mesmo tempo em que se busca criar as condições para que se permita o 

acesso à Álgebra. Observamos, ainda, que a esse respeito Gàscon (1994) ressalta que a criação 

de modelos é um tipo de atividade matemática ligada à Álgebra elementar que possui 

características como: permitir o estudo de problemas aritméticos, geométricos, estatísticas, etc.; 

desenvolver uma simbolização global das relações entre os dados e as incógnitas do problema; 

formular uma linguagem simbólica que permita interpretar funções de diversas variáveis, 

funções essas que desempenhariam o papel dos modelos algébricos para representar o 

problema. 

Nos parece importante apresentar aqui um exemplo proposto por Chevallard:  

Um comerciante compra uma peça de pano ao preço de 4 francos o metro, mede-o e 

revende da seguinte forma: o quinto a 8 francos o metro, o quarto a 7 francos o metro, 

o resto a 6 francos o metro, obtendo assim um lucro de 424 francos. Qual era o 

comprimento da peça de pano? (Chevallard 1989 p. 64) 

 

Chevallard (1989) ressalta que o problema acima poderia ser resolvido pela Aritmética 

tradicional utilizando a regra da falsa posição da seguinte forma:  

Suponhamos que a peça pano tivesse 20 metros. Como o preço de compra é de 4 francos 

então o valor gasto seria 4 x 20 = 80 francos. 

O valor obtido pela venda seria: 
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8 x 4 + 7 x 5 + 6 (20 - 4 - 5) = 133 francos,  

Logo o lucro obtido seria 133 - 80 = 53 francos, o que é 8 vezes menor que o lucro 

real. Portanto, a peça de pano mediria 8 x 20, ou seja, 160 metros.  

A modelagem algébrica, nos permite escrever esse problema da seguinte forma: 

Considerando x como o comprimento do tecido, obtemos a seguinte equação: 
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, cuja manipulação algébrica resulta em x = 160 

metros, respondendo, assim, a questão.   

Segundo Chevallard (1989) o que amplia o potencial da Álgebra são os parâmetros, 

variáveis cujos valores são supostamente conhecidos. Em termos mais precisos, a introdução 

dos par©metros faz passar de uma modelagem ñAritméticaò, onde os enunciados da linguagem 

comum estão relacionados unicamente ao cálculo sobre números, a modelagem algébrica onde 

os enunciados em linguagem natural geram expressões literais, sobre as quais se opera o cálculo 

algébrico, permitindo a construção de conhecimentos sobre o sistema modelado. 

Para justificar a afirmação acima, vejamos outro exemplo proposto por Chevallard: 
Considere dois ímpares consecutivos, como 5 e 7. Sua soma, 12, é par, conforme o 

esperado; mas também é um múltiplo de 4. O exame de outros pares de ímpares 

consecutivos (3 + 5 = 8, 9 + 11 = 20, 13 + 15 = 28, etc.) nos conduz à mesma 

observação, parecendo ser uma conjectura razoável, que poderia ser considerada uma 

generalização. Algebricamente, os números ímpares sucessivos podem ser modelados 

por 2k + 1 e 2k + 3, onde k é um natural qualquer. A soma desses números é dada por 

c = (2k + l) +(2k+3) = 4 k + 4 = 4 (k + l) expressão que mostra, como esperado, que 

c é um múltiplo de 4. (CHEVALLARD, 1990, p. 21)  

 

Esse entre outros exemplos apresentados por Chevallard demonstram o potencial da 

Álgebra como produtora de novos conhecimentos. Observarmos pelo exemplo acima que a 

soma de qualquer par de ímpares consecutivos será um múltiplo de 4, independente do valor do 

parâmetro k, conhecimento novo obtido a partir da modelagem que pressupõe uma conversão 

do registro de representação em língua natural para o registro de representação algébrica, 

conforme definição de Duval (1995) e na sequência um tratamento que possibilita a resolução 

da situação proposta. 

Partindo do pressuposto que a modelagem permite a construção de conhecimento, 

acreditamos que poderia ser utilizada na formulação de novos conceitos, ao invés de apresentá-

los prontos.  

Como destaca Chevallard (1984) a origem dos chamados números inteiros não foi uma 

invenção para justificar situações práticas como a criação de uma escala para medir o nível do 

mar ou a elaboração de uma escala para o termômetro, mas sim para responder a questões 
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internas da matemática - como a insuficiência dos números Naturais ï e outras questões como: 

qual a solução para  equações como x + 12 = 5? 

Assim, nos parece que a discussão gerada na formulação de respostas a questões como 

essa permitiria ñA passagem da vis«o ñoperacionalò do sinal ñmenosò a uma vis«o ñpredicat·ria 

(estrutural)ò, marcando a passagem da concepção de uma expressão numérica literal como 

sequ°ncia de opera»es a efetuar, ¨ uma concep«o formalò (CHEVALLARD  1990  p. 17), o 

que auxiliaria na formulação de uma prática algébrica satisfatória.  

As observações acima destacadas dos trabalhos de Chevallard nos conduziram a propor 

um estudo no qual identificamos os aspectos de memória, linguagem, equivalência da 

igualdade, equivalência entre ostensivos, generalização, análise e estrutura, que surgem na 

história da gênese do cálculo algébrico e, de certa forma, são utilizados nos trabalhos em 

Educação Matemática, para fazer um diagnóstico de quais aspectos dificultam a passagem da 

Aritmética para a Álgebra na educação básica no Brasil. 

Na sequência apresentamos os objetivos, a problemática e a metodologia da pesquisa. 
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2. OBJETIVOS, PROBLEMÁTICA, QUESTÕES DE PESQUISA E 

METODOLOGIA  

 

2.1. INTRODUÇÃO 

O desempenho dos estudantes nas diversas avaliações institucionais, em particular nas 

macro avaliações estaduais e federais no Brasil, tanto oficiais quanto as informalmente 

realizadas, demonstram as dificuldades dos egressos de nosso sistema de ensino no que diz 

respeito ao ensino da Matemática. 

Um relato mais específico dessa situação pode ser encontrado no relatório Pedagógico 

2010, do Sistema de Avaliação de Rendimento Escolar do Estado de São Paulo ï SARESP, que 

analisa os resultados obtidos pelos estudantes em nosso Estado.  

Nesse relatório são definidos os critérios para a formulação da avaliação-prova, levando 

em consideração o desempenho dos estudantes em função das expectativas de aprendizagem 

que são estabelecidas no currículo por meio dos conteúdos, competências e habilidades, como 

podemos verificar no extrato que segue:  

[...] agrupados em quatro níveis de proficiência ï Abaixo do Básico, Básico, 

Adequado e Avançado ï definidos a partir das expectativas de aprendizagem 

(conteúdos competências e habilidades) estabelecidos para cada ano e disciplina no 

Currículo do Estado de São Paulo (SÃO PAULO, 2011, p. 6) 

 

A descrição dos critérios usados na formulação das questões que fazem parte do 

processo de avaliação pode ser encontrada no documento Matrizes de referência para avaliação, 

SARESP 2010, documento que, segundo as instituições envolvidas, serviu de base para a 

elaboração das provas. De acordo com esse documento, os estudantes são avaliados levando 

em consideração os grupos de competências, classificadas em: para observar, grupo 1, para 

realizar, grupo 2, e para compreender, grupo 3. 

Consideramos um exemplo de habilidade, indicada em cada grupo, associada à Álgebra. 

No grupo ñcompet°ncia para observarò encontramos a habilidade H05, ñIdentificar a express«o 

algébrica que expressa uma regularidade observada em uma sequência de números ou figuras 

(padr»es)ò (S«o Paulo, 2010, p.80). No grupo ñcompet°ncia para realizarò encontramos a 

habilidade H13, ñSimplificar express»es alg®bricas que envolvam produto not§veis e 

fatora«oò, e no grupo ñCompet°ncia para compreenderò encontramos, de modo geral, 

habilidades com ênfase dada na resolução de problema e relacionados aos conteúdos equação 

do primeiro e do segundo grau, e sistema de equações de primeiro grau, pois são objetos de 

estudo da Álgebra para o Ensino Fundamental e são destacados como aqueles cujos objetivos 
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parecem não estar sendo atingidos, pelo menos quando consideramos os resultados da avaliação 

SARESP.   

O relatório apresenta as análises de questões relacionadas com a habilidade avaliada e 

dentre essas análises destacamos a seguinte consideração:  

A introdução da linguagem algébrica é um dos passos mais importantes da formação 

escolar matemática do aluno: o momento introdutório trabalha com a passagem do 

concreto para o abstrato ï concreto aqui entendido como o aprendizado 

contextualizado dos números, suas propriedades, operações, procedimentos e 

algoritmos numéricos (Aritmética) e, abstrato para falar das letras, símbolos, 

variáveis, modelos, fórmulas, algoritmos e procedimentos algébricos. Esta passagem 

é um momento de transição que exige cuidado do professor e amadurecimento do 

aluno (no caso, grau de abstração). Em geral o que ocorre é que nossos alunos recebem 

uma Álgebra já pronta, descontextualizada, e recheada de símbolos e incógnitas que 

não fazem o menor sentido para os alunos. A linguagem algébrica não é um 

amontoado de regras e de instru»es ñsiga este modeloò; ela precisa ser constru²da 

com o aluno até que ele seja capaz de atribuir significado e saiba expressar as relações 

entre as variáveis.  (SÃO PAULO, 2011, p. 152)  

 

Na sequência do relatório são destacados os quatro níveis de proficiência do SARESP, 

que são ainda classificados em insuficiente e suficiente, sendo o suficiente subdividido em 

básico e adequado. Na figura 5 temos um quadro que apresenta um resumo da descrição dos 

níveis adotados nessa avaliação. 

 

FIGURA 5 ï Descrição dos níveis de proficiências adotados na avaliação oficial do Estado de São Paulo ï  

                      SARESP 2010 

 

FONTE: Relatório SARESP 2010, p. 6 

 

Para essa classificação é construída uma única escala de proficiência, ordenada de forma 

crescente, permitido acompanhar o desempenho dos estudantes ao longo da Educação Básica: 

Ensinos Fundamental e Médio.  

[...] os pontos 125, 150, 175, 200, 225, 250, 275, 300, 325, 350, 375, 400, e 425, 

escolhidos a partir do ponto de nível de proficiência igual a 250, média do 9º ano do 

Ensino Fundamental no Saeb 1997, em intervalos de 25 pontos (meio desvio-padrão). 

(SÃO PAULO, 2011, p. 5). 
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 Após a seleção dessa escala, é feita a distribuição de acordo com os níveis de 

proficiências definidos anteriormente e classificados conforme tabela abaixo, figura 6. 

  

FIGURA 6 ï Níveis de proficiência de Matemática do SARESP 2010 

 

FONTE: Relatório SARESP 2010, p. 6 

 

O resultado das avaliações realizadas entre os anos de 2008 a 2010, são apresentados 

na página 209 do referido relatório, por meio do gráfico da figura 7.  

FIGURA 7 ï Resultados do SARESP ï Matemática ï de 2008 a 2010. 

 

FONTE: Relatório SARESP 2010, p. 209 

 

 Nesse gráfico podemos visualizar o desempenho em Matemática dos estudantes nos quatro anos 

avaliados, ficando evidente que cerca de 85% dos alunos da sétima série não ultrapassaram o nível 

básico esperado, sendo que cerca de 40% estão abaixo desse nível. No que se refere aos estudantes da 

terceira série do Ensino Médio, temos cerca de 60% classificados abaixo do básico, o que equivale a 

uma pontuação inferior a 275, colocando-os dentro da faixa de alunos com nível de proficiência básico 

na sétima série, atual oitavo ano do Ensino Fundamental, Ciclo I. Isso nos leva a concluir que, em relação 
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aos conhecimentos desses estudantes em matemática, um grande número deles apresenta uma 

defasagem de, no mínimo, cinco anos. 

Finalmente, consideramos relevante ressaltar, apesar do documento não se referir a essa 

questão, que é importante pensar nas possibilidades futuras dos estudantes, pois atualmente 

muitos deles se interessam pelas novas tecnologias da informação e comunicação, e essas 

trazem também novas necessidades, principalmente no que diz respeito à capacidade de 

comunicação homem-máquina, que está associada ao desenvolvimento de algoritmos que criam 

as condições para que os estudantes tenham acesso a uma matemática mais complexa, como 

destaca House:  

Desenvolveram-se algoritmos que substituíram a manipulação de objetos pela 

manipulação de símbolos, capacitando assim as pessoas a elaborar uma matemática 

mais complexa, o que, em última instância, levou a novos progressos, tanto em 

matemática como nas matérias relacionadas (HOUSE, 1995, p. 4).  

Mas, para o desenvolvimento dos algoritmos que levam aos novos progressos em 

matemática, é preciso que existam pessoas qualificadas para esse trabalho e, certamente, esses 

estudantes podem ser os futuros desenvolvedores de tais tecnologias, sendo para isso necessária 

uma formação adequada, em particular, quando se consideram as noções de Álgebra.  

Após essa breve discussão sobre os resultados de uma macroavaliação, que mostra a 

dificuldade atual dos estudantes e que nos estimulou a realizar nossa pesquisa, introduzimos 

seu objetivos. 

2. 2. Objetivos 

 

O objetivo desta pesquisa é identificar as relações institucionais existentes que criam as 

condições para a passagem da Aritmética para a Álgebra. Buscamos identificar: 

- Quais relações pessoais são desenvolvidas, no grupo pesquisado, via relação 

institucional; 

- Como elas evoluem, de forma a permitir essa passagem  

    

2.2.1. Objetivos específicos 

 

Como já foi explicitado anteriormente, pretende-se com essa pesquisa identificar quais 

relações pessoais foram desenvolvidas por um grupo de estudante dos Ensinos Fundamental e 

Médio em relação aos aspectos da Álgebra introduzidos no capítulo anterior e verificar se essas 

relações pessoais estão em conformidade com as relações institucionais existentes.  



59 
 

 

De forma mais específica: 

- Identificar, tomando como base um levantamento dos conteúdos trabalhados em 

algumas coleções de livros do Quinto ao Oitavo ano do Ensino Fundamental, as relações 

institucionais existentes que criam as condições para a passagem da Aritmética para a Álgebra; 

- Identificar entre os conhecimentos que compõem a relação institucional existente 

aqueles que facilitam a passagem da Aritmética para a Álgebra;  

- Identificar quais conhecimentos, institucionalmente trabalhados, correspondem 

àqueles do momento em que ocorre a introdução à Álgebra;  

- Identificar as relações pessoais desenvolvidas pelos estudantes que participaram da 

pesquisa, que permitam à passagem da Aritmética para a Álgebra, com ênfase no momento em 

que essa ocorre. 

Dessa forma, inicia-se a pesquisa, considerando a seguinte problemática, com os 

questionamentos que dela se originam.  

 

2.3. Problemática e questões de pesquisa 

O foco dessa pesquisa é identificar as relações pessoais desenvolvidas pelos estudantes 

com os objetos da Álgebra ao longo da formação escolar, em particular, na educação básica, no 

momento em que ocorre a passagem da Aritmética para a Álgebra.  

Considera-se que essa relação vai sendo construída ao longo da vida escolar do aluno e 

não apenas no momento em que se dá a introdução das primeiras noções associadas a ela, a 

partir de conhecimentos baseado nas operações numéricas dentro do quadro da Aritmética.  

Estudos bibliográficos desenvolvidos12 para essa pesquisa nos leva a identificar a 

introdução de aspectos relacionados à Álgebra a partir do Quinto Ano do Ensino Fundamental.   

Segundo estudos apresentados no quinto capítulo, é nesse momento que ocorre a 

introdução do trabalho com expressões numéricas básicas, no qual se define a prioridade da 

multiplicação em relação à adição e subtração, passagem essa que identificamos, por meio de 

pesquisa bibliográfica, ocorrer entre o Sétimo e Oitavo ano do Ensino Fundamental, ciclo II. 

Essa prioridade pode ser relacionada, com os aspectos estruturais da Álgebra, como ressalta 

Chevallard (1984). Também é nesse momento, por meio do tratamento dado à resolução dessas 

expressões, que se introduz aspectos ligados à relação de equivalência da igualdade e memória 

com a reprodução, a cada etapa, de termos não envolvidos nas operações realizadas.  

                                                           
12 Nesse estudo, apresentado no capitulo 5, analisamos alguns livros didáticos procurando identificara a relação 

institucional do estudante com os saberes matemáticos necessários na passagem da Aritmética para a Álgebra.   
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Observamos aqui que, segundo Chevallard (1984), esses aspectos são elementos 

fundamentais para o estabelecimento de uma relação consistente entre o estudante e os objetos 

da Álgebra.  

Dessa forma, a problemática da pesquisa está associada a um estudo sobre aspectos da 

Álgebra, por nós identificados, no momento da passagem da Aritmética para a Álgebra na 

educação básica. Nesse estudo buscamos compreender quais as consequências do não 

estabelecimento de uma relação pessoal satisfatória, por parte dos estudantes, com esses 

aspectos ou, ao contrário, se o desenvolvimento de um bom relacionamento facilita essa 

passagem.   

Dentre os aspectos da Álgebra, memória, linguagem, equivalência da igualdade, 

equivalência entre ostensivos, análise, generalização e estrutura, quais são trabalhados e que 

dificuldades são decorrentes do tratamento dado a eles no processo de ensino e aprendizagem.  

Isso conduziu a um questionamento mais refinado, a saber: 

- Quais conhecimentos são necessários para que ocorra a passagem da Aritmética para 

a Álgebra? 

- Quais as relações institucionais existentes que auxiliam a passagem da Aritmética para 

a Álgebra? 

- Quais as relações institucionais existentes que privilegiam os aspectos da Álgebra 

quando se considera os estudantes envolvidos na pesquisa? 

- Quais os tipos de tarefas que são propostas aos estudantes de forma a permitir a 

passagem da Aritmética para a Álgebra?  

- De que forma os aspectos de memória, generalização, equivalência da igualdade, 

equivalência entre ostensivos, análise, linguagem e estrutura são explorados nessas tarefas? 

- Quais as técnicas e tecnologias utilizadas na realização dessas tarefas? 

- Quais conhecimentos, de acordo com as expectativas institucionais brasileiras, são 

esperados, dos estudantes, no momento dessa passagem e qual o nível de conhecimento que lhe 

é associado?  

- Entre os conhecimentos necessários para essa passagem, quais estão associados à 

relação pessoal dos estudantes com a Aritmética e com a Álgebra? 

- Quais as relações pessoais efetivamente desenvolvidas pelos estudantes, com alguns 

objetos da Aritmética, que favorecem a passagem da Aritmética para a Álgebra? 

Para responder às questões acima, desenvolvemos uma pesquisa seguindo a 

metodologia que passamos a descrever a seguir. 
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2.4.  Metodologia 

 

A busca das respostas para as questões acima levantadas ocorreu em cinco etapas, assim 

definidas: 

Primeira etapa: Pesquisa didático-epistemológica, procurando definir o que é Álgebra, 

quais as relações institucionais e pessoais que devem ser desenvolvidas de forma a possibilitar 

a sua aprendizagem. Essa primeira etapa foi realizada por meio de uma pesquisa bibliográfica 

que, segundo Gil (2008), é desenvolvida com base em material já elaborado, em especial, livros 

e artigos científicos. 

Segunda etapa: Levantamento dos aspectos relacionados ao ensino da Álgebra via 

análise de livros didáticos do Ensino Fundamental I e II, por meio de uma grade de análise 

desenvolvida buscando identificar: 

- Quais os tipos de tarefas são propostas aos estudantes, relacionadas às relações 

pessoais que se espera desenvolver, de forma a facilitar a aprendizagem da Álgebra; 

- Quais níveis de conhecimentos, conforme definição de Robert (1997, 1999), são 

necessários para a solução dessas tarefas; 

- Quais conhecimentos auxiliam o estabelecimento de uma relação pessoal do aluno 

com os objetos da Álgebra. 

Essa segunda etapa foi realizada por meio da pesquisa documental que, segundo Gil 

(2008), é parecida com a pesquisa bibliográfica, sendo que a diferença entre elas está na 

natureza das fontes, pois ela pode ser realizada por meio de materiais que ainda não receberam 

um tratamento analítico ou que podem ser reelaborados em função dos objetos da pesquisa. 

Assim, al®m de analisar documentos de ñprimeira m«oò (documentos de arquivos, igrejas, 

sindicatos, instituições etc.), é possível analisar aqueles que já foram processados, mas que 

podem receber outras interpretações.  

Terceira etapa: Formulação e análise a priori  do teste diagnóstico, tomando como base 

as relações institucionais identificadas na pesquisa didático-epistemológica e análise dos livros 

didáticos das relações pessoais que se espera do estudante com os objetos da Álgebra.  

Quarta etapa: Aplicação do teste diagnóstico para grupos de estudantes do Quinto ano, 

do Ensino Fundamental ao Terceiro Ano do Ensino Médio. 
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O teste diagnóstico, para os estudantes dos Ensinos Fundamental e Médio, foi aplicado 

em uma escola privada de Mauá, cidade na região da Grande São Paulo. A escolha por essa 

escola se deve ao fato do pesquisador ter trabalhado durante muitos anos na instituição e de a 

grande parte dos estudantes ingressar nela no maternal e ali estudar até o final do Ensino Médio. 

Trata-se de uma escola organizada com corpo docente é estável, evitando, dessa forma, maiores 

interferências nos resultados - em particular, aquelas associadas às mudanças frequentes de seus 

professores. Os três professores que ministram a disciplina de Matemática pertencem ao corpo 

de funcionários há, pelo menos, oito anos. A instituição promove reuniões pedagógicas 

semanais onde os problemas enfrentados são discutidos e as decisões são tomadas de forma 

coletiva. O conjunto de estudantes, em sua grande maioria, ingressa na instituição na pré-escola 

e nela permanecem até o final do Ensino Médio e os pais são participativos tanto na formação 

de seus filhos quanto na relação que mantém com a instituição de ensino, o que garante uma 

relação institucional estável fundamental para o bom desenvolvimento das relações pessoais 

dos estudantes com os objetos de saber trabalhados. A estabilidade do corpo docente e discente, 

permite o estudo sobre o desempenho do grupo de estudantes, em relação aos aspectos da 

Álgebra aqui definido, uma vez que isso garante um trabalho com certa uniformidade e 

continuidade.  

Quinta etapa: Análise a posteriori do teste diagnóstico por meio da confrontação com 

a análise a priori  em que participaram estudantes do Quinto Ano do Ensino Fundamental ao 

Terceiro Ano do Ensino Médio, da escola acima descrita.  

Dez turmas participaram da pesquisa, num total de 138 alunos. A pesquisa foi aplicada 

em horário extra-aula, por professores indicados pela instituição participante. Nem todos os 

pais e responsáveis autorizaram a participação de seus filhos. Na tabela 1 abaixo, temos a 

distribuição do número de estudantes em cada ano e a quantidades dos que responderam ao 

questionário de pesquisa. 

TABELA 1 - Número de estudantes que participaram da pesquisa   

Ano Escolar  Quinto Sexto  Sétimo Oitavo Nono Primeiro Segundo Terceiro  Total 

Total de alunos na sala 31 40 29 43 19 31 29 29 251 

Número de alunos que 

participaram 19 21 18 22 10 17 14 17 138 

FONTE: O autor (2015).   

 

Mesmo não tendo a adesão do total de estudantes, consideramos que conseguimos 

participação significativa, com cerca de 55% dos alunos respondendo às questões e, dessa 

forma, contribuir com a pesquisa. 
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Em função dos resultados obtidos pelos estudantes, foi possível identificar se existe uma 

melhora no desempenho na realização das tarefas, quando se trabalha de forma organizada e 

com a colaboração de professores, educadores, estudantes e pais.   

É importante explicitar ainda que, na busca das relações pessoais, os testes aplicados 

aos estudantes do Ensino Fundamental, Quinto e Sexto ano, foram compostos de três questões, 

que serão apresentadas e analisadas no capitulo 6. Nelas são propostas tarefas relativas à 

resolução de expressões numéricas envolvendo propriedades estruturais das operações em jogo. 

Na primeira expressão não se solicita a indicação da ordem de realização das operações, o que 

é pedido na segunda questão, na qual se demanda o apontamento de todas as etapas utilizadas 

na resolução. O objetivo é o de verificar a relação pessoal vinculada ao apontamento das 

operações efetuadas e a relação estabelecida com as propriedades estruturais das operações 

numéricas.  

Na terceira questão, ainda para o Quinto e Sexto ano, é solicitado ao estudante que 

escreva como se lê expressões envolvendo o produto de um número pela soma dois termos e o 

produto de uma soma por uma diferença. Nessa questão procura-se identificar a relação pessoal 

do estudante com o significado dos apontamentos utilizados. Embora se trate de apontamento 

envolvendo números essas notações nos remetem a propriedades estruturais da operação de 

adição e multiplicação na Álgebra.  

Espera-se que a relação pessoal do estudante, induzida pela relação institucional com o 

saber matemático transposto para o ensino, evolua à medida que esse avance nos anos 

subsequentes. Procurando identificar essa evolução, propomos para estudantes de anos ou séries 

seguintes o conjunto completo de questões. Com os mesmos objetivos dos itens a e b, na terceira 

questão é proposto no item c uma expressão envolvendo o quadrado da soma de dois termos, 

por se tratar de um conteúdo matemático introduzido no Sexto Ano. Creio que a compreensão 

desse tipo de apontamento indica a apreensão do objeto matemático representado, o que é 

fundamental na transição da Aritmética para a Álgebra. 

Na quarta questão procuramos identificar a relação pessoal do estudante com a 

igualdade como equivalência, além das propriedades estruturais das operações envolvidas. São 

propostas duas igualdades, sendo a primeira falsa e a segunda verdadeira. Por se tratar de 

expressões numéricas, é possível sua validação desenvolvendo ambos os lados operação, mas 

não se espera que o estudante tome essa iniciativa que, se adotada, não invalida, pelo contrário, 

demonstra o estabelecimento de uma relação satisfatória da igualdade como equivalência. 
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Na quinta tarefa, propomos duas questões Aritméticas formuladas de forma discursiva, 

o que habitualmente é denominado de ñproblemasò nos livros did§ticos. A expectativa ® que na 

medida em que os estudantes avancem nos anos escolares, eles desenvolvam uma forma de 

solução que se aproxime de uma solução algébrica com a utilização de modelagem do problema 

por meio de equações. Dessa forma, procura-se identificar o aprimoramento da relação pessoal 

do estudante com esse tipo de representação e em relação a essa noção matemática.  

A sexta questão foi formulada procurando levar o estudante a estabelecer generalizações 

sobre sequências que apresentam um padrão. O objetivo é o de verificar se o estudante 

desenvolveu uma relação pessoal que permita representar, de forma geral, a quantidade de 

ñcarinhasò de acordo com a posi«o ñlinhaò em que essa se encontra. Esse ® um dos aspectos 

identificados como fundamental em diversas pesquisas envolvendo o ensino e aprendizagem 

da Álgebra, em particular, nas pesquisas de Ponte (2006) e Grecco (2008). Por serem bastante 

intuitivas, as sequências elaboradas não permitiriam concluir que a relação pessoal do estudante 

com a habilidade de generalização esteja estabelecida. Por esse motivo, é proposto na sétima 

questão uma sequência envolvendo soma de frações, que segue a mesma linha adotada nas 

questões anteriores. A soma envolve operações numéricas, mas sua realização exige que o 

estudante tenha desenvolvido uma relação com o aspecto da generalização da Álgebra.   

As questões foram elaboradas buscando identificar se na relação pessoal do estudante 

com o conhecimento matemático estão presentes os aspectos da Álgebra relacionados 

anteriormente, a saber: memória, equivalência da igualdade, generalização, estrutura e 

linguagem. 

A sequência das questões está definida em ordem crescente de dificuldade, procurando 

reproduzir a evolução do conteúdo ao longo da formação escolar dos alunos a partir do Quinto 

ano do Ensino Fundamental.  

A opção por estudar o aprimoramento das relações pessoais dos estudantes a partir do 

Quinto ano se deve às relações institucionais envolvendo propriedades operatórias das 

operações numéricas ligadas às propriedades estruturais da Álgebra.  Como já observado acima, 

é no Quinto ano que ocorre a introdução das primeiras técnicas que podem ser relacionadas 

com as estruturas algébricas, por meio das expressões algébricas. No Sexto Ano, o estudante é 

apresentado ao conjunto dos números naturais e, com eles, às propriedades operatórias da 

adição e multiplicação, propriedades essas formuladas dentro do quadro que denominamos 

aritmo-algébrico, que se justifica como um trabalho inicial, dado com o objetivo de desenvolver 

a tecnologia necessária à passagem da Aritmética para a Álgebra. O acompanhamento nas 

demais séries do Fundamental se deve às relações institucionais que procuram levar de maneira 
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progressiva o conhecimento matemático de forma a permitir essa passagem ao longo dessa 

etapa de formação.   

A opção por analisar a relação pessoal desenvolvida pelos estudantes do Ensino Médio 

está relacionada ao fato de esse fazer parte da formação básica comum a todos os estudantes 

em nossa estrutura escolar, assim esperávamos poder verificar como evolui as relações pessoais 

desses estudantes com os objetos da Álgebra escolar, uma vez que para esses estudantes novos 

conhecimentos serão introduzidos, mas eles precisam trabalhar com as ferramentas da Álgebra 

desenvolvidas no Ensino Fundamental de forma explicita para resolver novas tarefas.  
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3. REFERENCIAL TEÓRICO  

 

3.1. Introdução 

 

 Um dos discursos mais frequentes em nossa escola é o de que a Matemática é 

fundamental para o dia a dia, podendo ser encontrada em atividades cotidianas. Entretanto, 

quando questionados sobre para que serve determinado conteúdo, temos dificuldade em buscar 

uma justificativa que convença o estudante, projetando a necessidade do conhecimento numa 

poss²vel futura vida ñprofissionalò.  

 Deste modo, os leigos partem para a crítica argumentando que essa dificuldade está na 

má formação dos profissionais que atuam em sala de aula, que envolvidos pela rotina escolar 

nem conseguem perceber as relações institucionais presentes em sua atividade, ficando à mercê 

de críticas e sem conseguir se defender. 

 A dificuldade na busca da justificativa sobre os conteúdos trabalhados, as estratégias de 

ensino e avaliação entre outras interações que ocorrem no ambiente escolar têm suas raízes na 

forma como são definidos o trabalho em sala de aula, não só em termos de conteúdos como 

também as posturas esperadas dos profissionais envolvidos De acordo com Chevallard (1997, 

1999, 2001, 2002), elas não estão a cargo dos professores que atuam diretamente como os 

estudantes, mas sim de um conjunto de atores sociais13, entre eles os críticos da formação dos 

professores, fato que a grande maioria das pesquisas envolvendo o ensino da matemática parece 

desconhecer ou não perceber a importância da interferência dessas esferas nessa definição.   

As considerações acima nos levam a adotar como principal referencial teórico para o 

desenvolvimento dessa pesquisa a teoria antropológica do didático de Chevallard (1994, 1997, 

1999, 2001, 2002), de acordo com a qual as relações que se estabelecem dentro da instituição 

escolar sofrem influência direta das instituições com as quais ela se relaciona. Entre essas 

interferências temos a definição de conteúdos, a maneira como esses serão trabalhados e o que 

se espera dos estudantes inseridos nessa instituição. Com base nessa interferência, utilizaremos 

como suporte nesse referencial os níveis de conhecimentos esperados dos estudantes definidos 

por Robert (1997), a noção de quadro e mudança de quadros segundo definição de Douady 

(1984, 1986) e as noções de objetos ostensivos e não-ostensivos definidos em Chevallard 

(1994). 

Na sequência, fazemos uma breve apresentação dos elementos da Teoria Antropológica 

do Didático ï TAD que serviram de ferramentas de análise para essa pesquisa. 

                                                           
13 Chevallard denomina esse conjunto de atores de Noosfera. 



68 
 

 

3.2 Teoria Antropológica do Didático 

 

Desenvolvida por Chevallard (1999, 2002), a teoria antropológica do didático, destaca 

as relações entre os objetos, um indivíduo e as instituições. Segundo Chevallard (2002), por 

objeto, representado por o, podemos considerar qualquer entidade, seja material ou imaterial, 

que exista para pelo menos um indivíduo que o autor representa por x. Dessa forma, segundo 

Chevallard (2009) tudo será objeto, incluindo as pessoas. Assim, serão objetos ideias como a 

de número e os símbolos que os representam. Também são considerados objetos os conceitos 

como o de pai e filho, a ideia de perseverança (ou coragem ou virtude), etc. Além disso, o autor 

enfatiza que, em particular, qualquer tarefa, ou seja, qualquer atividade humana intencional, é 

um objeto. 

O segundo conceito fundamental conforme o autor é o de relação pessoal, representada 

por R(x,o) relação do indivíduo com o objeto, que se estabelece quando de alguma forma o 

mesmo interage com esse objeto, ainda que essa interação seja simples como somente falar 

sobre ele. Dessa forma, se x conhece o objeto então a R(x,o)Í Ø. Essa relação é dinâmica e 

poderá evoluir, ou seja, a interação com o objeto poderá se aprimorar ou seguir na direção 

oposta de forma que o sujeito deixe de se relacionar com o mesmo.  

O terceiro conceito definido por Chevallard (2009) é o de pessoa, constituído por um 

indivíduo e as relações que a pessoa mantém com os objetos R(x,o) em um dado momento de 

sua história, podendo ser representado pelo par (x, R(x,o)). Como essa rela«o ® din©mica ñao 

longo do tempoò, o sistema de rela»es pessoais de x evolui; objetos que não existiam para ele 

podem começar a existir, outros podem deixar de existir (CHEVALLARD, 2009, p. 2); ou seja, 

a relação pessoal de x muda caracterizando uma evolução, de forma que o indivíduo se mantém, 

mas a pessoa muda. O conjunto U(x) = {(o, R(x ,o )) / R(x ,o ) Í Ø) } de todas as relações do 

sujeito com os objetos que fazem parte das instituições com as quais mantém contato é 

denominado pelo autor de universo cognitivo de x. O conceito de Universo cognitivo não 

assume aqui, de acordo com suas palavras, o mesmo significado definido de forma corrente nos 

meios intelectuais  

O termo cognitivo aqui não se relaciona com o sentido usual, eu tenho um 

relacionamento pessoal com minha escova de dentes, máquina de café da cafeteria, o 

pedal de freio de meu carro, etc., todos esses objetos fazem parte do meu universo 

cognitivo, da mesma forma que fazem parte, por exemplo, o conceito de equação do 

segundo grau, ou derivada (CHEVALLARD, 2009, p.1, tradução nossa) 

Outro conceito fundamental definido por Chevallard (2009) é o de Instituição. Para o 

autor, institui«o ® um dispositivo social ñcompletoò da qual fazem parte pelo menos uma 
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pessoa e um conjunto de objetos com o qual essa pessoa se relaciona. Da mesma forma que a 

pessoa mantém uma relação com os objetos, relação pessoal, ela se relaciona com a Instituição 

I, estabelecendo o que Chevallard (2009) denomina de relação Institucional. Uma instituição é 

formada pelo que podemos considerar como um conjunto de objetos, ñoò, algo que existe para 

pelo menos uma pessoa. Dizemos que a instituição conhece o objeto se a relação da instituição 

com o objeto não for vazia, R(I, o) Í Ï. Um sujeito pode ou não se relacionar com esses objetos, 

o que conduz Chevallard a definir posi«o ñpò do sujeito em relação ao objeto. Dessa forma, 

se R(x, o) Í Ï ent«o ñxò conhece ñoò logo a posi«o ñpò de ñxò em rela«o ñoò também não 

será vazia R(p, o) Í Ï, ou seja, uma pessoa se relaciona com ñoò quando ocupa uma posi«o p 

em determinada institui«o ñIò na qual o objeto ñoò existe. Além disso, a relação do sujeito, 

ñxò, com suas institui»es ñIòĚ R(I, x), impõe que o sujeito se submeta às regras e normas de 

ñIò. 

É o que acontece, por exemplo, com a instituição escolar organizada em nossa 

sociedade, que tem, entre outros objetivos, o de transmitir aos estudantes os conhecimentos que 

a sociedade julga necessários para sua sobrevivência e evolução. Ou seja, considerando ñxò, 

um estudante, ñoò um dado conteúdo matemático, por exemplo resolver uma equação, presente 

na instituição escolar I, visto que o professor que podemos representar por xp, conhece o, então 

podemos considerar que a criação ou modificação da relação do estudante x, R(x, o) ou RI(p, o) 

em relação a esse objeto pode conduzir a uma aprendizagem. Assim se R1(x, o) = Ø  R2(x, o) 

Í Ï podemos dizer que  ñx aprendeu ñoò, o que implica uma mudana de comportamento de x 

em rela«o ao objeto ñoò. Dessa forma o conjunto U(x), foi ampliado inserindo um novo objeto 

na relação pessoal de x. 

Aqui, nos referindo a nossa pesquisa, observamos que para simplificar nossas análises 

das tarefas a serem desenvolvidas no Capítulo 6 consideramos que o estudante desenvolve uma 

relação pessoal satisfatória com um objeto o, quando é capaz de executar as tarefas14 a ele 

relacionadas, ou seja, consegue trabalhar com os aspectos a elas associados. Assim, por 

exemplo, ao analisar o aspecto de memória no desenvolvimento da expressão numérica, como 

a proposta na tarefa 2 item d, resolver a expressão 150 ï [(12 + 5) . ( 5 ï 3) +( 12 + 9) · ( 8 ï 

5) ] = , consideramos que o  estudante mantém uma relação pessoal satisfatória com o aspecto 

de memória se anotar não só o resultado do cálculo efetuado, mas também todos os ostensivos 

que não estão envolvidos  na execução da tarefa naquele momento. Assim, ao efetuar as 

operações indicadas entre parênteses, como o apresentado na figura 8, a seguir: 

                                                           
14 O conceito de tarefa será discutido ainda nessa fundamentação teórica.  
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FIGURA 8 - Solução apresentada pelo estudante 16 do Sétimo Ano do Ensino Fundamental 

 

FONTE: Extrato de protocolo apresentado pelo estudante. 

 

Notamos que o estudante manteve nas linhas subsequentes as informações não utilizadas 

da linha anterior. Dessa forma, para desenvolver a expressão numa linha qualquer basta utilizar 

as anotações da linha anterior, visto que essa mantém todas as informações, como uma memória 

das operações realizadas.  

 Ponderamos que o estudante que deixar de anotar pelo menos um dos ostensivos não 

utilizados pode apresentar dificuldades em sua relação pessoal com esse aspecto, como 

podemos observar na figura 9 a seguir. 

 

 FIGURA 9: Solução apresentada pelo estudante 25 do Quinto Ano do Ensino Fundamental. 

 

FONTE: Extrato de protocolo apresentado pelo estudante. 

 

Nesse extrato, observamos que o estudante ñesqueceò, ao indicar os ostensivos 

relacionados na atividade realizada da primeira para a segunda linha, de considerar os colchetes 

e a diferença entre 8 e 5. Na sequência, ao anotar as atividades realizadas na terceira linha, 

efetua a diferença entre 150 e 17, provavelmente por ter esquecido de representar o colchete na 

linha anterior, esquecendo-se também de registrar o 21, que reaparece na linha seguinte sendo 

adicionado ao produto a sua esquerda. A diferença entre 8 e 5, indicada pelo ostensivo 3 e que 

deveria ser utilizada para dividir o 21, de acordo com as regras operatórias, reaparece na 
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penúltima linha. A deficiência na relação pessoal deste estudante com o aspecto de memória o 

leva a não resgatar corretamente as informações necessárias para a realização da tarefa, o que 

o conduziu ao insucesso na realização da mesma. Esse mal relacionamento exige um esforço 

cognitivo maior na recuperação das informações, como por exemplo, ao observar a tarefa 

utilizada na figura acima é possível destacar que aumenta a possibilidade do sujeito errá-la. 

Concordamos com Chevallard (2009) que a expressão mais visível da relação pessoal 

do sujeito com os objetos ou instituição está relacionada à utilização desses objetos ou 

instituições na realização de tarefas, que representaremos por t. Por exemplo, para a 

comunicação, dentre outros instrumentos fazemos uso da escrita, que pode ser considerada 

como uma instituição, estabelecendo-se aí uma relação institucional. Simultaneamente, o 

estudante deve desenvolver a habilidade de escrever e representar os objetos como o número 

cinco, estabelecendo uma relação pessoal do sujeito com a simbologia e todo o significado que 

essa carrega consigo.  Uma tarefa não é uma atividade isolada, mas parte de um conjunto maior 

de tarefas do mesmo tipo que representamos por T, de forma que uma dada tarefa t Í T é 

formada pelo conjunto dos tipos de tarefas das quais t faz parte. Por exemplo, a tarefa t escrever 

o número cinco faz parte de um conjunto de tarefas T1, que engloba a escrita em linguagem 

natural, tarefa T2, que engloba uma representação ostensiva15 dos números naturais, a tarefa T3, 

que engloba a representação ostensiva de uma sequência numérica, entre outros tipos de tarefas 

que podem ser relacionadas a essa representação.    

 Segundo Chevallard (2002) a realização de um tipo de tarefa T implica na utilização de 

uma técnica, representada por t, que é necessária para a execução da mesma, formando um 

bloco  [T/ t ], denominado de bloco  prático-técnico, associado a um certo tipo de tarefa T, ou 

seja, a alguma forma de realizar a técnica t para executar as tarefas de tipo T solicitadas. Assim, 

para ñescreverò o n¼mero cinco o estudante deve dispor de alguns equipamentos, como por 

exemplo, papel e um lápis ou caneta, utilizar a técnica desenvolvida ao longo de sua formação, 

escolar ou não, segurar o lápis ou caneta com o polegar e o indicador pressionado levemente 

contra o papel de forma mover o mesmo deixando um rastro que se assemelha ao símbolo 

desejado.  

A utilização da técnica na realização da tarefa, normalmente adquirida pela prática, tem 

como base uma tecnologia ɗ, que segundo Chevallard (1999) é um discurso racional sobre a 

t®cnica ñdiscurso que tem por objeto primeiro justificar ñracionalmenteò a t®cnica, nos 

                                                           
15 O conceito de ostensivo e não-ostensivos associados aos ostensivos será analisado ao longo dessa 

fundamentação teórica. 
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assegurando a realização da tarefaò desejada (CHEVALLARD, 1999, p. 227), como relatada 

na descrição acima de como representar o número cinco. Por exemplo, para escrever o número 

cinco o estudante deve segurar o lápis com o indicador e o polegar direito, se for destro, 

segurando levemente inclinado, apoiar a mão sobre o papel, posicionar a ponta do lápis sobre 

o papel e mover o mesmo de forma a obter o trao desejado, no caso a palavra ñcincoò, ou um 

de seus ostensivos equivalentes, como, por exemplo, o símbolo 5.   

Ainda segundo o autor ño discurso tecnol·gico cont®m afirma»es, mais ou menos 

explícitas, que definem as razões pelas quais essa tecnologia funciona. Passa-se assim a um 

nível superior de justificação-explicitação-produção, desenvolvendo uma teoria Ū que retoma, 

em rela«o a tecnologia, a liga«o que este dom²nio tem em rela«o ¨ t®cnicaò (ibidem, p. 228). 

A teoria fundamenta a tecnologia, que por sua vez, justifica a técnica, formando o bloco 

tecnológico-teórico, [ɗ / Ū].  Por exemplo: Qual o motivo da inclinação usada no lápis para 

escrever ser diferente da inclinação quando se deseja apenas usar o lápis para sombrear em um 

desenho? Por que segurar o lápis sem pressionar demais os dedos? Por que apoiar a mão quando 

se deseja escrever e não apoiar quando se deseja sombrear?  Essas e outras questões são 

explicadas por teorias que justificam a utilização da técnica. Dessa forma, em torno de um tipo 

de tarefa T, temos em princípio uma terna formada por pelo menos uma técnica t, a tecnologia 

ɗ e teoria Ū de  ɗ, cuja nota«o [T/t/ ɗ / Ū] representa a organização praxeológica ou a 

praxeologia relacionada à tarefa T. 

De acordo com o autor, a técnica utilizada na realização de uma tarefa, ou melhor,  um 

tipo de tarefa, está subordinada às instituições em que a mesma é realizada, o que justifica, por 

exemplo, o uso da calculadora em algumas instituições escolares e a quase proibição desse uso 

em outras para a realização de um mesmo tipo de tarefa. Assim, o estudo das tarefas propostas 

aos estudantes via análise de livros didáticos faz parte da metodologia que será empregada no 

desenvolvimento da presente tese, pois consideramos que o livro didático corresponde a uma 

instituição que tenta garantir o estudo de determinadas praxeologias e que faz parte das 

propostas institucionais na escola brasileira, sendo avaliado e indicado pelo Ministério da 

Educação e Cultura por meio do Programa Nacional do Livro Didático. 

Deste modo, no nosso estudo buscamos identificar quais os tipos de tarefas que são 

propostas aos estudantes de forma a permitir a passagem da Aritmética para a Álgebra e de que 

forma os aspectos de memória, generalização, equivalência da igualdade, equivalência entre 

ostensivos, análise, linguagem e estrutura são explorados nessas tarefas, bem como quais as 

técnicas utilizadas na realização dessas tarefas e as tecnologias que dão suporte a ela. Espera-

se que as teorias que fundamentam as tecnologias utilizadas estejam relacionadas às estruturas 
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Aritméticas e que a construção do conhecimento leve ao desenvolvimento de tecnologias 

relacionadas à compreensão dos objetos da Álgebra.  

 

3.2.1. Organização Matemática, Organização Didática e Momentos didáticos 

 

Para Chevallard (1997) uma organização matemática corresponde a uma organização 

praxeológica de natureza didática, sendo constituída de um ou vários tipos de tarefas que 

exigem a criação de técnicas mais ou menos apropriadas e justificadas por meio de tecnologias 

matemáticas mais ou menos visíveis, sendo que as tecnologias são desenvolvidas no quadro de 

uma teoria matemática mais ou menos explícita. Assim, segundo Chevallard (1997) cabe ao 

professor a concepção e organização de dispositivos de estudo e a gestão de seu ambiente, ou 

seja, a partir dos programas oficiais o professor determina as organizações matemáticas a 

estudar especificando seu conteúdo, os tipos de tarefas que elas contêm e o grau de 

desenvolvimento a ser utilizado para os componentes técnicos, tecnológicos e teóricos.  

A partir da definição de organização matemática Chevallard (1997) introduz 

organização didática como sendo a reconstrução ou transposição da organização matemática 

para a sala de aula. Na organização didática cabe ao professor propor tarefas de ajuda ao estudo 

e dirigir estudo e ensino de forma que se possa colocar em prática determinadas técnicas 

didáticas.  

Segundo Chevallard (2001) a organização didática a ser estabelecida em torno de um 

saber matemático trabalhado em sala de aula deve levar em consideração tanto os aspectos 

estruturais como o número de seções, o tempo de realização de cada seção, aspectos funcionais, 

entre outros. No que se refere a esse segundo aspecto e considerando o sistema didático S(X; Y; 

O), cabe ao professor, ou à instância Y, formular a melhor maneira de apresentar O para a 

instância X. Dessa forma, cabe à instância Y, formular estratégias para expor de forma clara os 

conceitos e as convenções, relacionadas a O, as técnicas t e as tecnologias q, que fundamentam 

essas técnicas, associadas às respectivas teorias Ū que dão suporte à respectiva tecnologia. A 

formulação dessas estratégias Chevallard (2001) denomina de momentos didáticos, 

explicitando que esses momentos correspondem aos gestos didáticos que devem ser cumpridos 

em determinada organização didática. Essa organização normalmente se dá ao redor da 

estrutura mais simples possível e se refere a organizações praxeológicas locais de O =[T,t,q, 

Ū] formuladas ao redor de um único tipo de tarefa T.  

O autor distingue seis momentos de estudos separados em quatro grupos em que leva 

em consideração a função estrutural do momento em questão e enfatiza que esses momentos 
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podem ocorrer várias vezes em uma mesma organização didática. Esses momentos segundo 

Chevallard (1997, 2001) em seus determinados grupos são: 

Grupo I (Atividades de estudo e de investigação [AER16]) 

1. Momento (primeiro) do encontro com a organização matemática. Esse encontro ocorre entre 

duas formas extremas, isto é, um encontro cultural que corresponde à organização matemática 

que surge de certas práticas sociais. O sub momento cultural métrico, em que a organização 

matemática só existe sob a forma de uma imagem com a qual o estudante só mantém relações 

fictícias, seguido de um sub momento mimético, no qual por meio da manipulação efetiva dos 

objetos da organização matemática o estudante deve imitar o praticante.  

2. Momento da exploração do tipo de tarefa T e a emergência da técnica, formulação do bloco 

[T,t] que corresponde ao estudo e à realização de um problema de tipo dado, que acompanha 

sempre a constituição de um embrião de técnica a partir da qual uma técnica mais desenvolvida 

poderá eventualmente emergir. O estudo de um problema particular aparece não como fim, mas 

como um meio para que tal técnica de resolução se constitua. Assim, está vinculada uma 

dialética fundamental, isto é, estudar problemas como um meio de criar e de elaborar uma 

técnica, que será o meio de resolver quase que automaticamente problemas deste tipo.  

3. Momento da construção do bloco tecnológico teórico [q/Q] relativo a uma técnica que 

corresponde a um momento que tem relação estreita com os outros momentos. Assim, desde o 

primeiro encontro com a organização matemática existe uma relação com um ambiente 

tecnológico teórico anteriormente elaborado, ou com germes de um ambiente a ser criado que 

se tornará mais claro por meio de uma relação dialética com a emergência da técnica.  

Grupo II (Sínteses)  

4. Momento da institucionalização que representa quando o objeto de estudo é especificado, o 

que corresponde exatamente à elaboração da organização matemática, distinguindo 

principalmente, de um lado os elementos que contribuíram para a sua construção, não sendo 

todos integrados, e de outro lado os elementos que entram de maneira definitiva na organização 

matemática visada.  

Grupo III (Exercícios & problemas)  

                                                           
16 Segundo Michelle Artigue (2010) uma das dificuldades observadas na engenharia didática se referia à 

reprodutibilidade da sequência criada para um determinado conceito. Observou-se, então, a necessidade do 

desenvolvimento, além das engenharias desenvolvidas nas pesquisas em Didática da matemática designada por 

PER, (Parcours dô®tude et de recherche) de engenharias que pudessem ser reproduzidas em sala de aula que visam 

gerar recursos para o ensino regular ou de formação. Engenharia didática de desenvolvimento as AER (Activités 

dô®tude et de recherche). 
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5. Momento do trabalho da organização matemática, em especial, momento de trabalho com a 

técnica que deve ser aperfeiçoada para se tornar mais eficaz e mais confiável, além de aumentar 

o domínio que dela temos. Esse momento de provar a técnica se coloca, em particular, para um 

ou vários corpus de tarefas adequadas tanto qualitativamente quanto quantitativamente. 

Grupo IV (Controles)  

6. Momento da avaliação que se articula com o momento da institucionalização 

 Como exemplo para o primeiro grupo Chevallard (2001) considera uma engenharia 

didática formulada de maneira que possa ser reproduzida em sala de aula pelos professores por 

meio da seguinte Atividade de Estudo e de Pesquisa ï AER ï constituída de três momentos 

didáticos:  

 Primeiro momento: O primeiro encontro com as tarefas do tipo T. A obra é apresentada 

a X, normalmente por meio de uma tarefa tÍT. Por exemplo, consideremos a tarefa 

normalmente proposta em nosso sistema escolar: resolver a equação 2 x + 15 = 43.  

 Segundo momento: A exploração de T e a emergência da técnica, formulação do bloco 

[T,t] . Tarefas semelhantes à anterior, ou seja, do mesmo tipo T são apresentadas, com 

explorações das técnicas, para resolução de tarefas particulares. Por exemplo, resolver a 

equação 5(x+ 3) ï 23  = 3x + 20.    

Terceiro momento: a construção do bloco tecnológico teórico.  [ɗ/ Ū ]. O autor destaca 

que os momentos como definidos não são sequenciais, podendo ocorrer simultaneamente. 

Dessa forma, esse terceiro momento se dá simultaneamente com a apresentação das 

técnicas/tecnologias que criam as condições para a resolução da tarefa proposta. Assim, para a 

realização no primeiro momento o professor pode conduzir o estudante a apresentar ou evocar 

as propriedades aditiva e multiplicativa da igualdade e a perceberem a necessidade da utilização 

do inverso aditivo e inverso multiplicativo de forma a determinar o valor de x resolvendo a 

equação proposta. Dessa forma: 

2x + 15 = 43 

2x + 15 + ( ï 15) = 43 + ( - 15) 

2x +  0 = 28 

Logo x =14 

 

 A discussão pelos estudantes da solução acima apresentada enfatiza o bloco técnico 

tecnológico [t,q], mas simultaneamente conduz à construção do bloco tecnológico teórico [q, 

Ū]. 
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 No segundo grupo, o das sínteses, temos o quarto momento o da institucionalização, 

ocasião em que o professor formaliza os objetos envolvidos, definindo os conceitos e a 

terminologia pertinente a partir dos conhecimentos apresentados na discussão com os 

estudantes. Da mesma forma, no terceiro é uma escolha do professor a sequência em que se 

dará esse momento, podendo inclusive ser apresentado antes do primeiro, como observamos 

por meio de nossa pesquisa ser a prática usual de muitos livros didáticos analisados. 

No terceiro grupo, dos exercícios & problemas, temos o quinto momento concebido por 

Chevallard (1997, 2001) sendo aquele em que a instituição irá aplicar as técnicas e tecnologias 

apresentadas visando o estabelecimento de uma relação pessoal dos estudantes com os novos 

objetos apresentados.  O objetivo essencial desse momento é o da organização e reorganização 

do trabalho matemático, notadamente no que se refere à utilização das técnicas apresentadas.  

Consideramos aqui que é nesse momento que os aspectos da Álgebra se mostram de 

forma mais evidente. Por exemplo, a técnica que permitiu a realização da tarefa resolver a 

equação acima apresentada, utiliza os aspectos: 

De equivalência da igualdade: O conceito de equação só se fundamenta pelo fato de que 

os dois lados da igualdade são equivalentes. Dessa forma pode se considerar que existe um 

equilíbrio, princípio muito utilizado em pesquisas envolvendo as equações, de forma que 

qualquer ação do lado esquerdo só é possível se a mesma ocorrer do lado direito de forma a 

manter esse equilíbrio. 

De memória: Como temos uma equivalência entre os dois membros, a mesma só será 

mantida se todos os objetos envolvidos ou não em uma dada etapa da resolução forem mantidos 

nas linhas subsequentes, dando ao estudante um conjunto de anotações sucessivas que servem 

como uma memória do trabalho realizado em cada etapa e criando a possibilidade de um resgate 

da informação em qualquer uma dessas etapas. 

De linguagem: A equação em si representa uma sentença matemática que traz consigo 

todo um discurso que leva à comunicação da informação sem dupla interpretação. Assim, a 

equação 2x + 15 = 43 equivale, entre outras formas de representação, à frase o dobro de um 

número acrescido de cinco vale quarenta e três. 

De estrutura: As propriedades que possibilitam o desenvolvimento da tecnologia 

utilizada para fundamentar a técnica empregada estão ligadas às propriedades estruturais das 

operações numéricas dentro da teoria dos números. 

De generalização: A letra x equivale a um número como outro qualquer e esse 

argumento nos permite operar numericamente com seu dobro da mesma forma que operamos 

com o dobro de quatorze, valor de x. 
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De equivalência entre os ostensivos: O conjunto dos ostensivos que representam o lado 

esquerdo da igualdade equivale ao mesmo conjunto de ostensivos do lado direito dessa 

igualdade. Ainda em relação à equação dada podemos falar de ostensivo gestual quando nos 

referimos aos dois lados da igualdade.    

No quarto grupo, o de controle, temos o sexto momento de avaliação, fundamental para 

que a instância Y, tenha condições de determinar os próximos passos a serem dados junto com 

a instância X, na direção da obra O. Segundo Chevallard (1999), restrições ecológicas 

interferem nessa tomada de decisão, com o professor avançando em direção a obra O, sem que 

as relações pessoais para sua compreensão e apropriação sejam estabelecidas, o que geralmente 

leva ao fracasso na visita que X faz na direção da obra O.  

Assim, consideramos que para a passagem da Aritmética para a Álgebra observamos 

que o primeiro momento se inicia no quinto ano e que a partir daí são intercalados momentos 

de reencontros, exploração, institucionalizações e trabalhos com a organização matemática que 

conduzem a uma construção gradual do bloco tecnológico teórico. Para a definição desses 

momentos é necessária a contínua avaliação, momentos de avaliação da evolução desse saber, 

de acordo com a proposta da organização matemática considerada.   

A definição do papel de cada um dos envolvidos nos diversos momentos no sistema 

didático S(X, Y, O) constitui o que Chevallard (1999) define como o topos dos estudantes e dos 

professores, tema que descreveremos a seguir. 

 

3.2.2. Topos do professor e do estudante 

 

O conceito de topos proposto por Chevallard (1999) procura identificar o lugar ocupado 

pelo professor  y o e pelo estudante xi no desenvolvimento de uma tarefa t, sob direção do 

professor. Analisa, portanto, um sistema de ensino S(X, y, t), com xi Í X e t um tema a ensinar 

de forma a garantir a realização de t por xi sem o auxílio do professor. Segundo o autor;   

Do grego topos (corresponde ao lócus, do latim) significando 'lugar': os topos de xi, é 

o 'lugar de xi', seu 'lugar', o lugar onde, psicologicamente, xi experimenta a sensação 

de participar, no cumprimento de t, "um papel que lhe ® pr·prioò. No caso de uma 

classe, podemos falar então do topos do aluno e do topos do professor. Assim, quando 

em uma aula de matem§tica ñresolver um exerc²cioò, que ® uma tarefa eminentemente 

cooperativa, a subtarefa consistindo em fornecer o enunciado do exercício retorna, 

geralmente, ao professor: ela pertence ao seu topos. A tarefa que consiste em produzir 

ï por exemplo, por escrito ï uma solução do exercício dirige-se ao topos do aluno, 

enquanto que a tarefa consistindo, na sequência, de fornecer uma correção faz surgir, 

novamente, o topos do professor. Se, no decorrer da resolução do exercício, um aluno 

coloca uma questão ao professor, ele efetua assim o que é considerado como um 

simples gesto, solicitando um gesto de contrapartida da parte do professor ï gesto que 
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pode consistir, algumas vezes, a recusa de responder. (CHEVALLARD 1999, p. 18, 

tradução nossa) 

 

A realização das tarefas, como a proposta na citação acima, é em geral cooperativa, 

sendo realizada pelo conjunto de atores. Nesse caso xi executa gestos que identificam seu papel 

na realização da tarefa, demonstrando se possui ou não autonomia na realização da mesma, se 

depende ou não do auxílio do professor para sua execução. Dessa forma, segundo o autor 

estabelece-se uma das dificuldades mais prementes na definição dos momentos de estudo, que 

é a de encontrar estratégias, ou melhor, dar aos estudantes um lugar, ou seja criar 

intencionalmente sobre cada tema estudado um topos adequado, que dê ao aluno a sensação de 

ter um papel a desempenhar na sua aprendizagem, ganhando, desse modo, autonomia.  

Em nossa pesquisa buscaremos identificar nos livros didáticos analisados a visão 

institucional do topos a ser desempenhado pelo professor, mas principalmente o topos dos 

estudantes na construção da relação pessoal com os aspectos da Álgebra aqui considerados. 

Com esse objetivo efetuamos e apresentamos o levantamento das análises citadas e 

apresentadas no capítulo 5, ou seja, quantas tarefas consideradas como forma de introduzir uma 

dada técnica, tecnologia ou teoria referem-se ao topos  do professor e quantas tarefas deste tipo 

são propostas ao estudante, topos do estudante.  

Na sequência, apresentamos uma breve descrição das noções de objetos ostensivos e 

não-ostensivos que são as representações externas e internas que possibilitam a manipulação 

dos conceitos matemáticos em jogo em uma determinada tarefa e a justificativa de seu uso por 

meio da evocação dos não-ostensivos associados. 

 

3.3. Ostensivos e não-ostensivos associados 

 

Como já observado no primeiro capítulo, momento em que definimos o aspecto da 

equivalência entre os ostensivos, consideramos aqui as noções de objetos ostensivos e não-

ostensivos definidos por Chevallard (1994) e Bosch e Chevallard (1999). Assim, por objeto 

ostensivo o autor considera aqueles que assumem uma forma material qualquer como uma régua 

ou a caneta, da mesma forma que podemos considerar como um objeto material palavras, ações, 

diagramas, desenhos, etc. Por outro lado, os objetos não-ostensivos são os que são normalmente 

chamados de noções, conceitos, ideias, etc.  

É nesse contexto que podemos enquadrar os objetos matemáticos, visto que são, em sua 

essência, constituídos por ideias, conceitos e definições cujo acesso só se torna possível com a 

utilização de seus objetos ostensivos, isto é, por meio de suas representações que se 
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materializam em forma de definições escritas, representações gráficas, gestos entre outras 

formas de representação dos não-ostensivos utilizados na solução de tarefas relacionadas aos 

esses objetos.   

Como exemplo, consideramos o do número dois apresentado no capítulo 2. Naquele 

momento analisamos alguns ostensivos associados ao não-ostensivos número dois no qual, 

além dos identificados, podemos destacar que também pode ser evocado por dois dedos 

estendidos - como qualquer criança na primeira infância é capaz de fazer - ou como o logaritmo 

de 100 na base 10, cuja representação matemática bastante elaborada é dada por log10 100. 

Entretanto, essa equivalência entre as duas formas de representação não é de fácil compreensão, 

mas pode ser obtida com a manipulação de uma série de ostensivos associados aos não-

ostensivos a eles relacionados. Assim log10 100 = x Ú 100 = 10x é a definição usual de logaritmo 

em nossas instituições escolares, o que nos permite escrever: 

102 = 10x, logo x = 2 

A técnica empregada é comum nos livros didáticos do nosso Ensino Médio e para seu 

desenvolvimento manipulamos os ostensivos, fundamentados pelos não-ostensivos a eles 

associados.  

Retornando às noções fundamentais da abordagem antropológica, podemos dizer que 

a utilização de uma técnica traduz por uma manipulação de ostensivos regrados pelos 

não-ostensivos. Os ostensivos constituem a parte perceptível da atividade, ou seja, o 

que, na realização da tarefa, se deixa ver, tanto para o observador quanto para os 

próprios atores, Na análise do trabalho matemático, os elementos de ostensivos fazem 

parte do real empírico, acessível aos sentidos. Por contraste, a presença deste  ou 

daquele não-ostensivo em uma determinada prática só pode ser induzida ou suposta a 

partir das manipulações ostensivas institucionalmente associadas. (BOSCH e 

CHEVALLARD, 1999, p. 11) 

 

 Por ser os não-ostensivos aparentemente invisíveis, pode ocorrer em grande medida que 

os mesmos sejam confundidos com seus ostensivos, como acontece com a noção de números.   

Observamos aqui que é a versatilidade de representações ostensivas para um mesmo 

objeto não-ostensivo que nos conduziu a definir o aspecto de equivalência entre ostensivos, uma 

vez que a utilização adequada desses ostensivos desempenha um importante papel na 

construção de novos saberes dentro da matemática. É ela que permite a manipulação das ideias 

usando o que definimos como aspecto de equivalência entre ostensivos, da igualdade e aspecto 

de generalização, criando as condições para construções de novas tecnologias. Por exemplo, se 

definirmos o logaritmo de a na base b, com a > 0, b > 0 e b Í 1, como um n¼mero ñxò qualquer, 

representado por logb a = x de tal forma que logb a = x Ú a = bx, e admitirmos x = 2 e b = 10 

temos: 

Se x = 2 e 102 = 100, então 10x = 100. 
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Se log10 100 = x Ú 100 = 10x e 100 = 102 então x = 2. Essa manipulação dos ostensivos, 

fundamentada pelos respectivos não-ostensivos cunha as condições para a criação da tecnologia 

que permite o cálculo de logaritmos de um número, não apenas na base 10, mas em qualquer 

base de acordo com o definido. Assim, para obter o logaritmo de 32 na base 2 temos: 

log2 32 = x Ú 32 =2x. Como 32 = 25, então log2 32 = 5 podendo ser conferido com a 

definição original, ou seja,  log2 32 = 5 pois 25 = 32. Temos, então, uma técnica que possibilita 

a obtenção de um grande número de logaritmos, cujo logaritmando pode ser expresso como 

potência de mesma base que a base do logaritmo. 

Bosch e Chevallard (1999, p. 12) destacam que  

Os objetos ostensivos, mesmo que diretamente acessíveis aos sentidos, não são 

necessariamente dados puros porque não existem ostensivos sem não-ostensivos, 

tanto os objetos ostensivos quanto nossa relação com eles (em particular nossa 

capacidade de identificá-los, antes mesmo de manipulá-los) são o produto de uma 

construção institucional ï e, portanto, o resultado de uma aprendizagem. (tradução 

nossa). 

 

 Segundo Chevallard (1994) essa relação entre os objetos ostensivos e os não-ostensivos 

a eles associados caracterizam a existência de uma dialética entre si. Dessa forma, nos referindo 

a nosso exemplo sobre o conceito de números dois, observamos que ele não se sustenta sem os 

ostensivos a ele associados. Como a representação 2 é a culturalmente utilizada, é ela que é 

mais facilmente reconhecida como sendo o número dois. 

Bosch e Chevallard (1999) destacam a coexistência dos objetos ostensivos e dos não-

ostensivos a eles associados em todos os níveis de atividades tanto em termos de técnica como 

em seu ambiente tecnológico teórico.  

A técnica que leva a escrever (x3 + x + 1) + (x2 + 4 x - 2) = ï1 + 5 x + x2(1 + x) assume 

uma manipulação de ostensivos escritos (parênteses, letras, números, etc.), orais 

(pequeno discurso do tipo "x mais 4x, 5x....») e gestuais (por exemplo, para agrupar 

os termos de mesmo grau e verificar que nenhum foi esquecido). Esta manipulação é 

guiada por um conjunto de não-ostensivos, entre os quais a noção de disposição dos 

termos em ordem decrescente dos expoentes, a no«o de ñtermos (ou mon¹mios) de 

mesmo grauò, de ñfatora«o por x2ò, ou ainda a no«o de ñresto de ordem 2ò, etc. 
(ibidem, p. 12) 

 

 Ainda segundo os autores o discurso tecnológico, relacionado a uma dada técnica, é que 

permite explicar e justificar o desenvolvimento de uma dada tarefa. A manipulação dos 

ostensivos, que possibilitam a execução da mesmas, é fundamentada nos respectivos não-

ostensivos associados e ao mesmo tempo os não-ostensivos envolvidos na execução da tarefa 

é que justificar a manipulação dos respectivos ostensivos associados. Dessa forma os ostensivos 

e os não-ostensivos são trabalhados simultaneamente, caracterizando a dialética entre eles 

evocada acima, que permite manipular o não-ostensivos por meio de seus ostensivos e ao 

mesmo tempo, por meio da evocação dos não-ostensivos, justifica essa manipulação.  
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 Ressaltamos, por exemplo, a pluralidade de ostensivos de representação existentes no 

caso da contagem de um conjunto de objetos que inclui gráficos, escritas e representações 

gestuais verbalizadas ou não. Esses ostensivos de representação são considerados, em geral, 

como naturais ou espontâneos, pois em grande medida são construídos culturalmente à medida 

em que ocorre a formação do sujeito. Ao observar a relação familiar das crianças na primeira 

infância verificamos que muitas delas são ensinadas a contar geralmente utilizando objetos - 

por exemplo os dedos - para representar as quantidades e auxiliar em sua ordenação. 

 Segundo Bosch e Chevallard (1999, p. 14) o jovem estudante, ao iniciar os primeiros 

cálculos, deve ser capaz de articular três diferentes ostensivos de representação: a escrita dos 

números em sua disposição bidimensional e um pequeno discurso, gestos que pontuam suas 

ações e ajudam a gerenciar a disposição dos algarismos, a lateralidade da operação, o resultado, 

etc. Esse discurso, normalmente não verbalizado, da mesma forma que na contagem é 

considerado como o ñracioc²nioò desenvolvido pelo estudante para efetuar a tarefa. Ainda 

segundo os autores no universo dos objetos materiais e sua manipulação, a atividade geométrica 

elementar se originou como uma forma de combinar o discurso oral com o trabalho gráfico, 

integrando aos pouco os elementos escritos como nome de pontos e figuras, discurso escrito, 

etc. Ainda segundo os autores  

Em algumas atividades, tais como o cálculo do produto de duas matrizes ou a 

transposição dos termos de uma equação, o registro do gestual torna-se 

particularmente visível. Em outros casos, como a Aritmética pré-algébrica dos 

'problemas concretosò, ® o discurso que faz o trabalho de matemático, deixando um 

lugar mínimo ao escrito por meio do cálculo numérico - o qual se torna de qualquer 

modo invisível quando é realizado mentalmente. (ibidem p.15) 

 

 Essa forma de ñpensarò sem que necessariamente ocorra a verbaliza«o ® definida pelos 

autores como um traço da oralidade primária que antecede a oralidade secundária, momento 

em que o sujeito é inserido no mundo das escritas. Indicações desse tipo de raciocínio serão 

consideradas por nós no momento que analisarmos os resultados dos problemas propostos aos 

estudantes como parte dessa pesquisa. Observamos que algumas das soluções apresentadas 

evidenciam a forma discursiva de pensar do estudante que a apresentou como se ele estivesse 

explicando para um colega a resposta obtida manipulando os ostensivos de representação 

numérica sem, no entanto, formalizar algebricamente. 

 Ressaltamos ainda que definimos no primeiro capítulo o aspecto de linguagem que 

acreditamos estar de forma direta relacionado com as dificuldades na utilização dos ostensivos 

de representação dos objetos matemáticos. ñA vis«o cultural comum estende, indevidamente, 

existir uma rigorosa correspondência entre a leitura/escrita, no caso das línguas 

naturais (BOSCH E CHEVALLARD, 1999, p. 17).  
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 Isso nos auxiliou a considerar que essa aparente correspondência leva os estudantes a 

desenvolverem uma leitura linear e sequencial, própria da oralidade primária, dificultando a 

compreensão de ideias associadas às estruturas numéricas como o quadrado da soma de dois 

termos, por exemplo.  Segundo os autores o ponto sensível são as inter-relações entre o oral e a 

escrita e a relação cultural dessas inter-relações. Ao contrário do discurso oral, a escrita congela 

os objetos no papel, o que nos conduziu a relacionar com o aspecto de memória que corresponde 

a um conjunto de não-ostensivos, cuja interpretação deve ser única. Dessa forma, ostensivos 

como (a + b)2 carregam consigo todo um discurso cuja tradução leva em consideração não só a 

leitura linear e sequencial característica da correspondência imediata da leitura/escrita aparente 

dos ostensivos envolvidos, mas a visão geral do próprio objeto representado. Assim esse 

conjunto constituído de seis símbolos carrega os conceitos de soma de dois números e o 

quadrado dessa soma, ou seja, estamos operando, elevando ao quadrado uma operação, a soma 

de a e b. Isso corresponde ao que definimos como o aspecto de estrutura. 

 Bosch e Chevallard (1999) destacam o equívoco em se considerar que a percepção do 

ostensivo seja natural. Pode-se considerar que ela é construída junto aos aprendizes - no nosso 

caso os estudantes - por aqueles que apresentam para eles a obra O, ou seja, os atores que 

compõem a instituição - no caso os professores auxiliados pelo material didático representado, 

em nossa tese, pelos livros didáticos.  

 Defendemos que essa construção, como pode ser verificado nas análises dos livros 

didáticos e nas respostas apresentadas pelos estudantes na pesquisa diagnostica desenvolvida, 

já ocorre no Quinto Ano do Ensino Fundamental, sendo a obra progressivamente apresentada, 

tomando como objetos iniciais os pertencentes à Aritmética e progressivamente apresentados 

os não-ostensivos relacionados à Álgebra. Essa passagem não ocorre de forma direta, sendo 

iniciada com a formalização dos ostensivos associados aos não-ostensivos relacionados aos 

objetos da Álgebra, que de acordo com a  análise dos livros didáticos ocorre no Oitavo Ano do 

Ensino Fundamental e prolonga-se nos demais anos da Educação Básica.  

 Após essa breve descrição das ferramentas de análise da TAD que utilizamos na 

pesquisa e da relação entre essas ferramentas e nossa proposta de trabalho, apresentamos a 

noção de níveis de conhecimento esperados dos estudantes, segundo definição de Robert 

(1997).  
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3.4. Níveis de conhecimento esperados dos estudantes conforme definição de Robert (1997, 

1998) 

 

Para refinar nossas análises optamos pela noção de níveis de conhecimento esperados 

dos estudantes conforme definição de Robert (1997, 1998). Segundo a autora, a forma como a 

tarefa é proposta induz à ação do estudante levando-o a utilizar seus conhecimentos de acordo 

com de três níveis: técnico, mobilizável e disponível.  

No nível técnico os conhecimentos necessários para a resolução da tarefa são isolados 

e locais. Para fazer funcionar os conhecimentos neste nível necessita-se apenas da utilização 

das ferramentas envolvidas na formulação da questão como: definições, propriedades ou 

fórmulas utilizadas de maneira quase que automática, sem a tomada de consciência a que elas 

fazem referências. Na figura 10, temos um exemplo de tarefa no nível técnico.    

FIGURA 10 ï Exemplo de tarefa que exige do estudante o nível técnico.  

 

FONTE: Dante, 2009, Nono Ano, p. 11 

 

A tarefa já indica qual o caso de fatoração que deverá ser utilizado pelos estudantes, a 

sua execução é solicitada logo após a apresentação da mesma, cabendo aplicar os 

conhecimentos relacionados à técnica que permitam sua resolução.  

No nível mobilizável a questão proposta não fornece de forma direta as ferramentas 

necessárias para a formulação da resposta por parte do estudante, mas o que é pedido está 

explícito na tarefa. O conhecimento é, portanto, mobilizado pelo estudante se este souber 

identificar e aplicar as ferramentas na tarefa proposta de forma correta.  

Na figura 11 temos um exemplo de tarefa no nível mobilizável. 

 

 FIGURA 11 ï Exemplo de tarefa que exige do estudante o nível mobilizável. 

 
FONTE: Dante, 2009, Nono Ano p. 11 
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Embora a indicação da tarefa pareça evidente, cabe ao estudante mobilizar, dentro do 

rol de conhecimento que possui, como se efetua, ou melhor, como se desenvolve o produto 

notável em questão, sendo assim necessário que primeiro identifique entre os diversos produtos 

not§veis a t®cnica ñregraò correspondente que dever§ ser aplicada nas express»es indicadas. 

Observamos que na mesma tarefa são trabalhados vários produtos notáveis, quadrado da soma 

ou diferença de dois termos, produto da soma pela diferença e cubo da soma ou diferença e 

cabe ao estudante identificar qual caso deverá ser utilizado para realizar a tarefa. 

A classificação quanto ao nível de conhecimento esperado dos estudantes segundo 

definição de Robert (1997, 1998) está associada à relação pessoal que o estudante desenvolveu 

com o saber considerado. Dessa forma, espera-se que estudantes a partir da Primeira Série do 

Ensino Médio já mantenham uma relação pessoal com os saberes necessários para que a 

realização de tarefas (como a apresentada na figura 11) estejam suficientemente estabelecidas 

de forma que ele a utilize como ferramenta explícita. Assim, para esses estudantes, o nível de 

conhecimento esperado para a realização da tarefa é o técnico.  

No nível disponível o estudante deve realizar a tarefa sem que o conhecimento ou parte 

dos conhecimentos envolvidos, sejam evidentes na apresentação da tarefa. Sua resolução só 

será possível se o estudante for capaz de localizar, dentre os de que dispõe, qual o conhecimento 

ou os conhecimentos necessários para a resolução da tarefa. O estudante deve associar 

diferentes formas de representação do mesmo objeto e estabelecer as relações que permitam 

solucioná-la. Isso só ocorrerá se o estudante tiver consciência das relações entre os objetos e 

suas representações. 

 Na figura 12 temos um exemplo de tarefa que exige a utilização desse nível de 

conhecimento. 

 

FIGURA 12: Exemplo de tarefa que exige do estudante o nível disponível. 

 

FONTE: Dante, 2009, Nono Ano p. 11 

 

A realização da tarefa acima só será possível se o estudante dispõe do conceito de 

perímetro e os saberes relacionados à modelagem da situação proposta. Além disso, é preciso 
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mobilizar a noção de porcentagem, o que dará origem a um sistema de equações que permitirá 

a resolução da tarefa proposta. 

  Nas análises dos livros didáticos desenvolvida para a presente pesquisa, levaremos em 

consideração qual o nível de conhecimentos que a tarefa proposta exige do estudante. Assim, 

poderemos identificar se a relação institucional proposta pelo livro auxilia o estudante no 

desenvolvimento de uma relação pessoal que ajude na articulação entre os conhecimentos dos 

quadros da Aritmética, da Álgebra, da geometria e das situações contextualizadas, 

possibilitando assim a introdução de novos conhecimentos que permitam a passagem da 

Aritmética para a Álgebra. 

Na sequência apresentamos uma breve descrição das noções de quadro e mudança de 

quadro conforme definição de Douady (1986). 

 

3.5. Noções de quadros de Règine Douady (1986) 

 

Consideramos a noção de quadro, como foi formulada por Douady (1986), como sendo 

ñconstituído pelos objetos de um ramo da matemática, das relações entre esses objetos, de suas 

formulações eventualmente diversas e das imagens mentais associadas a esses objetos e essas 

relaçõesò (DOAUDY 1986 p. 11, tradu«o nossa.17).  

A autora enfatiza, ainda, que as imagens mentais têm um papel fundamental, pois 

funcionam como ferramentas dos objetos do quadro. Além disso, dois quadros podem conter 

os mesmos objetos e diferir pelas imagens mentais e problemáticas que possibilitam 

desenvolver.  

Após definir quadro, Douady (1986) considera ainda a noção de mudança de quadros 

que representa um meio de obter formulações diferentes de um problema que sem ser, 

necessariamente, equivalentes, criam as condições de um novo acesso às dificuldades 

encontradas para fazer funcionar as ferramentas e técnicas que se impunham na primeira 

formulação. Além disso, a autora ressalta que quaisquer que sejam as traduções de um quadro 

em outro, elas terminam sempre em novos resultados, novas técnicas, na criação de novos 

objetos matemáticos, em suma, no enriquecimento do quadro original e dos quadros auxiliares 

de trabalho.  

Assim, se um mesmo objeto tomado em dois quadros distintos e descrito de formas 

diferentes, trará consigo técnicas, tecnologias e teorias diferentes que poderão auxiliar na 

                                                           
17 Segundo Douady «Un cadre est constitué des objets d'une branche des mathématiques, des relations entre les 

objets, de leurs formulations et des images mentales associées à ces objets et ces relations» (Douady 1986 p. 11) 
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realização da tarefa. Nessa tese, em função dos aspectos antropológicos da teoria que a 

fundamenta, consideramos também a língua materna utilizada tanto na proposição quanto na 

realização de certos tipos de tarefas como a apresentada na figura 13, por exemplo. A tarefa em 

questão não é proposta no interior de um quadro da matemática, mas sim por meio de uma 

construção em língua materna que procura descrever uma situação para formular a tarefa a ser 

proposta. Isso nos leva a definir, no capítulo 4, o que denominaremos situações 

contextualizadas. Dessa forma, em função dos objetos e das relações entre eles definimos seis 

quadros18: o quadro numérico, da Aritmética, o aritmoïalgébrico, o geométrico-algébrico, da 

Aritmética generalizada e o quadro da Álgebra, além das situações contextualizadas, que 

apresentaremos de forma detalhada no próximo capítulo. 

Aqui, apresentamos apenas um exemplo, que justifica nossa opção por introduzir a 

noção de quadro ou situação contextualizada nas nossas análises. Consideremos a tarefa da 

figura 12 apresentada na exposição do nível disponível no tópico anterior.  

A tarefa é enunciada na forma de uma situação contextualizada. A resolução nos parece 

mais simples se o estudante representá-la no quadro geométricoïalgébrico, o que gera as figuras 

abaixo, nas quais x corresponde ao comprimento e y à largura do canteiro retangular. 

 

 

 

 

 Essa nova representação permitirá ao estudante escrever o seguinte sistema de equações 

í
ì
ë

=+

=+

54)2,175,0(2

60)(2

yx

yx
 no quadro da Álgebra, cuja solução, aplicando as técnicas associadas à 

resolução de sistemas de equações, cria as condições para que o mesmo responda a situação 

inicial. O canteiro mede 20 m de comprimento e sua largura é de 10 m, voltando, portanto ao 

quadro original, que é o da situação contextualizada. Essas mudanças que partindo das 

situações contextualizadas, passando pelos quadros da geometria e da Álgebra e voltando à 

situação original em que é apresentada são definidas por Douady como jogo de quadros, isto é, 

o correspondente às transições entre diversos quadros, normalmente realizadas pelos 

matemáticos, agora utilizadas no domínio da didática para a solução de uma tarefa proposta 

pelo professor. Assim, nosso interesse na análise das praxeologias existentes não está somente 

                                                           
18 A definição dos quadros se dará no momento em que for definida a grade de análise, capítulo 5. 

                       x 

                                                  y 

 

                       0,75 x 

                                                 1,2y 
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associado aos possíveis quadros de trabalho, mas também aos objetos ostensivos e nas relações 

entre eles.  

A definição dos diferentes quadros nos permite identificar outro postulado de Douady 

(1986) em que a autora enfatiza que a tarefa deve ser formulada de forma a permitir ao estudante 

transitar, em outras palavras se relacionar, se possível de forma espontânea, com os diferentes 

quadros. 

Na sequência ponderamos sobre a importância do referencial teórico acima apresentado 

para a nossa pesquisa. 

 

3.6. Algumas Considerações 

 

A escolha da Teoria Antropológica do Didático como espinha dorsal de nossa pesquisa 

está baseada na concepção do pesquisador de que o ensino da matemática, assim como a 

educação do sujeito, não ocorre de forma isolada, mas fazem parte das relações sociais que ele 

estabelece com os demais sujeitos da sociedade em que está inserido.  

Dessa forma, é de se esperar que a interferência dessas relações esteja presente em sala 

de aula no momento em que o professor trabalha com seus estudantes os conhecimentos ñque 

julga necess§riosò para sua forma«o. Esse julgamento parece n«o ser algo que est§ sob o 

controle do professor, como podemos identificar na exposição da teoria antropológica do 

did§tico de Chevallard, uma vez que as op»es que ñjulgaò ter autonomia de realizar, parecem 

estar relacionadas com as condições e restrições que fazem parte da ecologia que envolve o 

sistema de ensino em que está envolvido. 

Dessa forma, em nossa pesquisa consideramos essas relações, tanto no aspecto pessoal, 

por meio da análise dos resultados apresentados pelos estudantes na pesquisa diagnóstica, como 

no aspecto institucional, cujas análises foram realizadas por meio de livros didáticos indicados 

pelo Programa Nacional do livro didático - PNLD.  

Sendo o livro didático um exemplo de instituição e correspondendo a um material 

utilizado pelos professores em suas aulas, nos parece uma boa opção para a análise das relações 

institucionais existentes e, além disso, nos permite identificar o topos destinado 

institucionalmente tanto para o estudante como para o professor, quando consideramos parte 

teórica e exemplos como parte do topos do professor e exercícios propostos como parte do topos 

dos estudantes. Observamos, ainda, que os livros didáticos em geral funcionam como 

instrumentos que criam as condições para que o professor possa definir os momentos didáticos 
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de forma a permitir a passagem da Aritmética para a Álgebra e, assim responder as questões de 

pesquisas formuladas no segundo capítulo e aqui recolocadas.  

- Quais conhecimentos são necessários para que ocorra a passagem da Aritmética para 

a Álgebra? 

- Quais as relações institucionais existentes que possibilitam a passagem da Aritmética 

para a Álgebra? 

- Quais as relações institucionais existentes que privilegiam os aspectos da Álgebra 

quando se considera os estudantes envolvidos na pesquisa? 

- Quais os tipos de tarefas que são propostas aos estudantes de forma a permitir a 

passagem da Aritmética para a Álgebra?  

- De que forma os aspectos de memória, generalização, equivalência da igualdade, 

equivalência entre ostensivos, análise, linguagem e estrutura são explorados nessas tarefas? 

- Quais as técnicas e tecnologias utilizadas na realização dessas tarefas? 

- Quais conhecimentos, de acordo com as expectativas institucionais brasileiras, são 

esperados, dos estudantes, no momento dessa passagem e qual o nível de conhecimento que lhe 

é associado?  

- Entre os conhecimentos necessários para essa passagem, quais estão associados à 

relação pessoal dos estudantes com a Aritmética e com a Álgebra? 

- Quais as relações pessoais efetivamente desenvolvidas pelos estudantes, com alguns 

objetos da Aritmética, que favorecem a passagem da Aritmética para a Álgebra? 

Na busca de compreender as relações que permitam responder a essas questões 

construímos, no capítulo 4, uma grade de análise que nos permitiu desenvolver as análises dos 

livros didáticos, buscando identificar as tarefas usuais de Aritmética e Álgebra no Ensino 

Fundamental que possibilitam a passagem Aritmética para a Álgebra.   

A seguir, apresentaremos um levantamento dos diferentes tipos de tarefas de Aritmética 

e Álgebra propostas aos estudantes do Ensino Fundamental de forma a fundamentar nossas 

análises - tanto dos livros didáticos como da sequência proposta como parte de nossa pesquisa.  
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4. TAREFAS USUAIS DE ARITMÉTICA E ÁLGEBRA NO ENSINO 

FUNDAMENTAL  

 

4.1. Introdução 

 

 De acordo com Chevallard (1994), as relações pessoais dos estudantes com o saber são 

culturalmente construídas, mediadas pelas relações institucionais impostas a eles por 

instituições a que eles se submetem. A título de exemplo, lembramos que todos aprendemos o 

idioma nativo, no nosso caso, a Língua Portuguesa, visto que as instituições com as quais nos 

relacionamos nos impõem esse idioma. A aprendizagem de um segundo idioma, só ocorrerá se 

formos cercados por instituições que, de forma direta, o imponham, como o caso das 

instituições familiar, escolar, entre outras. 

 O mesmo ocorre com o saber matemático. Conceitos como os relacionados aos 

números naturais são impostos às crianças, por instituições familiares e sociais já na primeira 

infância. Cria-se a impressão de que ela aprende tais conceitos sozinha. Saberes relacionados à 

Álgebra são impostos, em geral, apenas pela instituição escolar. Partindo dessa premissa, para 

que o estudante aprenda os saberes relacionados à Álgebra, da mesma forma que os demais 

saberes matemáticos, será necessário que se criem condições para o estabelecimento da relação 

pessoal dos mesmos com esses saberes.  

Podemos considerar que um dos instrumentos utilizados para o estabelecimento dessa 

relação em nossas instituições escolares é o livro didático. Dessa forma, na procura de 

identificar quais as relações institucionais que são propostas aos estudantes de maneira a 

permitir a criação de uma relação pessoal com os saberes que permitirão a passagem da 

Aritmética para a Álgebra, desenvolvemos, neste capítulo, a análise de livros didáticos do 

Quinto ao Oitavo Ano do Ensino Fundamental, buscando identificar como são trabalhadas 

tarefas que podem ser relacionadas a Álgebra, notadamente no que se refere aos aspectos por 

nós definidos: memória, linguagem, generalização, análise, estrutura, equivalência da igualdade 

e entre ostensivos. 

 Para fundamentar essa análise construiremos, a seguir, uma grade de análise segundo 

modelo proposto por Dias (1998), em sua tese de doutorado. Nessa tese a autora define os 

elementos de sua grade e, com base nela, analisa as tarefas propostas para o ensino da Álgebra 

Linear nos primeiros anos da universidade. A seguir apresentamos a grade que fundamentará 

as análises que desenvolveremos sobre os livros em nossa pesquisa.  
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4.2. Grade de análise 

 

A grade de análise que aqui passamos a definir deverá servir como ferramenta para 

identificar as relações institucionais a serem desenvolvidas junto aos estudantes nas diferentes 

etapas escolares e a coerência entre elas. Procurando compreender quais são as relações 

pessoais que se espera sejam desenvolvida, efetuaremos uma análise de livros didáticos de 

Matemática destinados aos estudantes do Quinto ao Oitavo ano do Ensino Fundamental. Nessa 

análise pretendemos identificar quais são os tipos de tarefas, de acordo com a definição de 

Chevallard (2001), e quais os quadros utilizados, segundo a definição de Douady (1986), isto 

é, em que quadros são apresentadas essas tarefas e em que quadros elas são realizadas. 

Levaremos em consideração também,  os níveis de conhecimento esperados dos estudantes, 

segundo Robert (1997, 1998), bem como as noções de objetos ostensivos e não-ostensivos, 

segundo definição de Chevallard (1994, 2001),  e os aspectos da Álgebra por nós definido.     

Na grade de análise desenvolvida para a presente pesquisa, levaremos em consideração 

os quadros em que a tarefa é proposta e aqueles em que ela pode ser realizada, de acordo com 

os quadros que definiremos a seguir.  

 

4.3. Definição dos elementos que compõem a grade de análise 

 

4.3.1. Definição dos quadros: numérico, Aritmética , aritmo-algébrico, geométrico-

algébrico, Aritmética  generalizada e da Álgebra 

 

Quadro Numérico 

 

A necessidade de contagem, provavelmente foi uma das primeiras atividades humanas 

que podemos relacionar ao que hoje denominamos Matemática. Essa necessidade se estabelece 

a partir do momento em que desejamos controlar os objetos acumulados. Segundo Eves (2004), 

existem evidências de que o homem tenha desenvolvido a habilidade de contar há pelo menos 

50 mil anos. Ainda segundo Eves (2004 p. 27), a ñmedida que se tornou necess§rio efetuar 

contagens mais extensas, o processo de contar teve de ser sistematizadoò, dando origem a 

sistemas de numerações, entre eles o que utilizamos atualmente.  

Os objetos dentro desse quadro se relacionam com essa necessidade de contagem e a 

representação numérica do valor encontrado, dentro de um sistema de numeração previamente 

definido e as diferentes conversões entre os ostensivos de representação e não-ostensivos 
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associados.  Na figura 13, a seguir, temos uma tarefa que apresenta essas características. É 

solicitado ao estudante completar a tarefa usando os sinais de >, < ou =. Para resolver essa 

tarefa é necessário que o estudante compreenda o sistema de representação decimal e as 

quantidades representadas, de forma a poder decidir se o valor representado à esquerda é maior, 

menor ou igual ao da direita e poder decidir qual o símbolo a ser utilizado.    

 

FIGURA 13: Tarefa apresentada no quadro numérico.  

9 Complete com > (é maior do que), < (é menor do que) ou = (é igual a): 

a) 8762  Ǐ 8672  

b) 9999  Ǐ 10000 

FONTE: Dante 2011, Quinto Ano, p. 23. 

 

Quadro da Aritmética  

 

Nesse quadro incluiremos o que, segundo Chevallard (1984, p. 72), os Gregos 

denominavam de Aritmética vulgar ou logística, para distinguir da Aritmética utilizada pelos 

filósofos. Nele os objetos relacionados são as operações básicas de adição, subtração, 

multiplicação, divisão, potenciação e determinação da raiz enésima que sobre eles possam ser 

definidas. Não se inclui aqui a operação com números inteiros, cuja origem não está na 

Aritmética, mas sim no interior da Álgebra, logo já possuem aspectos relacionados às estruturas 

algébricas, como o conhecimento de número oposto.   

Estamos considerando apenas, os aspectos de natureza operacional, ou seja, aqueles que 

permitem ao estudante obter uma resposta utilizando as técnicas e tecnologias associadas à 

representação numérica. Dessa forma consideramos que estará dentro desse quadro as 

operações com números racionais, tanto na forma decimal como na representação fracionária , 

desde que positivos e com mesmo denominador.  

Nesse quadro as operações podem ser executadas da esquerda para direita, que 

consideramos ser a sequência natural19 na realização de tarefas relacionadas à leitura e escrita 

dentro de nossa cultura. O sinal de igualdade destaca o resultado como sendo o valor obtido 

como resposta e não uma equivalência, embora a equivalência esteja implícita na igualdade.  

No exemplo da figura 14, temos uma sequência de expressões numéricas cuja solução 

pode ser realizada da esquerda para a direita, que como dito, parece ser a sequência natural de 

                                                           
19 A leitura e escrita na cultura Ocidental, na qual estamos inseridos, ocorre de forma sequencial e da esquerda 

para a direita. Isso interfere de forma direta na construção do conhecimento matemático dentro de nossa cultura. 

Basta observar a forma com que ordenamos os números na reta numerada e as análises gráficas de crescimento ou 

decrescimento de uma função. 
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leitura e execução de tarefas desse tipo na cultura ocidental, que corresponde à cultura a qual 

nos submetemos, ou seja, segundo Chevallard (1999, 2001), o sujeito, no caso o estudante, se 

submete às instituições com as quais se relaciona e a estrutura de leitura e escrita é uma dessas 

instituições.    

 
FIGURA 14 - Tarefa apresentada no quadro da Aritmética. 

 
 

FONTE: Sanchez, 2010, Quinto Ano, p. 38 

 

Quadro Aritmo -Algébrico 

 

Consideramos este quadro como tendo por objetivo acomodar situações intermediárias 

entre o caráter operacional da Aritmética20 e a presença de características algébricas como as 

propriedades de uma operação numérica, entre elas a associativa da adição ou da multiplicação. 

Como exemplo, podemos citar as expressões que apresentam representações em que se utilizam 

parênteses, colchetes e/ou chaves, operação com números inteiros, entre outras operações 

numéricas cuja realização não seja de execução baseada apenas no conceito que a define. É no 

quadro aritmo-algébrico que enquadramos as expressões numéricas cuja representação exige o 

desenvolvimento de operações em que a ordem de execução é determinada por regras de 

prioridade.  

Nesse quadro o papel da igualdade já não é o de indicar apenas a solução, mas de 

demonstrar a relação de equivalência entre duas etapas do desenvolvimento da tarefa.  Assim, 

o aspecto de memória fica evidenciado, pois numa expressão longa temos a necessidade de 

trabalhar com resultados obtidos em etapas anteriores, de forma que os resultados obtidos nas 

                                                           
20 O caráter operacional da Aritmética se destaca pela automatização das operações que permitem obter de forma 

rápida a resposta. Segundo Chevallard (1984), pode se considerar a existência de uma dialética entre o numérico 

e o algébrico, onde o numérico cria as condições para a construção do algébrico, que por sua vez dá o suporte para 

o estudo do numérico. Essa dialética se observa em operações com monômio onde se aplica as regras da Aritmética 

para que essa operação seja realizada, ao mesmo tempo em que a demonstração das propriedades numéricas só 

pode ser realizada com o auxilio do algébrico.   
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etapas anteriores possam ser utilizadas a qualquer instante, visto que cada expressão é 

equivalente as demais. 

Ainda nesse quadro, as expressões numéricas que correspondem às ferramentas de 

trabalho permitem identificar o aspecto estrutural da Álgebra, uma vez que as propriedades 

operatórias, embora em algumas situações não interfiram no desenvolvimento da tarefa, podem 

ser utilizadas como recurso, ampliando as possibilidades de tratamento. O papel de linguagem 

também está presente, pois o significado do número não pode ser expresso apenas pelos 

ñalgarismosò envolvidos, mas tamb®m por sinais como o que o define o valor relativo do 

número ou a composição de um número pela soma ou diferença que deverá ser elevada ao 

quadrado.   

No exemplo da figura 15, parte da expressão encontra-se entre parênteses, indicando prioridade 

na execução. Entretanto, em termos de significado, é preciso considerar a representação e a 

linguagem natural a ela associada. Por exemplo, estruturalmente o item a equivale a dizer que 

de 382 deve ser retirado 80, expresso pela soma de 22 por 58. A leitura dessa expressão não 

pode ser linear, mas sim a diferença entre 382 pela soma de 22 com 58.  

 

FIGURA 15: Tarefa apresentada no quadro aritmo-algébrico. 

 
 

FONTE: Sanchez.  2010, Quinto Ano - p. 104 

 

Segundo Robinet (1989), devemos a Viète (1540-1603) o uso dos parênteses como 

forma de indicar um conjunto de operações que levariam a um resultado passível de ser 

utilizado em outras operações, assim podemos considerar que essa nova representação marca o 

inicio da formulação dos aspectos de estrutura e memória associados à Álgebra Moderna. 

 

Quadro Geométrico - Algébrico  

 

A Álgebra, como já foi dito, é fruto de uma longa evolução do conhecimento. É bem 

provável que as primeiras necessidades, que podemos considerar estarem relacionadas ao 
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desenvolvimento do que hoje chamamos de Matemática, tiveram sua origem em problemas 

práticos de contagem, logo associados à construção de um sistema de numeração e como 

consequência a Aritmética. A necessidade de conhecimentos sobre espaço ao redor está 

relacionada ao desenvolvimento da geometria. Relações algébricas importantes como o 

quadrado da soma, por exemplo, tiveram sua demonstração formulada de forma geométrica 

pela Matemática Grega e são apresentada em nossos livros didáticos como importante 

ferramenta,  justificando relações abstratas, como a apresentada na figura 16, a seguir.  

 

FIGURA 16: Tarefa apresentada no quadro geométrico ï algébrico 

 
.  

FONTE: Dante, 2009, Oitavo Ano p. 86. 
 

 

Nela se solicita ao estudante que escreva uma expressão, de forma mais específica, 

escrever um monômio que corresponda à área da figura ao lado. O referido monômio, 6ax, 

representa a soma das áreas dos três retângulos representados, para quaisquer que sejam as 

medidas dos lados representados no caso por ñaò e ñxò, o que destaca o aspecto de generaliza«o 

da Álgebra. 

Dessa forma o quadro que denominamos de geométrico-algébrico é constituído pelos 

objetos da geometria utilizados como suporte para a realização de tarefas ou que permitam 

justificar propriedades ou estruturas algébricas, como a representada nas figuras acima. 

 

Quadro da Aritmética  Generalizada 

 

As tarefas realizadas no interior do quadro da Aritmética generalizada são aquelas para 

as quais ainda não consideram explicitamente as estruturas algébricas que permitem a 

manipulação de objetos matemáticos de forma mais ampla, como provar que a soma de dois 

números ímpares é um número par. Entretanto, as regras necessárias para a solução dessas 

tarefas permitem a manipulação dos ostensivos de forma a possibilitar a introdução e o 
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desenvolvimento de novos não-ostensivos por meio da generalização dos não-ostensivos com 

os quais os estudantes já mantêm uma relação pessoal satisfatória. A generalização aqui 

considerada está relacionada tanto com a utilização de representação numérica por meio de 

símbolos como letras, mas também à generalização das propriedades operatórias no interior dos 

conjuntos numéricos.  

A noção de variação torna-se ponto chave para permitir essa generalização, facilitada 

com a utilização dos padrões e sequências. Assim, os conhecimentos relacionados às estruturas 

numéricas ganham força, pois uma soma, por exemplo, carrega consigo todas as propriedades 

operatórias da operação indicada e não apenas um resultado a ser obtido. Além disso, o aspecto 

linguagem comea a ser delineado e permite a interpreta«o de express»es como ña soma de 

dois termosò, abrindo a possibilidade para a exploração das propriedades dessa soma.  

Nesse momento, a igualdade ganha definitivamente o status de equivalência ao 

relacionar duas expressões em que a igualdade se estabeleça.   

No exemplo da figura 17, a seguir, temos a aplicação do algoritmo da multiplicação, 

desenvolvido inicialmente para o trabalho com as operações no quadro da Aritmética, como o 

produto de 32 por 146, sendo utilizado para o produto de dois polinômios.  

 

FIGURA 17: Tarefa apresentada no quadro da Aritmética generalizada. 

 

 
FONTE: Dante. 2009.  Oitavo Ano, p 91 

 

A realização dessa tarefa exige a aplicação das técnicas operatórias ou a utilização de 

conhecimentos relacionados às estruturas numéricas como, propriedades das potências, 

compreensão de um símbolo literal representando um número, propriedades operatórias nos 

conjuntos numéricos trabalhados enquanto regras e leis do cálculo algébrico, assim são 

utilizadas a propriedade distributiva da multiplicação em relação à adição, associativa da 

multiplicação, existência do neutro, propriedades de potência para a adição e multiplicação. 


