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RESUMO

Essa pesquisa tem como objetivo investigar o emprego do micromundo
MusiCALcolorida para a exploragdo do conceito numero real por alunos do
Ensino Médio. Esse micromundo possibilita a interacdo com representacdes de
nameros reais nas formas convencionalmente utilizadas na Matematica escolar
e também com representacfes de natureza visual e sonora. Pretende, em
particular, estudar as narrativas produzidas pelos alunos durante suas
interacbes, com o intuito de (1) entender como as estérias por eles contadas
contribuem para a construcado de significados sobre os numeros reais e (2)
colaborar para o debate sobre o papel de narrativas na aprendizagem
Matematica. Como fundamentacao teorica, contribuicbes foram buscadas nas
obras de Bruner sobre o papel de narrativas na cogni¢cdo humana e de Papert,
concentrando na sua visdo do Construcionismo e nas suas concepcdes do
conceito de micromundo. Foi realizada uma pesquisa de carater exploratério
com base na metodologia Design Research. Foi elaborado um experimento de
ensino compostos por trés ciclos de investigacdo. No primeiro ciclo a énfase
estava no design do software e das atividades de ensino. O segundo ciclo
concentrou-se na experimentacdo e durante esse ciclo duplas de alunos do
Ensino Médio interagiram com o micromundo para construir suas proprias
classificacdes para os numeros reais. No terceiro ciclo, atencdo foi dada tanto
para design como para a experimentacédo, e o foco foram as conexdes feitas
entre as varias representacdes disponiveis no software. As analises exploraram
as diferentes maneiras pelas quais os aprendizes interagiram com as
ferramentas do micromundo e, em patrticular, as formas utilizadas para articular
diferentes representacdes dos numeros reais. Como resultado, foi observado
que, com o apoio da MusiCALcolorida, os alunos gradualmente associaram
formas de representar nimeros decimais por meio de cores e musicas com as
formas tradicionalmente encontradas na sala de aula, e também a cor e 0 som
ofereceram aos numeros reais certa sintonicidade com o corpo dos aprendizes
e com seus proprios sentidos, tornando o conceito simultaneamente concreto e
abstrato.

Palavras-chave: micromundo colorida e musical, nimeros reais, narrativas,

construcionismo, design experiments.



ABSTRACT

The aim of this research is to investigate the use of the microworld
MusiCALcolorida in the exploration of the concept real number by High School
students. This microworld enables interaction with the representations of real
numbers normally experienced within school mathematics, as well with
representations of a visual and musical nature. It intends, in particular, to study
the narratives produced by students during their interactions, in order to
understand how the stories they tell contribute to the construction of meaning
for real numbers and to collaborate in the debate concerning the role of
narratives in mathematics learning. Theoretical support is drawn from the work
of Bruner related to the role of narratives in human cognition and Papert’s vision
of Constructionism and microworlds. The research realized was of an
exploratory nature, inspired by the methodologies of Design Research. More
specifically, it involved a teaching experiment composed of three cycles of
investigation. In the first cycle, the emphasis was no the design of the software
and the research activities. The second cycle concentrated on experimentation
and, during this cycle, pairs of High School students interacted with the tools of
the microworld to construct their own classification of real numbers. In the third
cycle, attention was on both design and experimentation, with a focus on the
connections subjects made between the various representations available in the
software. Analyses explored the different ways in which learners interacted with
the tools of the microworld and, in particular, the forms used to articulate
different representations of real numbers. The results suggest that, with the
support of MusiCALcolorida, the students gradually came to associate muscial
and colourful representations with those forms traditionally used in school
mathematics. They also showed how colour and sound gave real numbers a
certain syntonicity with students’ senses of themselves and their bodies in a
way that allowed them to experience real numbers simultaneously as both
abstract and concrete.

Keywords: microworld, real numbers, narratives, musical and colourful

representations of mathematics, constructionism, design experiments.
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INTRODUCAO

Iniciamos a apresentacédo desse trabalho de pesquisa mostrando as primeiras
motivacOes para sua realizacdo. Partimos da trajetoria pessoal do professor-
pesquisador e, em seguida, trataremos da probleméatica da pesquisa,
descrevendo brevemente cada capitulo.

Trajetéria Pessoal

[...] De tudo, ficaram trés coisas: a certeza de que ele estava sempre
comecando, a certeza de que era preciso continuar e a certeza de
gue seria interrompido antes de terminar. Fazer da interrupcdo um
caminho novo. Fazer da queda um passo de danca, do medo uma
escada, do sono uma ponte, da procura um encontro. (Sabino, 2008,
p.161)

Meu interesse pela Educacédo despertou em 1994, quando decidi fazer o
antigo curso de magistério, formando-me em 1997, como professora da
Educacao Infantil e das séries iniciais (12 a 42 série) do Ensino Fundamental.
Acabei ndo exercendo a profisséo, pois decidi fazer cursinho preparatorio para
entrar na faculdade. A partir desse momento, comecei a estudar Matematica
mais profundamente e com o passar do tempo fui me identificando com essa
Ciéncia, o que me levou a ingressar em 1999 no curso de licenciatura em

Matematica.

Durante a graduacéo, fiz estagios no Departamento de Matematica Pura,
Matematica Aplicada e de Educacéo. No ultimo ano da graduacéo, comecei a
participar de um grupo de estudo que desenvolvia pesquisas relacionadas ao
ensino e aprendizagem da Matematica tendo como objetivo o estudo, andlise e
aplicacdo de diferentes jogos no ensino da Matematica. Juntamente com esse
grupo de estudo, colaborei no desenvolvimento de projetos para escolas
particulares, municipais e cursos para professores sobre o uso dos jogos no

ensino da Matemaética.
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Em 2003, terminei a graduacdo e comecei a lecionar em escolas
estaduais e particulares no interior do Estado de S&o Paulo. Ingressei, em
2005, no quadro de professores efetivos das Escolas de Ensino Fundamental e
Médio do Governo do Estado de Sao Paulo e, a partir dai, minha vida mudou
drasticamente, pois de uma cidade pacata do interior, vim lecionar na grande

Séo Paulo, numa escola da periferia.

Lembro com saudade dessa pequena escola e de toda comunidade que
me acolheu. Nesse ambiente modesto, aprendi uma das grandes licdes do
oficio de ser professor: saber lidar com as diversidades. Também nesse
periodo, tive certeza das grandes e verdadeiras dificuldades do ensino e
aprendizagem em Matematica, aliadas as dificuldades de leitura e escrita, além

das barreiras sociais, politicas e econdmicas que nosso pais tem enfrentado.

Em busca de novos horizontes para o ensino da Matematica e tentando
amenizar os problemas encontrados em sala de aula, nesse mesmo ano,
comecei a participar de um curso de aperfeicoamento oferecido pelo Governo
do Estado de Sao Paulo, em parceria com uma universidade particular, o qual
contribuiu muito para mostrar alguns caminhos na busca de qualidade no

ensino da Matematica.

Um dos caminhos apontados foi o uso da tecnologia digital na
abordagem de um dominio matematico, como a utilizacdo do software Cabri
para trabalhar com Geometria. Apesar de ter tido acesso a esse software na
faculdade, foi durante esse curso que percebi a sua aplicabilidade em aula, por
meio de uma sequéncia didatica. Posso dizer que esse curso despertou o meu
interesse pelo Mestrado, impulsionado pela vontade de me especializar e
buscar outros meios de trabalhar com o ensino da Matematica e compreender

como sua aprendizagem acontece.

Em 2006, fui transferida para uma escola de Ensino Médio que atendia a
alunos de baixa renda e, em sua maioria, precisavam trabalhar para ajudar na

renda familiar. Esses alunos chegavam ao Ensino Médio apresentando muitas
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dificuldades de leitura e escrita, como também problemas na aprendizagem
Matematica, por outro lado, traziam experiéncias enriquecedoras de seu
ambiente social e profissional que ndo podiam deixar de ser considerados no

planejamento escolar.

Mesmo com uma infra-estrutura precéaria, como a falta de materiais e
manutencdo e a super lotacdo das salas de aula, a equipe pedagdgica dessa
escola procurava fazer o melhor trabalho possivel, buscando por meio de
projetos interdisciplinares, potencializar a competéncia leitora e escritora dos

alunos, como também suas capacidades de resolver diferentes problemas.

Durante o periodo que lecionei nesta escola, um fato que me chamou
muito a atencdo e que ocorria com a maioria dos alunos do Ensino Médio, era
a dificuldade de compreender e operar com 0s numeros reais. Um problema ou
exercicio que eles sabiam resolver usando numeros inteiros, tornava-se um
verdadeiro dilema quando proposto com numeros representados na forma
decimal ou fracionaria. Isso me levou a questionar sobre quais os fatores que
poderiam estar contribuindo para tornar o trato com os numeros racionais e
irracionais mais complexos do que ja sdo. Por sua vez, essa inquietacdo me
levou a refletir sobre 0o que nos professores podemos esperar da formacao

matematica de nossos alunos, no Ensino Médio.

O Ensino Médio € a etapa final da Educacdo Basica, complementacéo
do aprendizado iniciado no Ensino Fundamental, sendo assim, seus objetivos,
de acordo com os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Meédio

(PCNEM), para cada area do conhecimento, devem ser:

[...] envolver, de forma combinada, o desenvolvimento de
conhecimentos praticos, contextualizados, que respondam as
necessidades da vida contemporanea, e o desenvolvimento de
conhecimentos mais amplos e abstratos, que correspondam a uma
cultura geral e a uma visdo de mundo. Para a area das Ciéncias da
Natureza, Matematica e Tecnologias, isto € particularmente
verdadeiro, pois a crescente valorizacdo do conhecimento e da
capacidade de inovar demanda cidaddos capazes de aprender
continuamente, para 0 que € essencial uma formacédo geral e nao
apenas um treinamento especifico. (PCNEM, 2002, p.7)
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Com essa perspectiva, a Matematica no Ensino Médio tem como sentido
produzir um conhecimento efetivo, de significado proprio, ndo somente
propedéutico e profissionalizante. Portanto, trata-se de uma visdo mais ampla,
“de forma que o0s aspectos e conteldos tecnolégicos associados ao
aprendizado cientifico e matematico sejam parte essencial da formacgéo cidada
de sentido universal” (PCNEM, 2002, p.5).

Sera que nos, professores de Matematica, estamos preparados para tal
desafio? Quais conteaddos Matematicos desenvolvem habilidades que
beneficiam tal formacdo? Que meios e técnicas podem favorecer um ensino da
Matematica com qualidade? Esses questionamentos sdo apenas alguns dos
muitos com 0s quais me deparei nessa nova realidade e que me levaram a
buscar na pesquisa, métodos e procedimentos apropriados para aprofundar

meus conhecimentos sobre o0 ensino e aprendizagem matematica.

Nesse mesmo ano, trabalhei em uma das Escolas de Tempo Integral da
Secretaria de Estado da Educacdo de Sao Paulo, como professora de
Informatica para alunos da 52 série do Ensino Fundamental, desenvolvendo
atividades diversas nos aplicativos do Office (Word, Paint e Calculadora).
Nessas aulas, pensei em utilizar softwares dindmicos como o Cabri, que
permitem aos alunos explorar novas representacdes matematicas. Entretanto a
falta de experiéncia, seguranca, habilidade, conhecimentos e tempo, nao
tornaram possivel a realizacéo desse trabalho: tinha todas as ferramentas em

maos, mas fui barrada por limitacdes profissionais e outros problemas técnicos.

Sendo assim, minha trajetéria profissional levou-me a refletir sobre o
processo de ensino e aprendizagem da Matematica, e para satisfazer minhas
inquietacdes, percebi que necessitava de um estudo mais profundo para tentar
compreender como esse processo realmente acontece. Por isso, em 2007,
impulsionada por esses questionamentos, ingressei no curso de Mestrado
Académico em Educacdo Matematica. ApoOs o ingresso, passei a fazer parte do
grupo de pesquisa TecMEM (Tecnologias e Meios de Expressdao em
Matematica) que tem como objetivo investigar as novas oportunidades que as

tecnologias digitais podem oferecer a Educacdo Matematica.
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Mais especificamente, nesse grupo optei por desenvolver meu projeto de
pesquisa relacionado ao ensino e aprendizagem de numero, concentrando
minha atencédo na representagdo fracionaria e decimal do nimero real, devido
ao aparente incomodo que observei nos alunos ao trabalharem com essas
representacfes. Sera que a tecnologia digital oferece novas abordagens

tornando essas representacfes mais acessiveis aos alunos do Ensino Médio?

Agora que faco parte de uma comunidade de pesquisa, minha trajetéria
que antes era muito mais individual passou a ser coletiva, isso porque, tornar
realidade o projeto de pesquisa é algo que ndo depende apenas de mim, e sim
de um grupo. Portanto, esse processo depende de um dialogo constante com
0s autores tedricos, com a orientadora, com os colegas do grupo de pesquisa
e, principalmente, com os protagonistas da pesquisa: os sujeitos. Portanto, a
partir desse momento escreverei essa dissertagcdo de mestrado em primeira

pessoa do plural, para enfatizar seu carater coletivo.

A Pesquisa: Consideracdes e Probleméatica

Em relac&o ao ensino e aprendizagem dos numeros reais, encontramos
muitas pesquisas que investigam as concepc¢des dos alunos sobre os numeros
racionais como, por exemplo, Kieren (1993), Behr, Harel, Post e Lesh (1993),
Nunes e Bryant (2003), Lamon (1999) e Damico (2007). Em contraste, os
nameros irracionais tém atraido pouca atencdo, mesmo assim conseguimos
localizar alguns estudos pontuais, tais como Fischbein (1994), Zakzis (2001) e
Silva (2001).

As pesquisas envolvendo os numeros racionais buscam interpretacées
para as dificuldades com as quais os alunos se deparam no aprendizado dos
diferentes significados dos numeros racionais: raz&o, parte-todo, quociente,
medida e operador (ver Capitulo 1). Em sua grande maioria, essas pesquisam
se concentram em sujeitos cursando o Ensino Fundamental, especialmente os

das séries iniciais. Quanto aos numeros irracionais, as pesquisas tém envolvido
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os aprendizes do Ensino Médio e professores, e a investigacdo tem focado as

dificuldades desses sujeitos de diferencia-los dos racionais.

Em ambos os casos, os pesquisadores sugerem que as dificuldades na
construcdo ou aplicacdo do conceito desses nuameros podem estar
relacionadas a um forte vinculo com o conceito, propriedades e representactes
do ndmero natural ou inteiro, pois durante a escolarizacdo, o ensino de
Matematica esta organizado de forma a privilegiar a aprendizagem desses
nameros. Eles também sugerem que essas dificuldades podem ser resultantes
da énfase curricular em procedimentos mecanizados, em detrimento do
desenvolvimento da compreensdao do que caracteriza o numero racional e o

numero irracional.

Além das diferentes dificuldades apresentadas pelos alunos perante
problemas que envolvem esse conceito, outra questdo levantada em nossa
pesquisa € a possibilidade de utilizar diferentes recursos tecnoldgicos no
ensino da Matematica, e ainda mais, que esses recursos sejam utilizados numa
abordagem que permita o envolvimento ativo do aluno no seu processo de
ensino e aprendizagem. Assim nessa perspectiva, buscamos nos inspirar em
pesquisas que mostram uma possibilidade de incorporar na pratica do ensino
de matematica, voltado tradicionalmente para a oralidade e escrita, outras
maneiras de comunicar, conhecer e aprender saberes. O trabalho de Ribeiro
(2007) é um exemplo dessa ruptura, ela desenvolveu um software que permitia
aos aprendizes interagirem com diferentes aspectos do campo multiplicativo

construindo diferentes ritmos musicais.

Nosso primeiro objetivo nesse trabalho de pesquisa foi criar um cenario
que propicie o ensino e aprendizagem dos nuameros reais utilizando para isso
uma tecnologia digital. Tracado nosso objetivo inicial, buscamos apoio nas
idéias de Sinclair, Lilledahl e Zazkis (2006) sobre o uso do software
Calculadora Colorida como uma nova possibilidade de abordar os conceitos de
namero racional e irracional apresentando a representacdo decimal de um

numero, em uma tabela de cores.
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Ao invés de utilizarmos exatamente a Calculadora Colorida de Sinclair
(2006), optamos em criar uma nova interface para esse software,
desenvolvendo outras ferramentas que possibilitaram a exploracdo da
representacdo decimal do numero real, além da representacao visual (cor) e
numerica, também com uma representacdo sonora (som). Essas mudancas

foram influenciadas pelas idéias de Papert (1980) sobre micromundos.

Um micromundo € um ambiente de aprendizagem, desenvolvido com a
finalidade de o aprendiz construir seu conhecimento sobre um determinado
dominio matematico. Assim, 0 nosso micromundo, que passamos a chamar de
musiCALcolorida, € um ambiente de aprendizado com caracteristicas (cor,
tamanho e rapidez) que visam encorajar os alunos a explorar aspectos do
conceito de numero real pela experimentacdo e investigacdo, passando da

representacédo fracionaria para a expansao decimal.

Com o desenvolvimento da musiCALcolorida e a criacdo das atividades,
almejamos, a partir da incompreensao dos alunos sobre os numeros reais,
tentar amenizar as dificuldades relacionadas ao ensino e aprendizagem desse
saber, dando assim, uma nova oportunidade a esses alunos para que
aprendam e compreendam melhor esse conceito em uma abordagem diferente

das que eles ja se depararam em sua experiéncia escolar.

Outro fato importante considerado na criagdo da musiCALcolorida foi
atender as expectativas dos sujeitos da pesquisa, pois, teoricamente, esses
alunos ja aprenderam alguns aspectos deste conceito ou pelo menos ja
trabalharam com os nimeros racionais no Ensino Fundamental. E para aqueles
que ainda n&o o dominam, acreditamos que n&o se deve simplesmente repetir
0 mesmo tipo de situacdo ou metodo de ensino, pelo contrario, € necessario

buscar novas maneiras de trabalhar com esse conceito.

Pensando nas maneiras de como os aprendizes podiam expressar suas
reflexdes e impressdes durante a interacdo com o micromundo, encontramos
em Healy e Sinclair (2007) argumentos sobre a possibilidade de essas

tecnologias fornecerem oportunidades Unicas para a manifestacdo de
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narrativas produtivas, no sentido destas guiarem o0s alunos para um
entendimento matematico mais profundo e satisfatério. Essas pesquisadoras
sugerem que as narrativas sdo centrais no “fazer sentido” do aluno diante de
um fenbmeno matematico e que sua criacdo especifica e sua funcdo nesse
“fazer sentido” tém sido pouco exploradas em pesquisas na Educagéo
Matematica.

Para as interpretacdes dos conceitos matematicos por meio das
narrativas dos alunos, sugerida por Healy e Sinclair, sdo fundamentadas as
idéias de Bruner (1997). Segundo este autor, a narrativa € um modo de
pensamento, usado pelo ser humano desde sua infancia. Nas narrativas, a
interpretacdo da acao do individuo vai além do ato em si, essa interpretacao

também abrange o que esta sendo contado a respeito deste ato.

Sales (2007), baseando-se em Healy e Sinclair (2007), argumenta que
“estes ambientes (micromundos) podem promover oportunidades para
producdo de narrativas ou estérias nas atividades matematicas propostas aos
alunos, devido ao seu carater iterativo e dinamico” (p.4), mais especificamente,
gue as narrativas produzidas que sdo de interesse em sua pesquisa, como
também em nossa investigacdo, sdo aquelas “suscitadas matematicamente e
que indicam como os alunos estdo tentando dar sentido para as formas

matematicas que estudam.” (p.3)

Assim, tendo em mente as dificuldades apresentadas na literatura sobre
a aprendizagem dos numeros racionais e a possibilidade de desenvolver o
micromundo musiCALcolorida, na tentativa de abrir novas possibilidades para a
construcdo de narrativas e com isso sustentar uma aprendizagem significativa
e criativa para o aprendiz, levantamos uma questdo norteadora que guiara

nossa pesquisa:
Como a interacdo de alunos do 1° Ano do Ensino Médi o com o

micromundo musiCALcolorida pode contribuir para a c¢ onstrucao do

conceito de ndmero real?
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Para abordar esta questao norteadora, que ainda é de natureza bastante

ampla, formulamos trés questdes mais especificas e € nas respostas destas

gue buscaremos elementos para responder a primeira questao:

Quais relagcbes entre a representacdo fracionaria e a representacao
decimal do mesmo numero emergem durante a interacdo com a

musiCALcolorida?

Qual é o papel das representacdes ndo-convencionais (sonora e visual) da
musiCALcolorida no processo de interpretacbes dos numeros reais dos

alunos?

O acesso a representacdes palpaveis e dindmicas de nameros reais na
musiCALcolorida incentivam a construcdo de narrativas matematicas que
expressam o0 sentido dado aos numeros racionais e irracionais pelos

alunos?

Com o objetivo de tentar responder a estas questdes, organizamos NOSSo
trabalho de pesquisa em quatro capitulos.

No Capitulo I, apresentamos os quadros tedricos que dao suporte e
motivam a realizacdo dessa pesquisa. A base norteadora deste trabalho contou
com a contribuicdo das idéias de Papert (1985) sobre construcionismo e
micromundos, as de Bruner (1996) a respeito do pensamento narrativo e as de
Healy e Sinclair (2007) referente aos micromundos e narrativas. Também
buscaremos trazer consideracdes sobre 0s objetos matematicos em estudo,
nameros racionais e irracionais, tanto do ponto de vista da matematica escolar

como da aprendizagem.

No Capitulo Il, abordamos a metodologia Design Research, primeiramente
trazendo o0s principais objetivos dessa metodologia e, em seguida,
descrevendo os ciclos da pesquisa, 0s sujeitos desta pesquisa, 0s instrumentos
(as atividades) e as formas de coleta de dados e os aspectos considerados

para a analise dos dados coletados. Também nesse capitulo apresentamos a
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ferramenta musiCALcolorida, descrevendo a trajetOria para o desenvolvimento

desse ambiente computacional de aprendizagem.

Apresentamos no Capitulo Ill, as atividades aplicadas e o0s respectivos
resultados que foram relevantes na Fase Teste da pesquisa, que teve como
principal finalidade testar as atividades e a calculadora para possiveis
modificacdes e assim com esses resultados avangarmos para o Estudo

Principal.

E, no Capitulo IV, descremos detalhadamente as sessdes de pesquisa do
Estudo Principal, considerando em nossas reflexdes sobre as producdes dos
sujeitos de pesquisa, 0s aspectos delineados no Capitulo Il para a analise dos

dados coletados.

Finalizamos apresentando nossas consideracgdes finais sobre a andlise que
realizamos durante todo o trabalho, passando pelo quadro tedrico. Em seguida
apresentamos 0s principais resultados e depois discutiremos sobre as
guestBes de pesquisa na tentativa de respondé-las. Além disso, vamos sugerir

futuras investigacdes sobre o tema.
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CAPITULO |
FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo, vamos enfocar as diferentes perspectivas teoricas que
influenciaram nosso trabalho. Primeiro, apresentamos a no¢ao de micromundo
gue foi escolhida como contexto das atividades dos alunos. Em seguida,
trazemos consideragfes sobre o papel das narrativas na cognigcdo matematica,
argumentando que este tipo de pensamento esta particularmente presente nas
interacbes com um micromundo. Para finalizar esse capitulo, centramos a
discussdo no objeto matematico nimero real. Depois de introduzir os nimeros
racionais e irracionais, usando o ponto de vista da matematica escolar,
descrevemos algumas pesquisas relacionadas ao seu ensino e aprendizagem

que contribuiram para a nossa pesquisa.

1.1 Micromundo

“[...] um ambiente de aprendizagem interativa baseado no
computador onde os pré-requisitos estdo embutidos no sistema e
onde os aprendizes podem tornar-se ativos, arquitetos construtores
de sua prépria aprendizagem.” (Papert, 1985, p.151).

Antes de definirmos um micromundo, vamos apresentar as principais
idéias de Papert (1985), as quais motivaram a construcdo deste ambiente
computacional de aprendizagem. O autor parte da premissa de que o uso dos
computadores pode afetar a maneira das pessoas pensarem e aprenderem.
Sendo assim, ele ndo considera o computador apenas como um instrumento
que contribui na resolucdo de um dado problema, mas também considera que
pode influenciar a maneira como as pessoas pensam, enfrentam e solucionam

seus problemas, mesmo estando fisicamente longe desta tecnologia.
Muitas pessoas apresentam dificuldades em compreender conceitos da

matematica formal e, para Papert (1985), uma grande parte dessa dificuldade

estd associada ao fato de ndo conseguirem relacionar esses conceitos com
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algo que ja conhecem. Para ele, o meio escolar é pobre em fornecer materiais

que tornariam os conceitos formais algo mais concreto.

Outra questdo que pode interferir na aprendizagem, segundo Papert
(1985), é o0 medo que muitas pessoas sentem em aprender qualquer coisa
relacionada & Matematica, medo muitas vezes gerado por uma cultura escolar
que transforma a exploracio de um conhecimento em uma tarefa
desagradavel, repleta de insegurancas e restricoes, privilegiando os acertos e
tornando o erro algo inaceitavel, sem contar que muitas das tarefas propostas

no ambiente escolar s&o atividades rotineiras, repetitivas ou mecanicas.

Na busca por quebrar essas barreiras culturais que podem impedir os
aprendizes de se apropriarem do conhecimento cientifico e, principalmente, do
conhecimento Matemético, Papert (1985) argumenta que em ambientes digitais
apropriados, o computador pode servir como uma ferramenta para ajudar as
pessoas a relacionarem objetos matematicos formais com algo que elas
conhecem e assim superarem seus medos em aprender Matematica. O autor
introduz dois principios que facilitam o processo de aprendizagem quando nos
deparamos com algo novo ou um novo objeto matematico: “primeiro, relacione
a novidade a ser aprendida com alguma coisa que vocé ja sabe. Segundo,
tome a coisa nova e torne-a sua: faga alguma coisa nova com ela, brinque com

ela, construa com ela.” (Papert, 1985, p.149)

A nocao de micromundo esta associada a estes principios, combinada
com a idéia de construir programas educacionais de modo que aprender e se
comunicar com computadores fosse feito por uma linguagem natural e que

esse fato permitisse mudar a maneira como outras aprendizagens acontecem.

Sob este ponto de vista, os micromundos sdo ambientes computacionais
de aprendizagem que possibilitam aos aprendizes experimentarem uma nova
relacdo com a Matemética. Papert (1985) imaginou pequenos mundos

acessiveis, evocativos e encantados, habitados por seres matematicos

! O significado do termo concreto em nosso trabadticer esclarecido no decorrer dessa secdo, mais
precisamente na pg. 35 desse trabalho, onde teederaentos para tal explicacéo.
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conhecidos, nos quais os aprendizes poderiam explorar este ambiente,
comunicando com estes seres que o habitam, como também construindo novos

seres, novos elementos matematicos.

O conceito de Micromundo, bem como sua utilizacdo, teve maior
divulgacdo por meio da linguagem computacional Logo?® na década de 80, e
pela Geometria da Tartaruga que pretendia facilitar o acesso a programacao, e

assim, o0 acesso as no¢cdes matematicas a aprendizes principiantes.

Como o foco de Papert (1985) foi a construcdo de um software
educacional que contribuia para uma aprendizagem mais efetiva, ele se apoiou
em duas fontes tedricas: a influéncia da teoria construtivista piagetiana e a

influéncia da inteligéncia artificial (1A).

A influéncia piagetiana no trabalho de Papert (1985) esta relacionada a
premissa de que o individuo constréi o conhecimento a partir de sua acao
sobre objetos e aos fatores que influenciam a formacdo (ou construcéo) do
conhecimento, ou seja, 0 conhecimento simplesmente nédo pode ser transmitido
ou transferido. Com essa visédo, o uso do computador na Educacao tomou a
seguinte direcao:

[-..] “instrucdo ajudada por computador” (computer—aided-instruction)
significa fazer com que o computador ensine a crianca. Pode-se dizer
que o computador esta sendo usado para “programar” a crianga. Na
minha perspectiva, é a crianga que deve programar o computador, e
ao fazé-lo, ela adquire um sentimento de dominio sobre um dos mais
modernos e poderosos equipamentos tecnologicos e estabelece um
contato intimo com algumas das idéias mais profundas da ciéncia, da
matematica e da arte de construir modelos intelectuais. (Papert, 1985
p.17-18)

O conceito de micromundo origina-se como uma idéia contraria ao uso
do computador na Educagdo como uma maguina de ensinar o aluno, a qual era
popular nos sistemas de computer-assisted instruction (Instrugdo Auxiliada por
Computador - CAI) entre os anos 70 e 80. O que Papert (1985) propbe em
suas idéias é o uso do computador como maquina a ser ensinada. Com isso,

surge uma distingdo entre duas diferentes perspectivas sobre o uso do

% Linguagem de programacdo desenvolvida no Massachusetts Institute of Technology (MIT),
Boston; E.U.A., pelo Professor Seymour Papert e sua equipe, durante os anos 60.
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computador na educacdo: a perspectiva instrucionista (computador para

ensinar o aluno) e a construcionista (o aluno ensina o computador).

Segundo Valente (1998), a perspectiva instrucionista tem suas raizes
nos métodos de instrucdo programada tradicional, como os livros didaticos, a
diferenca é que ao invés do papel é usado o computador, como exemplo,
programas que apresentam exercicios onde o usuario faz a resolugéo ou indica
o resultado e 0 computador avisa se esta certo ou errado. Vale ressaltar que o
instrucionismo e o construcionismo sao diferentes abordagens do uso de
ambientes computacionais na sala de aula e ndo apenas caracteristicas
intrinsecas desses ambientes, mesmo um programa sendo desenvolvido sobre
a luz da construcionismo, ele pode ser abordado, dependendo da perspectiva

do usuério, numa abordagem instrucionista, e vice-versa.

O construcionismo contrapbe 0 instrucionismo. Os sistemas
computacionais para o uso em Educacdo que surgiram das idéias de Papert
eram sistemas que: “caracterizavam-se pela busca da liberdade de iniciativa do
aprendiz e pelo seu controle do ambiente computacional, neles o aprendizado
era entendido como construcdo pessoal do conhecimento.” (Drisostes, 2006,
p.14)

A perspectiva construcionista tem como principal caracteristica o fato
das trajetérias de aprendizagem serem controladas pelos aprendizes e néo
pelo computador. Portanto, o computador ndo é o detentor do conhecimento,
mas uma ferramenta que permite ao aluno resolver problemas desenvolvendo
0 pensamento criativo a partir do desafio, do conflito e da descoberta, em
busca de novas informac6es e, assim, participar da constru¢do do seu préprio

conhecimento.

Deste modo, fazer o aluno ensinar o computador é fazer o computador
aprender algo novo. Por exemplo, no ambiente computacional Geometria da
Tartaruga, a tartaruga sabe como se movimentar e pode aprender ou ser
ensinada por comandos de programacao a desenhar um quadrado com seus

movimentos.
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Com relagcédo a influéncia da Inteligéncia Artificial (IA), Papert busca a
idéia de construir maquinas avancadas que tenham a capacidade de realizar
funcdes consideradas inteligentes se desempenhadas por pessoas,
considerando que para construir maquinas “é necessario refletir ndo apenas
sobre a natureza das maquinas, mas também sobre a natureza das funcdes
inteligentes a serem desempenhadas” (Papert, 1985, p.189). Neste sentido, a
IA é vista também como uma ciéncia cognitiva, pois, para construir maquinas
que sejam capazes de aprender, é necessario também pesquisar

profundamente a natureza da aprendizagem humana.

Neste sentido, as idéias de Papert (1985) eram de criar ambientes
computacionais nos quais os aprendizes conseguissem construir um modelo
novo a partir de um modelo dado, que refletisse seus pensamentos sobre um
determinado problema e que simultaneamente essa resolugdo pudesse ser

efetuada pelo computador.

A esse respeito, Healy e Sinclair (2007) comentam que ambientes
computacionais, como 0s micromundos de Papert, sGo compostos por modelos
de um dominio do conhecimento matematico definidos por um sistema formal e
manifestacdes fenomenoldgicas (fisicas, graficas e/ou auditivas) que mostram
as acOes desses objetos formais. Inicialmente, apenas os primitivos, ou seja,
os primeiros elementos do modelo sé&o apresentados e o0 usuario interage com
eles para expandir o modelo. Desta forma, os alunos, ao interagirem com tais
ambientes, podem pensar mais concretamente a respeito dos objetos

matematicos, de um modo mais pessoal e informal.

Isso sugere que os micromundos possibilitam aos aprendizes criarem
modelos mentais que refletem a estrutura e composicao dos sistemas formais,
podendo servir de base para a construcdo de outros sistemas e de outras
estruturas de pensamento. Esse processo “é mais eficaz quando acompanhado
pela construcdo de algo externo, concreto, tangivel, palpavel”. (Ribeiro 2007,
p.26) e ainda mais, relacionado com algo de interesse pessoal. Thompson

(1987) retrata o0 micromundo como:
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[...] composto de uma tela grafica que representa uma visualizagédo
dos objetos iniciais do micromundo. A tela em conjuncdo com
operacBes sobre os objetos do micromundo constitui um modelo dos
conceitos a serem propostos aos alunos. Em um sentido, o
micromundo incorpora a estrutura do conceito e a tarefa do aluno é
internalizar aquela estrutura e torna-la sua. (Thompson, 1987, p. 85)

Hoyles e Noss (apud Sales, 2007) descrevem como o micromundo pode
possibilitar uma forma de interacdo entre o aluno e o software. Entretanto, um
micromundo por si sé ndo cria condicbes de aprendizagem. As tarefas
baseadas no dominio desse ambiente e o papel do professor sdo essenciais

para que o aluno explore as ferramentas desse ambiente.

Durante estas exploracdes, o aluno se depara com situacdes que
necessitam da interpretacdo de conceitos, propriedades e representacoes
matematicas. Estas situacdes, no micromundo, também prevéem a construcao
sobre o modelo dado, ou seja, espera-se que o aluno crie novas ferramentas,
mais complexas, a partir de combinagfes das ferramentas iniciais, criando e
expressando suas proprias teorias, sem se preocupar se estas sao certas ou

erradas, mas fazendo parte da construcao de sua prépria aprendizagem.

O micromundo proporciona uma aprendizagem do tipo exploratéria e do
tipo expressiva. De acordo com Drisostes (2006), a aprendizagem exploratéria
permite a investigacdo de varias perspectivas de um determinado dominio,
assim, o aprendiz explora um objeto matematico de um ponto de vista diferente
do seu ou do que j& tinha sido aprendido. J& a aprendizagem expressiva
permite aos aprendizes representarem seus proprios modelos e os explorarem,
isto &, eles criam novas ferramentas sobre um dominio dado para entdo

explorarem suas propriedades.

Na concepcéo de Papert (1985, apud Healy e Sinclair, 2007, p.12), “0s
objetos computacionais deveriam incorporar uma matematica ndo apenas
formal, mas também relacionada com: o individuo, o corpo, 0s objetos
materiais e sociais e as atividades”. Esta concepg¢éo pressupde a construcao
de significado pessoal para a Matematica, que, para Papert (1985), esta

relacionada tanto ao que ele denomina sintonicidade corporal (percepcao e
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conhecimento do aprendiz sobre seu proprio corpo) quanto a sintonicidade com
0 ego (o aprendiz como uma que pessoa com sentimentos, intencoes,

objetivos, desejos, gostos e desgostos).

Até esse momento, estamos usando o termo “concreto” sem explicacao,
mas agora com o0s elementos apresentados, podemos arriscar um
esclarecimento buscando apoio nas idéias de Vygotsky (1991). Quando
dizemos “concreto”, pensamos em dois sentidos: um esta relacionado ao
palpavel, associado com o senso corporal, como aquilo que posso ver, tocar e
ouvir; e o0 outro vai além do sentido de ser materialmente palpavel, passando
para o sentido psicologico, neste caso, incluimos experiéncias associadas a
explicita sensacao de algo palpavel, mesmo esse algo sendo imaginario. O que
estamos querendo dizer é que quanto mais sentimos algo, seja materialmente
ou psicologicamente, mais distante ele esta de ser abstrato e isso s6 se torna

possivel vivenciando diferentes experiéncias.

Neste sentido, 0 micromundo pretende proporcionar uma aprendizagem
sintbnica, ou seja, uma aprendizagem associada a maneira de pensar e agir,
relacionada tanto com o que se conhece do préprio corpo quanto ao que se

conhece dos préprios sentimentos quando se esta aprendendo algo.

Esses tipos de aprendizagem sao possiveis porque 0s micromundos sao
ambientes dindmicos que possibilitam multiplas representacbes do objeto
matematico estudado, trazendo elementos que visam encorajar, por meio da
interacdo dos aprendizes, a investigacéo de propriedades levando a construcao

do conhecimento matematico.

Tais elementos ou ferramentas também podem apresentar aspectos
antropomorficos, por exemplo, no ambiente da Tartaruga, os alunos aprendem
geometria formal usando o seu conhecimento sobre o movimento do seu corpo
para ensinar a tartaruga a desenhar figuras geométricas. Papert (1985) diz que
essa caracteristica facilita a associagdo de conhecimentos de situagbes

familiares (movimento do corpo) para novos contextos (geometria).
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Healy e Sinclair (2007), em suas pesquisas com ambientes
computacionais de aprendizagem, observaram outra caracteristica dos
micromundos que foram identificadas nas interagcdes dos aprendizes com

diferentes micromundos computacionais: as narrativas.

Na proxima secdo, vamos explorar o modo narrativo considerando as
caracteristicas identificadas por Bruner (1997) e como essas caracteristicas
manifestam-se nas interpretacdes dos conceitos matematicos por meio das

narrativas dos alunos quando esses interagem com um micromundo.

1.2 Modos de Pensamentos: Narrativo e Paradigmatico

[...] Narrativa é a inevitavel estrutura da experiéncia humana.
Enquanto podemos ser treinados para pensar em formas
geomeétricas, padrdes de sons, poesia, movimento, silogismos, 0 que
predomina ou constitui fundamentalmente nossas consciéncias é o
entendimento de si e do mundo em estéria. (Young e Saver, 2001,
p.72)

A crescente énfase, nas Ultimas décadas, nas relacGes entre narrativas
e a construcdo de conhecimento tém despertado interesse de pesquisadores
na area da Educacdo Matematica (Burton, 1996; Healy e Sinclair, 2007; Mor e
Noss, 2008; entre outros). Estas pesquisas enfocam os tipos de estérias® que
0s estudantes contam sobre suas relacdes com a Matematica vivenciada no

ambiente escolar.

De acordo com estes pesquisadores, as estdrias contadas por nossos
alunos durante a atividade matematica podem refletir seus lagos com a
Matematica e nos revelar que tipo de significado essa atividade tem para eles.
Mas, a0 mesmo tempo, essas pesquisas destacam como atualmente o

ambiente escolar ndo tem proporcionado a criacdo de estérias com

*Bruner (1997) refere-se a narrativa como o processo de construcao de uma histéria, mas em
determinados momentos utiliza as palavras “narrativas” e “histérias” com o mesmo sentido.
Como a palavra “estéria” também significa narrativa e pode ser usada com o mesmo significado
de “histéria”, optamos em utilizar o termo “estéria” em nossa pesquisa, para enfatizar a
narrativa como a voz dos alunos que emerge durante o envolvimento em atividades
matematicas.
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experiéncias positivas, pois muitos alunos relatam que nao gostam de
Matematica por ser dificil e complicada de aprender, ndo servindo para nada,
s6 para fazer contas. Isso reflete o fato de que, para muitos, a Matematica é

algo inacessivel, uma terra em que apenas alguns podem habitar.

Essa visdo negativa da Matematica, para Burton (1996), seria menos
provavel de acontecer se os aprendizes fossem incentivados a explorar o
significado de sua experiéncia na aula de Matematica por meio de narrativas.
Burton (1996) considera que o aprendiz, ao construir narrativas, cria uma
“paisagem” que ele pode percorrer e explorar, colocando a Matematica em seu
contexto, tornando-a personalizada. Com esse mesmo olhar, Healy e Sinclair
(2007, p.1), em suas pesquisas com ambientes computacionais, buscam
mostrar que “[...] oS modos narrativos de pensamento tém uma parte na
reivindicacdo de territdrios matematicos como nossos, em navegar paisagens

matematicas e em dialogar com 0s seres matematicos que as habitam”.

Enquanto Burton (1996) concentra sua atencdo na construcado de
significados pessoais, Healy e Sinclair (2007) investigam como as narrativas

pessoais podem contribuir na constru¢do do conhecimento matematico formal:

[...] para serem entendidos como matematicamente cultos aprendizes
necessitam construir significados matematicos que facam sentido
para eles, mas que sdo também coerentes com aqueles socialmente
reconhecidos (Balacheff, 1991). Isto &, deve haver algum encontro do
publico e do pessoal — e pode ser que é a narrativa que contém a
chave para essa conexdo. (Healy e Sinclair, 2007, p.5)

Sendo esse 0 objetivo destas pesquisadoras, elas buscam apoio nas
idéias de Bruner (1997) sobre os modos de pensamento. Este propbe a
existéncia de duas formas fundamentais do pensamento que tornam possivel
aos seres humanos organizar e estruturar seu conhecimento, e deste modo,
representar suas experiéncias no mundo: o modo narrativo e 0 modo

paradigmatico.

De acordo com Bruner (1997), o modo narrativo “esforgca-se para colocar

as particularidades da experiéncia e localiza-la no tempo e no espaco” (p. 13);
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e 0 modo paradigmatico “procura transcender o particular e buscar cada vez
mais a abstracdo” (p.13). Em outras palavras, 0 modo narrativo esta mais
voltado para as pessoas e suas condi¢cdes e 0 modo paradigmatico para tratar

do mundo logico-cientifico.

Segundo Bruner (2001), esses dois estilos de pensamentos funcionam
de forma diferente na ordenacdo da experiéncia pessoal do individuo e na
construcdo da realidade, sendo ambos complementares, sem que um seja

considerado inferior ao outro.

O modo “paradigmético” € uma forma explicita de argumentacéo sobre
os fatos do mundo, ou seja, um modo formal de pensar sobre esses
fendbmenos, usado para se comunicar matematicamente. E este modo que
favorece a representacdo de uma realidade de acordo com o discurso
cientifico, tendo como base de seu funcionamento as proposi¢cdes e o modo
indicativo da fala. Desta forma, suas principais caracteristicas séo: busca da
verdade universal, persuasdo do interlocutor fornecendo provas empiricas,
causalidade, preposicao, consisténcia e o emprego da categorizagcdo ou da

conceituacdo na descricdo e explicacdo de um sistema formal e matematico.

O modo “narrativo” esta relacionado com a experiéncia do tempo vivido.
Isso significa que o modo narrativo tem um papel relevante na constru¢ao de
representacdes de nossa experiéncia de vida e na organizagdo dos Nnossos
contatos com o mundo. Assim, nossas estorias que expressam possibilidades,
desejos, emocdes, julgamentos ou relatos que podem ser contrarios aos fatos

contados, podem estar repletos de conhecimentos implicitos.
Como estamos interessados em entender o papel das narrativas na

aprendizagem Matematica, na proxima secdo, delineamos as principais

caracteristicas do modo narrativo.
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1.2.1 Narrativa

Aristételes, Barthes, Kant, Ricoeur e Bruner, pensadores de diferentes
areas do conhecimento, reconheceram a centralidade da narrativa na cognicéo
humana. Como ja explicitamos anteriormente, buscamos em Bruner um apoio

tedrico na investigacao da narrativa na aprendizagem matematica.

Para Bruner (2002, p. 43) “a narrativa, a invencgao de estérias, € o modo
de pensar e sentir que ajuda as criangas e as pessoas a criar uma versao do
mundo na qual, psicologicamente, elas podem vislumbrar um lugar para si —
um mundo pessoal”’. Narrativa € um modo de pensamento e uma forma de
produzir significados, pois quando um individuo busca organizar e formar suas
experiéncias no mundo, ele conta estdrias com inicio, meio e fim. para dar um
significado ao mundo que vive, como também para dar um significado as suas

relagcbes com esse mundo e consigo mesmo.

Bruner (2002) descreve as narrativas como tipos particulares de discurso
gue envolvem sequéncias de eventos ou fendbmenos que quando recontadas,
podem expressar ou explicar o ndo esperado, ou ainda resolver uma
determinada duvida. Como organizar eventos ou fendbmenos em seqiéncia
depende de quem esta recontando estorias, as narrativas, segundo esse autor,
também assumem uma natureza dual, pois o recontar de uma série de eventos

apresenta a interpretacdo de quem esta narrando.

Uma “sequéncia de eventos” também € central na definicdo de narrativa
de Labov (1972, apud Healy e Sinclair, 2007), comentando que esta “pode ser
vista para incluir experiéncias em um fluxo de discurso contextual dependente
do tempo” (p.7): a representacdo humana do tempo, e particularmente do
tempo vivido, s6 pode se dar na forma de narrativa. Isso significa que a
representacdo de nossa experiéncia de vida pode ser dada por meio da
narrativa e a utilizamos como uma ferramenta que possibilita a organizagéo dos
eventos ou fendbmenos em sequéncias dependentes do tempo, para que Nnosso

contato com o mundo seja uma experiéncia mais compreensivel.
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Para identificar mais precisamente o modo narrativo nas estdrias contadas

pelos alunos, que surgem quando estdo tentando dar sentido as experiéncias

matematicas, Healy e Sinclair (2007) estabelecem quatro caracteristicas que

foram primeiramente delineadas por Bruner. Estas caracteristicas podem ser

percebidas durante as atividades matematicas:

Ter uma seqiiéncia inerente: essa caracteristica € composta por uma

sequéncia de eventos nos quais podemos ver continuidade, ou seja, iSSoO
acontece e entdo aquilo acontece, comandos sdo ordenados e entdo

uma série de eventos casuais com sentido ocorre na relagdo temporal.

Partir_de sobre eventos reais ou imaginarios: permite que o mundo

imaginario e o mundo real co-existam, mesmo que temporariamente.
Essa inter-relacdo entre o real e imaginario pode ser vista no
desenvolvimento de uma nova Matematica, que comeg¢a em um mundo

imaginario e migra para o mundo real e vice-versa.

Conectar o excepcional e o ordinario: explica por meio da narrativa um

evento extraordinario (0 que foge do habitual-complexo) em termos mais

ordinarios (habitual familiar-simples), encontrando uma *“luz” para

desencadear tal explicacao.

Ter algum tipo de qualidade dramatica: essa caracteristica indica que as

narrativas séo contadas por pessoas tentando dar sentido matematico e
engajadas no pensamento matematico, caracterizadas pelos

antropomorfismos e objetos matematicos ou inanimados.

Esse modo de descrever o estilo narrativo baseado em Bruner, para

Healy e Sinclair (2007), traz a tona a questdo de como as tendéncias narrativas

participam na constru¢do do conhecimento matematico. Em funcédo disso, as

autoras passaram a investigar algumas atividades matematicas realizadas

pelos matematicos, como descobertas, criagcdes e experiéncias matematicas, e

identificaram varias dessas caracteristicas narrativas nessas atividades.
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Embora tenhamos delineado algumas caracteristicas que tornam esses
dois modos de pensamento distintos, Healy e Sinclair (2007) apontam uma
inter-relagdo entre eles quando observados durante o envolvimento das

pessoas em atividade matematicas.

Apesar de o modo paradigmatico estar mais presente na construcao do
pensamento matematico, Healy e Sinclair (2007) consideram que as
caracteristicas do modo narrativo também se manifestam nas atividades dos
matematicos engajados na construcdo e na descoberta de conceitos
matematicos, mas essas narrativas escritas em “cartas” pessoais ndo sao tao
divulgadas quanto os artigos matematicos, e esses sao isentos de qualquer

manifestacéo narrativa.

Healy e Sinclair (2007) citam como exemplo a experiéncia matematica
com nameros de Wim Klein (1983, apud Healy e Sinclair, 2007), mostrando que
0 seu pensamento matematico envolve uma inter-relacao entre os dois modos
de Bruner (1997):

“Os nimeros sdo meus amigos”. Tomando 3.844 como um exemplo,
ele diz: “Para vocés é apenas um 3 e um 8 e um 4 e um 4. Mas eu
digo: Oi, 62 ao quadrado!” (Healy e Sinclair, 2007, p.4)

Notamos que Wim Klein estad utilizando concepcdes atemporais e
abstratas — supostamente associadas ao pensamento paradigmatico, mas
expressa seu discurso por meio de narrativa, pois ao saudar o niumero 3.844,
ele busca recapitular um conjunto de experiéncias passadas com esse namero
que inclui encontrar sua raiz quadrada, e também o associa com um ato de

saudar amigos no mundo real.

Assim como 0 pensamento paradigmético, 0 pensamento narrativo
também tem participacdo na construcdo do conhecimento matematico.
Segundo Healy e Sinclair (2007), o primeiro busca o ideal de um sistema formal
e matemético de descricdo e explicacdo, enquanto o segundo busca dar uma
interpretacdo particular ao conhecimento matematico, um significado pessoal.

Isso nos leva a pensar na existéncia de uma relacdo entre ambos e de como
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um pensamento pode desencadear o outro. Essa reflexdo sera o tema de

nossa proxima secao.

1.2.2. O modo de pensamento narrativo nas experiéncias matematicas

Tendo em vista a inter-relacdo entre esses modos de pensamento
quando o0s sujeitos estdo engajados em experiéncias matematicas, Healy e
Sinclair (2007) questionam se essa € uma particularidade da construcdo do
pensamento matematico. Se sim, entdo qual € o seu papel no processo de
construgdo do conhecimento matematico? Como na esfera publica (a
Matematica dos livros didaticos, jornais, conversas publicas e outros) temos
principalmente exemplos de modos paradigmaticos de pensar e as narrativas
nao sao tratadas como uma abordagem apropriada para a representagéo de
objetos matematicos, essa questao ainda necessita de atencéo.

Como as narrativas sao essencialmente pessoais, privadas e
idiossincraticas, elas podem emergir em situacbes ou ambientes que
proporcionem as pessoas colocarem suas idéias matematicas em um discurso
no qual elas possam capturar suas experiéncias passadas quando estdo
trabalhando em problemas matematicos ou discutindo esses problemas entre
amigos. Healy e Sinclair (2007), em seus trabalhos com diferentes
micromundos computacionais, observaram que esses ambientes sdo propicios
para que as narrativas se manifestem nos aprendizes durante a realizacao das

atividades matematicas no micromundo.

Um dos exemplos citados por essas pesquisadoras sobre esses
trabalhos com narrativas apresenta suas observacdes dos aprendizes
interagindo com o micromundo Dynagraph (uma representacdo dinamica de
funcdes construida em um ambiente de Geometria Dinamica) e suas analises

em termos das caracteristicas de Bruner (1997) para narrativas.

Nos Dynagraphs, os eixos x e y do plano cartesiano sao configurados na

horizontal e paralelamente, de forma que ao arrastar um ponto ao longo do eixo
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X, consequentemente um ponto se move ao longo do eixo y. Esse movimento
permite a observacao do comportamento do grafico de uma funcao diferente do
gue é dado no plano cartesiano. No caso da Figura 1, temos o exemplo do

Dynagraph da funcdo maior inteiro.

h(x) = round(x) [ ] inpat

|
h AN
[

FIGURA 1: Dynagraph da funcéo h(x)

Quando um grupo de estudantes é estimulado a explorar o dynagraph
da funcao h(x) (Figura 1) com foco no comportamento da imagem, de acordo
com Healy e Sinclair (2007):

[...] uma inevitavel exploséo de risadas prolongadas e fortes ocorrem:
a medida que o ponto x € arrastado, a imagem se move em saltos
devido a funcdo maior inteiro entre os pontos x e y... Quando
solicitados a explicar por que eles estdo rindo, os professores
respondem com explicacdes tais como parece “um cara bacana
caminhando pela tela” ou “eu nunca vi uma funcdo com tanta
personalidade antes”. (Healy e Sinclair, 2007, p.17)

Segundo Healy e Sinclair (2007), narrativas assim, mesmo que curtas,
apresentam caracteristicas da narrativa de Bruner (1997) como

sequencialidade, qualidade dramatica, eventos imaginarios, conexdes entre 0

excepcional e o ordinario:

[...] a primeira explicacdo contém conhecimentos implicitos sobre
como um cara bacana costuma saltitar enquanto anda,
permanecendo em posi¢cdes discretas no chdo assim como o
dynagraph fica sobre um ndmero inteiro por certo tempo antes de
saltar para o proximo. A segunda explicacdo mostra uma opinido que
€ claramente contraria a realidade: a funcdo tem personalidade.
(Healy e Sinclair, 2007; p.17)

As autoras também argumentam que as estorias construidas pelos
proprios aprendizes refletem o comportamento dos objetos computacionais, e
que a narrativa, mesmo que curta, envolve a descricdo dos personagens
criados, como também definem os propdsitos desses personagens e a relagao

entre eles e dessa maneira produzem significado a atividade.
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Portanto, Healy e Sinclair (2007) procuram entender o papel da narrativa
no desenvolvimento conceitual matematico, sob a perspectiva de que essas
podem contribuir para a constru¢do do pensamento matematico formal. Assim,
as estérias que nos interessam sdo aquelas contadas pelos estudantes
enquanto tentam dar sentido ao objeto matematico em estudo. Na préxima
secédo, apresentamos algumas reflexdes sobre a condigdo do micromundo ser
um ambiente de aprendizagem que favorece a criagcdo de estdrias conectadas

com 0 pensamento matematico.

1.3 Micromundos e Narrativas

Healy e Sinclair (2007) acreditam que os micromundos matematicos
podem fornecer oportunidades Unicas para narrativas produtivas nas atividades

matematicas dos aprendizes, elas argumentam que:

[...] narrativas produtivas, em termos de matematica que faz sentido,
sdo aguelas em que os aprendizes sdo capazes de conectar objetos
matematicos e suas propriedades paradigmaticas, com coisas que
eles ja sabem — e se importam: estdrias em que o matematico recebe
significado para fundamentar os fendmenos experimentados. (Healy e
Sinclair, 2007, p.29)

Na visdo dessas pesquisadoras, 0s micromundos permitem tal
fundamentacéo, pois sdo ambientes que quando manipulados, expressam na
tela movimento, cor, som e similares como consequéncia de uma acao,
possibilitando ao aprendiz construir uma fundamentacgéo fisica da Matematica
incorporada, ou seja, a abstracdo tdo exigida em Matematica torna-se algo

mais proximo do concreto. Elas afirmam ainda que:

[...] os movimentos de objetos computacionais na tela de computador
podem ser associados com experiéncias sensorio-motoras dos
corpos no mundo real. Elas também parecem permitir uma
fundamentacdo com base psicolégica, em que a acdo matemaética
dos objetos computacionais torna-se associada com sentimentos
familiares, objetos e desejos. (Healy e Sinclair, 2007; p.29)
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Podemos dizer que os micromundos possuem aspectos que permitem
tanto uma formacgéo fisica como psicolégica do comportamento dos objetos
computacionais controlados matematicamente, esses ambientes dinamicos,
planejados sob a perspectiva de Papert (1985), possibilitam assim uma

aprendizagem explorativa, expressiva e sintonica.

Ao analisar as estorias contadas pelos aprendizes, Healy e Sinclair
(2007) apontam trés aspectos inter-relacionados da interacdo no micromundo
que incentivam a sua criagcdo e estdo profundamente relacionados com as
quatro caracteristicas que Bruner (1997) coloca como centrais na criacdo de

narrativas produtivas:

- Movimento: o0s movimentos fisicos de objetos na tela incentivam a
criacado de narrativas, ou seja, 0s aprendizes buscam explicar esse fenémeno
recapitulando experiéncias passadas e relacionando-o com algo que ja
conhecem. Assim, esses objetos ganham vida com significados matematicos
que vao além do contexto que os originou. Deste modo, esse aspecto pode
desencadear nas estorias a caracteristica qualidade dramatica e a conexao

entre os eventos extraordinarios e rotineiros delineados por Bruner.

- Tempo: esse aspecto é visivelmente notavel nas narrativas (toda boa
estéria tem uma seqiéncia inerente presente) como também nos programas
computacionais, esses dependem de uma sequéncia de comandos ordenados
para tornar possivel a obtencdo de respostas rapidas. Os aprendizes, ao
interagirem com 0s objetos computacionais, tendem a obedecer ou criar uma
determinada seqUéncia de eventos. Portanto, da necessidade de organizar

suas interacdes com esses objetos, pode surgir uma perspectiva de narrativa.

-Acdo: esse aspecto esta relacionado com a interacdo do aprendiz com
o computador. No micromundo matematico, os objetos computacionais s&o
vistos como agentes dindamicos ou seres virtuais com determinadas
caracteristicas matematicas implicitas que interagem em tempo real. O
aprendiz, ao interagir com o micromundo, € motivado a interpretar e construir o

comportamento desses objetos como algo que faz sentido para ele. Ao fazer
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isso, ele pode construir estérias que expressem significados matematicos,
estérias nas quais esses objetos possam ganhar comportamentos humanos ou
nao, facilitando a compreensao do pensamento matematico formal, permitindo

assim uma conexao entre o pensamento narrativo e o paradigmatico.

Para Healy e Sinclair (2007), as estorias e as idéias matematicas,
expressadas pelos aprendizes durante sua interagdo com 0S agentes
computacionais do micromundo, estdo conectadas com aspectos da
Matematica que os aprendizes devem aprender durante sua vida escolar (a
Matematica da esfera publica). Pois o contexto formado pelas tarefas e
ferramentas de determinados micromundos sdo cuidadosamente planejados e
construidos com o objetivo de favorecer o engajamento dos aprendizes na

aprendizagem de certo dominio da Matematica.

As tarefas e as ferramentas do micromundo tém papel significativo na
criacdo de estorias. As atividades sdo projetadas com uma sequéncia de
tarefas que busca colocar os aprendizes em contato com aspectos especificos

da Matematica proporcionada pelos objetos computacionais do micromundo.

Assim, as tarefas projetadas sdo diferentes das usuais, e é essa
diferenca que, implicitamente, pode fornecer um incentivo para contar estorias:
ndo é incomum durante a exploracdo do micromundo, observar e encontrar
algo excepcional, encenado por um evento extraordinario de certos objetos

computacionais e que requer explicacao.

Como essas tarefas e ferramentas do micromundo sdo pensadas e
criadas pelo designer (professores ou pesquisadores) para favorecer a
aprendizagem e a constru¢cdo de narrativas, podemos pensar que essas
narrativas criadas pelos aprendizes sao influenciadas pelas idéias do designer,
nao sendo originais dos aprendizes. Mas em suas pesquisas, Healy e Sinclair

(2007) observaram gue isso vai além:
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[...] Entretanto, uma vez em progresso, as narrativas que realmente
surgem, reagem as ferramentas, dando significados a elas além
daqueles originalmente pretendidos pelo autor do micromundo, suas
funcBes sdo estendidas e modificadas a medida que sdo utilizadas

para resolver as tarefas propostas. (Healy e Sinclair, 2007, p.27)

Portanto, o objetivo de Healy e Sinclair (2007), como pesquisadoras,
designers de ambientes computacionais de aprendizagem e também
professoras, € o planejamento de atividades que levam os aprendizes a
vivenciar experiéncias de descobertas que os ajudem a interpretar os
fenbmenos matematicos, e ao mesmo tempo, se apropriarem de um meio para

se expressar matematicamente, seja paradigmatico ou narrativo.

Em nossa pesquisa definimos como objeto de estudo matematico os
nameros reais. Para construirmos um micromundo com base nesse dominio e
planejarmos as atividades como sugeridas por Healy e Sinclair (2007),
precisamos conhecer como esse objeto matematico esta inserido no ambito da
matematica escolar, assim na proxima se¢do, esse tema serd o centro da

discussao.

1.4Pesquisas sobre ensino-aprendizagem dos numeros racionais e

ndameros irracionais.

O objeto matematico escolhido para nosso estudo foi 0s nimeros reais. Em
particular, estamos interessados nas nog¢bes dos alunos sobre numeros
racionais e nameros irracionais. Sabemos que o conceito de nimero € central
na Matematica escolar, durante as investigagcbes numéricas pretende-se que
os alunos desenvolvam uma compreensdo cada vez mais abrangente de
namero e das operacdes, contribuindo também com o desenvolvimento de
capacidades matematicas como a formulacdo e teste de conjecturas e a

procura de generalizagéo.
No Brasil, 0 ensino dos numeros racionais inicia-se a partir do segundo

Ciclo do Ensino Fundamental | (32 e 42 séries), com o objetivo inicial de levar os

alunos a perceberem que 0s numeros naturais, 0s quais ja deveriam ter sido
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trabalhados nas séries anteriores, ndo sdo suficientes para resolver
determinadas situacGes-problema. E também esperado que nestas séries os
alunos tenham se deparado com representacfes fracionarias e decimais do
namero (PCN, 1997). O estudo de numeros racionais também se estende para
as demais seéries do Ensino Fundamental Il (5% a 82 série) e para o Ensino
Médio (principalmente no 1° Ano), com aprofundamentos progressivos no

conceito de nimero real.

Entretanto, embora o0s numeros racionais sejam conteudos
desenvolvidos desde os ciclos iniciais, as Ultimas avaliagfes externas (Sistema
de Avaliacdo da Educacdo Basica - Saeb e Sistema de Avaliacdo do
Rendimento Escolar do Estado de S&o Paulo - SARESP) tém evidenciado que
muitos alunos, frente a questdes que envolvem numeros racionais, apresentam
baixo desempenho. Isso sugere que esses alunos chegam a concluir o Ensino
Médio sem compreender os diferentes significados associados a esse tipo de
namero e, além disso, também apresentam dificuldades nos procedimentos de

calculo que envolvem os racionais na forma decimal e fracionaria.

Os problemas relacionados ao ensino e a aprendizagem dos numeros
reais sdo extremamente amplos devido a complexidade de compreensao que
esse dominio matematico exige. Para termos uma dimensdo dessa
complexidade, 0 mesmo ente matematico (a/b) pode ser utilizado em diferentes
situacbes e contextos com significados bastante distintos, por exemplo, a
fracdo 2/3, pode significar um chocolate que foi dividido em trés pedacos, dos

quais comemos dois, ou, diferentemente, dois chocolates que foram

compartilhados entre trés pessoas, ou ainda 0 numero 0,6 ou a fracdo 4/6

entre outras.

Portanto os numeros racionais, quando aplicados a problemas reais e
analisados do ponto de vista pedagdgico assumem varias “interpretacfes”, com
isso a construcao do conceito de numero racional exige uma abordagem que

contemple um conjunto de situacfes que dé sentido a esse objeto matematico.
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Nesse sentido, diversos educadores matematicos encaminham seus
estudos nessa direcao, evidenciando as dificuldades em relacdo a esse
conceito, tanto do ponto de vista do seu ensino como de sua aprendizagem.
Esses trabalhos apresentam como principal ponto de investigacdo o
entendimento da cogni¢cdo de alunos em idade escolar (Ensino Fundamental),
diante de problemas que envolvem a idéia de numero racional em seus

diferentes significados.

Uma pesquisa classica sobre a aprendizagem de numeros racionais
argumenta que esses objetos matematicos podem ser entendidos pelos alunos
por meio de diferentes caminhos. Kieren (1976), pioneira nessa pesquisa,
propds que a compreensdo do conceito de numero racional deve levar em
conta sete interpretacdes, as quais devem ser consideradas segundo as
estruturas matematicas, as cognitivas e as instrucionais envolvidas, como

seguem:

frac6es que podem ser comparadas, somadas, subtraidas, multiplicadas
e divididas;

fracOes decimais que formam uma extensdo dos numeros naturais, ou
seja, uma extensao do sistema decimal de numeracao;

classes de equivaléncia de fragbes como {3/2,6/4,9/6,...} ;

nameros da forma a/b onde a e b sdo inteiros e b 0, isto &, razbes de
nameros inteiros;

operadores  multiplicativos, por exemplo, “estreitadores” ou
“alargadores”;

elementos de um conjunto quociente infinito, isto €, ha numeros da
forma x = a/b, onde x satisfaz a equacéo b.x = a;

medidas ou pontos sobre a reta numérica.

Para Kieren (1976), uma compreensdo plena sobre os nameros
racionais sO sera alcancada se essas interpretacbes forem trabalhadas de
maneira articuladas e nao apenas isoladamente como acontece muitas vezes

no ambiente escolar. Em pesquisas posteriores, Kieren (1981, 1988 e 1993)
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confirma essa hipdtese e ainda apresenta uma classificacdo mais sintetizada
sobre as interpretacfes ou significados dos numeros racionais, optando pelo
uso da palavra “subconstrutos”, ou seja, o termo interpretacdes do numero
racional, também utilizado como significado, passa a ser substituido pelo termo

“subconstrutos”.

Essa substituicdo é proposta por Kieren (1988, apud Martinez, 1992) por
entender a nocéo de nimero racional como um construto teérico®, que pode se

constituir a partir de nogdes mais simples, chamadas de subconstrutos.

A sintese da compreensdo dos numeros racionais em quatro
subconstrutos permite pontuar com mais facilidade as noc¢des fundamentais
para a construgdo desse conceito. Na proposta anteriormente apresentada por
Kieren (1976), essas nocdes essenciais estavam muito interligadas e néo
podiam ser isoladas e identificadas com facilidade. (Rodrigues, 2005)

Assim, para Kieren (1988), o conceito de numero racional pode ser
construido por idéias basicas formadas por quatro subconstrutos: quociente ,
operador , medida e razdo. Muitos pesquisadores consideram mais um
subconstruto a parte-todo, mas Kieren (1993) o desconsidera, pois entende
que as idéias que o0 constituem ja estdo presentes nos subconstrutos
guociente, operador e medida.

E interessante notar que a mudanca de proposta de Kieren (1993)
sugere um novo olhar para a constru¢cdo do conceito de numero racional, as
interpretacbes antes apresentadas tinham uma tendéncia de privilegiar as
estruturas matematicas, ja a idéia de subconstrutos tende a dar mais énfase as
estruturas cognitivas. A posicdo de Kieren (1993) € que a construcao do
conceito de numeros racionais parte das possiveis interconexdes que 0 sujeito

realiza entre as idéias que formam o conceito e as situacdes presentes no

“Kieren (1988) entende como construtos teéricos os objetos mentais que podem ser
construidos a partir de idéias complementares mais simples. Subconstruto, portanto,
significa cada uma das partes em que 0 construto dos numeros racionais pode ser
subdividido, em termos de significados das fra¢des. (Damico, 2007).
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conhecimento intuitivo e assim chegam ao estagio da formalizacdo. A idéia
central é que o numero racional, antes de qualquer coisa, € um conhecimento
humano que sé posteriormente se transforma em uma construcdo logica

formal.

Essa posicdo de Kieren (1988) sobre o conceito de numero racional,
cuja construcdo se da por idéias béasicas formadas por subconstrutos,
possibilita uma melhor interligacéo entre os diferentes campos da Matematica.
Os numeros racionais, a partir da visdo de subconstrutos, permitem um
trabalho pedagogico que vai além do dominio matematico, por exemplo, da
relagdo parte-todo ao entendimento desses numeros como extensdo do
conjunto dos numeros inteiros, ou um simples algoritmo; o subconstruto medida
oferece uma ligacdo importante entre a geometria, o espaco e o estudo dos
ndameros racionais; ja o subconstruto operador proporciona uma aproximacao
dos numeros racionais com a algebra e com a nocao de fungdo composta, em
termos nado formais; o subconstruto razdo por sua vez aponta na direcdo dos

importantes conceitos de proporcédo e de probabilidade. (Rodrigues, 2005)

Varios outros pesquisadores além de Kieren (1988) se dedicaram ao
estudo dos numeros racionais. Por exemplo, os artigos publicados por Behr,
Harel, Post e Lesh (1992) trazem consideracdes e resultados de estudos
abrangendo os numeros racionais, tanto na dimensdo de ensino quanto na

dimenséo da aprendizagem.

Esses autores, ao realizarem uma analise matematica e curricular dos
nameros racionais, também identificaram diferentes maneiras de interpreta-los.
Baseados nas idéias de Kieren (1988) evidenciaram sete interpretacdes para
as fracdes, as quais também denominam de subconstruto: decimal, operador,
quociente, coordenadas lineares (numero), razdo, ta xa e medida

fracionaria (parte-todo).

Observamos que ha uma concordancia entre Behr et. al. (1992) e Kieren
(1988) quanto aos subconstruto razao, operador, medida e decimal, mas Behr

et. al. (1992) consideram o subconstruto medida fracionaria uma reformulacéo
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da nocao parte-todo, esse subconstruto indica “quanto ha de uma quantidade a
uma unidade especificada daquela quantidade”. Para eles, o subconstruto taxa
e razao, definem uma nova quantidade/grandeza relacionando outras duas
quantidades/grandeza, mas ha uma distingdo entre ambos; as taxas podem ser
adicionadas ou subtraidas enquanto as razdes ndo. Esses autores definem o
subconstruto quociente como resultado de uma divisdo. Essa maneira de ver o
namero racional esta relacionada a nossa pesquisa, como ja foi dito
anteriormente, exploramos o numero racional a partir de sua representacéo

fracionaria para a decimal pela divisao.

Do mesmo modo que Kieren (1988) e Behr et. al. (1992) enfatizaram que
a compreenséo plena do numero racional requer um entendimento de cada um
desses subconstrutos, como também a maneira como eles se inter-relacionam.
Esses pesquisadores evidenciaram em seus estudos que o trabalho com os
varios subconstrutos de um numero racional exige a mobilizagdo de diferentes
estruturas cognitivas, constatando uma gradual diferenciacdo e progressiva
integracdo dos subconstrutos no pensamento das criancas ao lidarem com

ndmeros racionais.

Os autores reconhecem que 0s conceitos associados aos numeros
racionais constituem uma das mais importantes e complexas idéias
matematicas desenvolvidas no processo de escolarizacdo, sendo necesséria
maior atencdo, uma vez que seu ensino e aprendizagem ocorrem em grande
parte no periodo de transicdo do pensamento concreto para 0 pensamento

operacional formal.

A importancia de se estudar o numero racional na Educagédo Béasica pode

ser vista a partir de diferentes perspectivas:

[...] @) do ponto de vista pratico, a habilidade de lidar com esses
conceitos aumenta muito a capacidade da crianca de compreender e
manejar uma série de situacdes e problemas dentro e fora da escola;
b) de uma perspectiva psicoldgica, 0s niUmeros racionais constituem
um rico cenario para um continuo desenvolvimento intelectual; c) do
ponto de vista da matematica o entendimento dos nameros racionais
prové os fundamentos sobre os quais as operagbes algébricas
elementares podem ser desenvolvidas. (Behr et.al.1983, p.91-92)
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Essas perspectivas justificam a necessidade de uma formacdo que
permita aos alunos trabalharem com numeros racionais com desenvoltura e
habilidade, compreendendo os seus significados nos diferentes contextos. Mas
essa ndo é uma realidade escolar, Behr et. al. (1983) criticam a énfase
curriculares nos procedimentos mecanizados e algoritmos que podem causar
nos alunos dificuldades significativas na construcao ou aplicagdo de conceitos
de numeros racionais. Segundo 0s autores, esses métodos precisam ser
substituidos por um trabalho cuidadoso que propicie o desenvolvimento de
todos os aspectos ligados ao entendimento das func¢des importantes desses

ndmeros.

A questdo da énfase exagerada em procedimentos e algoritmos no
ensino dos nuameros racionais, tem sido também revelada nos estudos de
Nunes e Bryant (1996), os quais identificaram também uma forte tendéncia de
iniciar o ensino desses numeros na forma fracionaria, apenas utilizando a
exploracdo do significado parte-todo. Apoiados na pesquisa de Campos e Cols
(1995), eles afirmam que: “O método de ensino, simplesmente encoraja 0s
alunos a empregar um tipo de procedimento de contagem dupla, ou seja,
contar o numero total de partes pintadas, sem entender o significado deste

novo tipo de nimero. (Campo; Cols, 1995 apud Nunes; Bryant, 1996, p.191)

Segundo essas pesquisadoras, 0 método como esse conteldo esta
sendo ensinado simplesmente limita e estimula os alunos a resolver problemas
aplicando apenas procedimentos de dupla contagem, sem necessariamente
dominar diversos aspectos esséncias para uma compreensdo plena desse
objeto matematico. Nunes e Bryant (1997) afirmaram que os alunos podem até
apresentar algumas habilidades em manipular os niumeros racionais na forma

fracionaria, mas na realidade essa aprendizagem é falsa.
Outro aspecto que Nunes e Bryant (1997) observaram em suas

pesquisas, é a fato de que os alunos resolvem problemas com esses niumeros

com mais facilidade quando esses sédo apresentados em situacdes cotidianas:
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particoes de pizzas, etc. De acordo com esses pesquisadores “quando as
criancas resolvem tarefas experimentais sobre divisdo e numeros racionais,
elas se engajam em refletir sobre as situacdes” (Nunes e Bryant, 1997, p.212).
Entretanto quando elas resolvem tarefas matematicas em avaliacOes
educacionais em que o0s problemas sdo apresentados simbolicamente, a
situagcdo muda, pois nesse momento, segundo as pesquisadoras os alunos
“precisam pensar em que operacdes fazer com 0s nUmeros, como usar o que
lhes foi ensinado na escola; concentrando-se nas manipula¢des de simbolos.”
(Nunes e Bryant, 1997, p.212)

Esse fato, para Nunes e Bryant (1997), significa a existéncia de uma
lacuna entre o que os alunos entendem sobre numeros racionais na forma
fracionaria em sua vida cotidiana e o “que eles podem fazer com simbolos
depois destes terem sido aprendidos de uma forma particular”. (Nunes e
Bryant, 1997, p.212). Isso sugere que a forma como 0s numeros racionais
estdo sendo introduzidos, favorece para uma desconexao entre a compreensao
da divisdo e a fracdo desenvolvida em ambientes fora da escola e as

representacfes simbdlicas aprendidas na escola.

Nunes e Bryant (1997) ainda sugerem que existe uma conexao entre
divisao e fracao, a qual fica evidente quando se pensa em um tipo de problema
envolvendo quantidades continuas, como medida. Essa idéia de conexdo é
inspirada em Kieren (1988, 1994), ele sugere que as fragcbes sdo numeros
obtidos pela operacdo da divisdo e que, portanto, sGo numeros do campo
quociente. Diante desse fato, Nunes e Bryant (1997) chegam a sugerir que um
contexto que propicie situacdes representadas por um quociente, pode ser o
ponto de partida para desenvolver a compreensédo do conceito de fracbes nos

alunos.

Essas pesquisadoras, inspiradas em Kieren (1988), Behr et. al. (1992) e
outros pesquisadores que se envolveram no estudo sobre ensino e
aprendizagem de numeros racionais, afirmam também que esse conceito sé
podera ser construido se contemplar um conjunto de situacdes, explorando

seus diferentes significados, dentro de um contexto de quantidades continuas e
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discretas. Elas recomendam que o ensino dos nameros racionais precisa ser
pensado tendo por base situacbes que contemplam os cinco significados:
namero, parte-todo , medida, quociente e operador multiplicativo . Paois,

somente assim a aprendizagem sera obtida com maior éxito.

A classificacdo proposta por essas pesquisadoras esta relacionada com
as idéias de Kieren (1988), segundo qual a construcdo do conceito do nimero
racional se da por quatro subconstrutos: quociente , operador , medida e
razdo. Entretanto, podemos identificar algumas diferencas. Nunes e Bryant
(1997) consideram mais um subconstruto que chamam de parte-todo,
acreditando que a idéia que o constitui difere das que estdo presentes nos
demais subconstrutos. Além disso, o que € medida por Nunes e Bryant (1997)
corresponde a razao para Kieren (1988) e o subconstruto nimero para Nunes e

Bryant (1997) parece ser medida na classificacao de Kieren (1988).

Como Lamon (1999) também utiliza um sistema de classificacdo que se
aproxima do definido por Nunes e Bryant (1997), optamos em nossa pesquisa
pela utilizacdo dos termos de Lamon (1999) na descricdo sucinta de cada

subconstruto:

Subconstruto parte-todo:  é definido como uma situacdo na qual um todo
(continuo ou discreto) é dividido em partes iguais. Assim a idéia presente nesse
significado é a da particdo de um todo em n partes iguais, sendo que cada
parte pode ser representada com 1/n. Para desenvolver esse subconstruto, ndo
basta apenas a aplicagcdo de um procedimento pratico que consiste em contar
guantas partes o todo foi dividido (denominador) e o numero de partes tomadas
(numerador). E preciso desenvolver diversas habilidades nos alunos como:
compreender que as partes em que o todo é partido devem ser do mesmo
tamanho; dividir um todo (continuo ou discreto) e distinguir se foi dividido em
partes iguais; entender que os elementos do numerador sdo também
componentes do denominador e que o numero de partes em que o todo é
dividido aumenta, porém seu tamanho diminui. Uma compreensédo completa do

subconstruto parte-todo exige que os alunos compreendam a idéia de unidade
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e particAo para reconstruir o todo com base em seus componentes, suas

partes.

Subconstruto quociente:  esta presente em situacbes em que a divisdo ou
particdo surge como uma estratégia para resolver um determinado problema.
O quociente representa o resultado da divisdo entre dois nimeros inteiros e
diferente de zero, na qual o numerador define a quantidade (continua ou

discreta) a ser dividida e o denominador, as particbes dessa quantidade, ou

5

. a ~
seja, B:a b . Para desenvolver a compreensdao deste subconstruto, os

alunos precisam ser capazes de relacionar a fracdo como uma diviséo,
compreendendo que o numerador faz o papel do dividendo e o denominador o
papel do divisor nessa operagdo. Dominar esse subconstruto também exige
que os alunos desenvolvam uma boa compreenséo da divisdo partitiva (dividir
uma quantidade e separa-la em partes de tamanhos iguais) e por quotas

(retirar uma quantidade repetidamente de outra quantidade) (Marshall, 1993).

Subconstruto operador: nessa perspectiva, 0S numeros racionais podem ser
vistos como um valor escalar aplicado a uma quantidade discreta ou continua.

Esses numeros sédo considerados como um operador que assume o papel de

. ., a ) , . )
transformador, isto €, E funciona como uma maquina que reduz ou amplia em

quantidades continuas, por exemplo, muda o tamanho, mas nao a forma de
uma figura. Em quantidades discretas, sua aplicagdo atua como um
multiplicador divisor que altera o numero de elementos desse conjunto, por
exemplo, uma funcdo que transforma um conjunto em outro conjunto. Para
dominar este subconstruto, os alunos deverdo ser capazes de identificar o

namero racional como algo que atua sobre uma situagcdo e a modifica
, a ~
(transforma), concebendo esses numeros na forma b COMO uma sucessao de

operacoes: primeiro multiplica e depois divide, vice-versa.

Subconstruto Medida/Razdo: 0s numeros racionais na forma fracionaria

podem ser compreendidos como uma comparacao de duas grandezas. A idéia
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presente nesse subconstruto € a divisdo de uma unidade em subunidades
iguais e verificar quantas dessas partes caberdo naquilo que se quer medir. Por
exemplo, quantas vezes um palmo cabe no comprimento de uma determinada
parede? Para compreender a noc¢ao de fragcdo como raz&o, os alunos precisam
desenvolver a capacidade de comparar grandezas e também devem
compreender a propriedade de grandezas diretamente proporcionais e

inversamente proporcionais.

Subconstruto Numero (coordenada linear): transmite a idéia de que o

. : L N , :
namero racional na forma fracionaria (E) € um numero na reta real, ou ainda,

sua representacdo na forma decimal. Assim ndo € necessario fazer referéncia
a uma situacao especifica ou a um conjunto de situagBes para nos remeter a
essa idéia e também nao tem sentido abordar esse significado em quantidades

continuas e discretas. Uma compreensao solida desse subconstruto exige que

. . oAy A
os alunos entendam que o numero racional na forma fracionaria (E) nao € uma

superposicao de dois numeros inteiros e que estes estdo relacionados a
operacdo da divisdo. Eles também devem ser capazes de reconhecer que
entre dois nameros racionais existem infinitos numeros; perceber que todo
namero racional tem um ponto correspondente na reta numeérica; localizar um
namero racional na reta numérica; admitir que existem duas formas de

representacdo para o numero racional: fraciondaria e a decimal.

Em nossa pesquisa, assumimos 0 mesmo ponto de vista de Nunes e
Bryant (2003) de que, por tras do ensino e aprendizagem de fracdes, existe
uma diversidade e complexidade de conceitos envolvidos, e ainda néo esta
claro que nivel de detalhe essas classificacdes deveria incluir, jA que ndo héa
pesquisas suficientes que nos possibilitem decidir quais distingdes sao centrais

e gquais sao secundarias.
Em contraste com o corpo enorme na literatura da Educacao

Matematica sobre o ensino e aprendizagem de numeros racionais, 0s humeros

irracionais tém recebido pouca atencédo. O mais conhecido estudo do assunto €
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o de Fischbein, Jehiam & Cohen (1995). Em seus estudos, eles procuram
examinar o conhecimento de nimeros irracionais de alunos de Ensino Médio e

Licenciatura.

Ap0s uma analise a priori do conceito de numeros irracionais,
considerando dimensdes histdrica, epistemologica e psicoldgica, eles
concluiram que o conceito de nuamero irracional apresenta dois obstaculos
principais: incomensurabilidade e ndo-enumerabilidade. Entretanto, ndo foram
essas dificuldades intuitivas que eles observaram nos sujeitos pesquisados. Ao
invés disso, eles constataram que nem os alunos de Ensino médio nem os
licenciandos foram capazes de definir corretamente nUumeros racionais e
irracionais, ou determinar se 0s numeros dados eram pertencentes a um

desses conjuntos.

Os pesquisadores Peled and Herschkovitz (1999), em seus trabalhos
com ensino e aprendizagem dos numeros reais, relataram as dificuldades dos
sujeitos de pesquisa em lidar com esses numeros, enfatizando, em particular,
COmMo esses sujeitos pareciam incapazes de usar diferentes representacdes de

maneira flexivel.

Zakzis e Sirotic (2004) também consideraram as interacbes dos
aprendizes com diferentes representacfes de numeros reais, observando que,
entre 0s sujeitos pesquisados, novamente licenciandos, existia alguma

confusdo entre irracionalidade e representacao decimal infinita.

Essa confusdo, segundo Zakzis e Sirotic (2004), estava acontecendo
porque havia uma tendéncia, entre alguns alunos, em considerar que
representacbes decimais infinitas representavam numeros irracionais,
enguanto outros generalizavam excessivamente a idéia de padrao repetido em
representacbes decimais de numeros, como se isso significasse qualquer
padrdo — considerando, por exemplo, o numero representado como
0,101001000100001000001... como racional, ja que apesar de ele nao ter um

periodo, é possivel observar nele um padrao de repeticéo.
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Além disso, Zakzis e Sirotic (2004) relatam como os sujeitos de sua
pesquisa mostraram uma tendéncia de confiar em uma calculadora. Alguns
participantes expressaram preferéncia pela representacdo decimal em
detrimento da representacdo usual de fracdo. Estes achados sé&o
particularmente pertinentes ao nosso estudo, porque um dos problemas
relatados pelos licenciandos foi o fato de que o display da calculadora
apresenta apenas 8 digitos, sendo, portanto, dificil decidir se as
representacbes decimais dos numeros eram finitas ou infinitas e se elas

continham um padréo de repeticéo.

E interessante notar a conclusio a que esses pesquisadores chegaram:
dado o numero 53/83, um numero significativo de sujeitos simplesmente néo
concluiu que esta fracao representa um numero racional, eles fizeram a divisdo
usando a calculadora e examinaram a representacdo decimal resultante. A luz
desses achados, Zakzis e Sirotic (2004) sugerem que 0s sujeitos da pesquisa
parecem nao reconhecer a definicdo de numero irracional dada na Matematica
Escolar como numeros que nao podem ser representados na forma a/b, onde a

é um inteiro e b é um inteiro ndo nulo. Eles consideraram isso como:

[...] uma ligacdo faltante que esta enraizada no entendimento de
ndmeros racionais, isto é, o entendimento de como e quando a
divisdo de nimeros naturais emerge decimais periddicos, e que todo
decimal com dizima periodica pode ser representando como uma

razdo de dois inteiros. (Zakzis e Sirotic, 2004, p.503)

Em suas conclusdes, eles prop6em, como uma sugestdo geral, que as
praticas relacionadas ao ensino dos numeros reais, déem maior énfase as
representacdes fracionarias e decimais: “ao direcionar atencao explicita dos
alunos para representacfes e conexdes matematicas que fazem das duas
representacdes equivalentes, os professores podem ajudar os alunos a adquirir
um entendimento mais profundo de nimero”. (Zakzis e Sirotic, 2004, p.504).

Resumidamente neste capitulo buscamos apresentar as principais idéias

dos tedricos que fundamentam a nossa pesquisa. Primeiro definimos
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micromundo, de acordo com Papert, trazendo também sua visdo de ensino e
aprendizagem, no sentido de sintonicidade corporal e ego. Em seguida
tentamos mostrar as idéias das pesquisadoras Healy e Sinclair sobre narrativa
e micromundo e suas investigacbes que acerca 0 papel do modo de

pensamento narrativo nas experiéncias matematicas.

Finalizamos trazendo algumas pesquisas relacionadas ao ensino-
aprendizagem dos numeros racionais e numeros irracionais. Iniciamos com as
pesquisas de Kieren (1981, 1988, 1993) que foi o primeiro a propor que 0S
nameros racionais devem ser estudados segundo subconstrutos. Depois
partirmos para as idéias de Nunes e Bryant (1997, 2003) a respeito de uma
classificagdo do numero racional em significados e finalizamos com Behr et al
(1983) que apresentam consideracdes a cerca da importancia do estudo
desses numeros. Com relagdo aos numeros irracionais, mostramos alguns
estudos que investigam a compreensdo dos alunos sobre esses numeros

buscando diferencia-los dos niumeros racionais.

Delineados os tedricos que sustentam nossa pesquisa, partimos para a
escolha da metodologia que nos auxilie no caminho da coleta de dados,
organizacado, investigacdo, analise e reflexdo desses dados na tentativa de

responder as questdes norteadoras do nosso estudo.
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CAPITULO Il
METODOLOGIA DA PESQUISA

Apresentamos, neste capitulo, a base metodoldgica que estamos utilizando em
nossa pesquisa. Optamos por Design® Research devido ao carater qualitativo
de nossa pesquisa e principalmente por essa metodologia contribuir para a
compreensao dos processos de aprendizagem dos alunos envolvidos em

atividades matematicas.

2.1 Design Research

O objetivo de um experimento de ensino € a construcdo de modelos
explanatdrios para interpretar os processos de aprendizagem dos
alunos. (Vaz, 2004, p36)

A metodologia Design Experiments surgiu por volta de 1970, como um
tipo de experimento de ensino. Ela foi motivada principalmente pela
necessidade de se criar modelos de pesquisas com raizes na Educacdo
Matematica, para analisar especificamente o progresso dos aprendizes
mediante situacdes matematicas. (Karrer, 2007)

Steffe e Thompson (2000) consideram como eixo central dessa
metodologia de pesquisa a visdo da Matematica como um “produto do
funcionamento da inteligéncia humana”, definindo a Matematica “como algo
vivo em vez de algo pronto.” (p.3) Essa visdo € um marco dessa prética de

pesquisa em Educacdo Matematica.

Diferente do modelo mais classico experimental no qual os aprendizes
sao considerados sujeitos que recebem ou nao certo “tratamento”, no Design
Experiments, o enfoque estd nos significados construidos pelos aprendizes,

tendo como objetivo principal analisar o seu pensamento matematico, ou seja,

°A metodologia, Design Research, também é conhecida como Design Experiments e traduzida
em muitos trabalhos cientificos como Experimento de Design ou Experimento de Ensino.
Sabemos que o termo design ndo é traduzido em portugués. Nessa metodologia, segundo
Drisostes (2005), esse termo expressa acfes de desenhar, projetar, esbocar, produzir,
planejar, delinear, esquematizar, criar, inventar e executar.
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0S processos pelos quais esses pensamentos se constroem e suas

modificacdes.

Com essa metodologia, podemos pesquisar o entendimento dos
aprendizes sobre os objetos matematicos por meio de suas falas e acoes,
considerando a Matematica como algo que se constrdi, nao apenas
manipulando modelos prontos, mas em constante interacdo dos aprendizes
com o objeto matematico, o meio fisico e sociocultural. Assim, os significados
construidos pelos aprendizes sdo de extrema importancia para uma

compreensao mais abrangente do processo de aprendizagem matematica.

Design Experiment, segundo Cobb, Confrey, DiSessa, Lehrer e
Schauble (2003) visa contribuir para a compreensdo da ecologia de
aprendizagem. Essa metafora é utilizada no sentido de que um contexto de
aprendizagem representa um sistema complexo e ciclico, envolvendo um
conjunto de elementos de diferentes tipos e niveis, que dao suporte a

aprendizagem.

Esses elementos ndo se resumem a um conjunto ou seqiéncias de
atividades direcionadas a aprendizagem de certo dominio, mas incluem desde
as tarefas ou problemas propostos para os alunos até o planejamento da sua
implementagcdo, como 0 estabelecimento das regras de participagcdo, 0s
instrumentos e os materiais utilizados e os significados das relacdes entre

esses elementos.

Uma teoria proveniente do Design Experiment deve explicar como ela
funciona e oferecer sugestdes de como pode ser adaptada a novas
circunstancias, além das possibilidades de gerar e testar novas
hip6teses. Desta forma, este tipo de metodologia é, ao mesmo tempo,
pragmatico e tedrico. (Karrer, 2006, p.197)

Para essa metodologia o papel do professor-pesquisador é fundamental
na conducdo da pesquisa, ele parte do principio de que os aprendizes séo
capazes de oferecer contribui¢cdes individuais na constru¢cdo do pensamento
matematico e entdo a partir disso, busca estabelecer modelos vivos da

Matematica dos aprendizes, ou seja, tenta criar situacdes e modos de interacao
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entre os aprendizes, encorajando-os a modificar seus pensamentos atuais.
(Karrer, 2006) O professor-pesquisador, segundo Cobb et. al. (2003) é
determinante em qualquer experimento, pois tem como funcao desenvolver um
design inicial, conduzir a experiéncia e extrair uma andlise retrospectiva e

sistematica.

A busca por criar novas situacdes e investigar novas possibilidades de
aprendizagem, determina o0 carater intervencionista dessa metodologia.
Qualguer etapa necessita de observacdo passo a passo e completa
especificacdo para que a intervencao refine a atual situacdo ou identifique

novas formas de aprendizagem

O Design Experiments precisa ser conduzido de forma dinamica e
ciclica. Para cada sesséo da pesquisa, ocorre uma reflexdo sobre as acdes dos
aprendizes para o planejamento e aprimoramento das proximas atividades.
Essa analise busca os motivos que levaram uma determinada atividade a dar
certo ou ndo, e assim partir para modificacdes. Conforme novas informacdes
sdo obtidas, novas conjecturas podem ser geradas, testadas e até mesmo
descartadas. Desta forma, o experimento vai tomando forma por meio de ciclos

continuos de design, de interacdo, de andlise e redesing.

Segundo Karrer (2006, p.200), esse processo, chamado de iterative
design, “faz com que os resultados ndo sejam simples devolucdes de
informagdes fornecidas por sujeitos passivos, mas sim, informacgdes
decorrentes de interacbes complexas, adaptacdes e ‘feedbacks’ constantes.”
Isso rompe com a visdo tradicional de que pesquisadores, professores e
estudantes desempenham um papel fixo e definido. No Design Experiments,

sujeitos sao vistos como colaboradores do processo.

O Design Experiments envolve uma sequéncia de sessdes de pesquisa
(Steffe et. al.,, 2000), que pode ser caracterizada de diversos modos.
Dependendo do foco que se aplica, pode ocorrer entre professor-pesquisador e
um pequeno grupo de alunos ou grupos mais humerosos como sala de aula;

em experimentos que visam a formacéo dos professores; em experimentos que
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buscam o desenvolvimento de uma comunidade profissional ou a

reorganizagao do sistema escolar.

Uma das propostas de um experimento de ensino € o desenvolvimento
de classe de construtos tedricos que servem para interpretar o processo de
aprendizagem e 0s meios que se destinam a apoia-lo. Desse modo, a pesquisa
usualmente se limita a uma amostra relativamente pequena e as idéias teoricas
desenvolvidas sdo modestas, geralmente relacionadas a um dominio
especifico da aprendizagem que, quando compartiihadas comunicam

implicacdes relevantes aos educadores. De acordo com Vaz (2004):

O objetivo de um experimento de ensino é a construcdo de modelos
explanatdrios para interpretar os processos de aprendizagem dos
alunos. A questdo entdo é sobre a aplicabilidade de modelos
construidos a partir de um experimento de ensino para a
compreenséo do comportamento de outros aprendizes sob condi¢Bes
semelhantes. (p.36)

Segundo Drisostes (2005), uma pesquisa baseada em design deve
esclarecer o funcionamento de cenarios auténticos, ou seja, desenvolver
relatos reais sobre resultados de interesse, ndo documentando somente o
sucesso ou a falha, mas também focalizando atencdo para as interacdes dos
aprendizes, pois sao elas que refinam nossa compreensao sobre os fatores

que influenciam a aprendizagem de certo dominio matematico.

Por isso, torna-se importante em cada sessédo de pesquisa a utilizagao
de instrumentos de captacdo como audio, video e notas do professor-
pesquisador. Também € interessante contar com o apoio de assistentes e
elaborar diferentes formas de coletas de dados (questionarios, testes, analise
do discurso, interagdo social, etc.). Esses recursos permitem uma andlise
detalhada do processo e uma reflexdo retrospectiva constante, a fim de
verificar os dados obtidos durante o experimento de maneira extensiva e
longitudinal, compreendendo o fendmeno em investigacdo, enquanto o
experimento se desenvolve.

De acordo com Cobb (2000), o processo de design pode ser

caracterizado por dois aspectos inter-relacionados e ao mesmo tempo
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dependentes, que articulam a teoria com a pratica e separam o0s ciclos de

pesquisa em duas fases. A Figura 2 ® que segue ilustra melhor essas fases:

FASE DE FASEDE
DESENVOLVIMENTO EXPERIMENTACAO

FIGURA 2: Fases inter-relacionadas do processo de  design

A fase de desenvolvimento consiste no planejamento das sessdes de
pesquisa envolvendo a fundamentacdo tedrica, enquanto a fase de
experimentacdo envolve a aplicacdo das atividades e analise dos resultados
por meio de uma estrutura interpretativa delineada. Em determinados ciclos, a
énfase pode estar na fase de desenvolvimento e, em outros, na fase de

experimentacéo, e vice-versa.

Em nossa pesquisa, buscamos primeiro desenvolver uma nova versao
para a Calculadora Colorida de Sinclair (2006); depois escolhemos 0s sujeitos
da pesquisa; estudamos o0 objeto matematico (niUmero racional e irracional);
desenvolvemos e testamos as atividades aplicadas durante as sessfes de
pesquisa; por fim, planejamos os procedimentos para coletas de dados e a
analise dos mesmos. Por isso, nossa pesquisa foi realizada em trés ciclos e na

secao seguinte apresentamos essa organizacao

2.2 Ciclos da Pesquisa

Organizamos nossa pesquisa em trés ciclos. Resumidamente, no Ciclo I,
planejamos, elaboramos, organizamos e construimos a musiCALcolorida e as

atividades. No Ciclo Il, colocamos em acédo o experimento, aplicando as

® A Figura 2 foi inicialmente apresentada por RibéR2007, p.66)

66



atividades e analisando as interacdes dos aprendizes com a musiCALcolorida.
Finalizamos a pesquisa no Ciclo lll, fazendo ajustes na musiCALcolorida e
criando novas atividades baseadas nos resultados do experimento e aplicamos
com os alunos, a fim de formalizar alguns conceitos sobre nimeros reais. Nas

proximas secdes estaremos apresentando detalhadamente esses ciclos.

2.2.1 Ciclo I: Desenvolvimento

Nessa pesquisa, estamos interessados em abordar o conceito de
namero real, em particular, do numero racional, de uma maneira inovadora,
utilizando um ambiente computacional dinamico, por isso este ciclo consiste no
planejamento e desenvolvimento desse ambiente e das atividades a serem

aplicadas aos sujeitos da pesquisa.

Voltando ao modelo apresentado na Figura 2, o Ciclo | dessa pesquisa
esta concentrado na fase de desenvolvimento, ficando para o segundo plano a

experimentagao.

FASE DE FASEDE
DESENVOLVIMENTO EXPERIMENTAGAO

FIGURA 3: Foco na Fase de Desenvolvimento

Logo, nesse ciclo, nossa aten¢do esta voltada para o desenvolvimento

do micromundo e das atividades.
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2.2.1.1 Desenvolvendo a musiCALcolorida

Em vez de desenvolvermos um micromundo completamente novo,
escolhemos trabalhar no redesign do ambiente computacional Calculadora
Colorida” (Figura 4) desenvolvido por Nathalie Sinclair (Michigan State
University USA).

A calculadora foi projetada para explorar os nameros racionais e para
permitir ao aprendiz reconstruir e organizar suas concepcdes sobre os
mesmos, trabalhando tanto na representacdo fracionaria como decimal e
fornecendo, além dos resultados numéricos, uma tabela colorida representando
os digitos depois da virgula em uma determinada escala de cores. Essa

calculadora mostra com precisao 100 casas decimais.

A abordagem proposta com o0 uso dessa calculadora possibilita o ensino
e a aprendizagem do conceito de numero racional de uma maneira diferente do

que € proposto usualmente no universo escolar.

! EA{EIER B Number of decimals: 100 +
FBEER Width of table: |10 ¥
[I’ @ E] Ei end (for numbers after the decimal point).
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FIGURA 4: Versdo_sinclair e a representacéo colorid a dada pela calculadora colorida

para a expansédo decimal de 1/7

" A Calculadora Colorida esta disponivel:emww.math.msu.edu/~nathsir¢essoem: 12/09/2008
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Inspirados por essa idéia procuramos desenvolver uma calculadora
colorida e musical, baseada também nas concepc¢fes de Papert (1985) sobre
micromundo. Nossa principal intervencdo na Versao_sinclair (Figura 4) foi de
tentar representar a parte decimal também por notas musicais, ou seja, a
calculadora passou a dar os resultados numéricos numa representagdo sonora

e colorida.

Essa intervencdo e outras que ainda iremos apresentar aproximam a
calculadora das idéias de Papert (1985), uma vez que este tipo de ambiente
computacional apresenta representacbes mateméaticas que podem ter mais
sintonicidade com o corpo e com o0 ego no sentido sugerido por ele. Mesmo
que as atividades nao requeiram dos aprendizes a construcdo de modelos
matematicos na forma de novas ferramentas ou funcionalidades para o
micromundo, talvez o envolvimento dos aprendizes com as representacdes
visuais e sonoras dada pela calculadora ajude a tornar idéias abstratas mais

concretas.

Para a criagcdo do micromundo, contamos com a participacdo especial
do Prof. Guilherme Rodrigues Magalhdes® e da Prof. Dra. Lulu Healy®, os quais
ficaram responsaveis pela programacgéo que foi realizada no ambiente Imagine,

um software educacional que utiliza a linguagem Logo de programacao.

Conforme o micromundo tomava forma, novas discussdes e reflexdes
eram levantadas sobre sua aplicabilidade e interagdo com o usuario. Por isso,
disponibilizamos as versdes do micromundo para os membros do grupo de
pesquisa TecMEM', a fim de verificarmos quais aspectos estavam
funcionando e principalmente aqueles que apresentavam problemas, os

conhecidos “bugs”.

® Aluno doMestrado Académico em Educacdo Matematica, UNIBANBolsista CAPES.

° Docente do Programa de Estudos P6s-Graduados ecaggb Matematicd/NIBAN-SP e orientadora
deste trabalho.

12 TecMEM — Tecnologias e Meios de Expressdo em Matiem
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Dessa interacdo, também surgiram indicacdes de mudancas e idéias
para a construgdo de novas ferramentas. Através de um processo ciclico de
design faziamos as correcdes e alteragdes que consideravamos necessarias e
novamente disponibilizamos a nova versédo aos usuarios, fechando um ciclo de
design interativo, e, assim, continuamos até refinarmos o micromundo e

obtermos a versao que consideramos adequada para o experimento.

Na Figura 5, apresentamos a primeira versdo do micromundo que
denominamos musiCALcolorida. Nessa verséo, incluimos o som de apenas
um instrumento (o piano), mudamos o tamanho da extenséo (barra de rolagem
horizontal) da tabela de 100 casas decimais para 500 casas, acrescentamos
algumas ferramentas para controlar a velocidade, o tom e o tempo entre as
notas (as barras de rolagem vertical) e mantivemos apenas as funcbes que

realizam as quatro operacdes fundamentais e a funcao

Piano quando
clicado toca o
som da parte

decimal \.I I %
1:7 ; |

-]
iJi — e oo
T

som.

|b,14285?’14285?14?_85?14285?’14285?14?_85?14285?14285?14285?14285?14285?14285?14285?14285?14285?14285?14285?’14285?

|
=8|

Barra de rolagem que
altera extens&o da tela

de pintura.
Tela de pintura mostra
as cores de cada digito
da parte decimal. | e
=]

FIGURA 5: Versédo_1 do micromundo musiCALcolorida

Também nessa versao (Figura 5) criamos um quadro em branco, que
vamos chamar de tela de pintura. Podemos observar na Figura 5 que essa tela
esta pintada, pois, ao realizarmos a operagdo 1/7, obtemos uma dizima

70



periodica que é representada tanto pela parte numérica quanto pelas cores

respectivas de cada digito.

Podemos notar pela Figura 5, que a interface foi planejada de modo a
representar um ambiente de pintura e musica. Com essa versdo conseguimaos,
criar o primeiro modelo de um ambiente computacional que na tela do
computador apresenta simultaneamente uma representacao visual (pintura
/numérica) e sonora para um numero decimal, pois cada digito corresponde a
uma cor e a uma nota musical. E seu procedimento de uso nao difere muito de

uma calculadora comum.

Como a Versao_1 (Figura 5) ainda estava incompleta, trabalhamos no
design do software de modo a refinar o micromundo, organizando as
ferramentas e definindo os aspectos sensorios de usabilidade da interface, de
modo que 0S usuarios, no caso NOSsos sujeitos de pesquisa, sejam convidados
a interagir com esse ambiente computacional. Com este objetivo
desenvolvemos a Versao 2 da musiCALcolorida (Figura 6), que consideramos

adequada para ser utilizada no experimento.

O Grande Piano Aclstico
|
L]

|
Jﬁ +—
b
Aciona o som.

0N Es - 7 5l

HEHE

| lel- 0 <
LLLLE

Akl

FIGURA 6: Versédo_2 do micromundo musiCALcolorida
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Na Versdo 2, acrescentamos a calculadora as funcdes: radical,
expoente e 1/x. Também conseguimos incluir diferentes instrumentos musicais
e, para obter o som atrelado ao resultado decimal obtido, basta clicar sobre a
clave de sol. As quatro ferramentas (barras de rolagem horizontal) permitem
mudar o tipo de instrumento, o tempo das notas, o tom e a diferenca de tempo

entre as notas.

A Versdo_ 2 também opera com uma precisdo maxima de 500 digitos
decimais, isto é possivel pela troca do tamanho ou dimenséo da tabela colorida
para valores entre 1 e 50. Vamos tentar exemplificar, usando a Versao 2, o
gue acontece nesse ambiente computacional quando realizarmos a operagéo

da divisdo, assim para 1/7 obtemos o seguinte resultado:

0.14285714285714285714285714285714285714285714285714285714285...

Além dessa representacdo decimal, a musiCALcolorida também
apresenta na interface, uma tela de pintura na qual, cada cor representa um
digito ap0s a virgula e clicando na clave de sol, temos o respectivo som desse
namero. Assim, o0 resultado é representado simultaneamente por uma

sequéncia de cores, de sons e de digitos.
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Na Figura 7, podemos notar que a dimensdo do quadro escolhida neste

exemplo é 10, mostrando com precisdo 100 casas decimais.

FIGURA 7: Representacao visual de 1/7 dada pela mus iCALcolorida

Para explorar as diferentes representacdes visuais do numero 1/7, basta
mudar a extenséo da tela de pintura (barra de rolagem vertical), ou seja, alterar
as dimensofes do quadro obtendo desta forma novos padrdes de cores. Nosso
objetivo € permitir que o aluno descubra essa fungdo da barra de rolagem
atravées da interagio com o musiCALcolorida, encontrando outras

representacdes visuais.

Desse modo, podemos obter diferentes representacdes visuais de um
mesmo numero alterando a “extenséo da tela”, ou seja, 0 mesmo resultado em
diferentes tamanhos de tela resultando em diferentes padrdes de cores como

podemos observar na Figura 8 e Figura 9.
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FIGURA 8: Representacéo de 1/7 com tela de pintura

FIGURA 9: Representacao de 1/7 com tela de pintura

de extensao 18

de extenséao 17.
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A tela de extensdo 18 (Figura 8) produz um padrédo de cor que, de
acordo com Sinclair et al. (2006), chamamos de listras. Ja a tela de extenséo
17 (Figura 9) produz um padrdo que chamamos de diagonais, no caso, a
esquerda, mas elas podem aparecer também a direita. Quando o quadro é
pintado por duas cores diferentes alternadas, chamamos esse padrdo de

tabuleiro, como mostra a Figura 10.

FIGURA 10: A pintura de 1/99 tem um padréo de tabul eiro.

Vale lembrar que s6 os digitos depois do ponto decimal sédo pintados na
tela e tocados. A operacdo divisdo sera o foco do nosso trabalho, pois esta
operacdo produz a maior parte dos resultados interessantes, particularmente
quando o quociente é um numero com representacao decimal infinita periodica,

ou seja, 0s quocientes sao dizimas periodicas.

A musiCALcolorida também representa uma nova abordagem de ensino
para alunos que em algum momento de sua vida escolar ja viram e
aprenderam algumas propriedades sobre esses nimeros reais, mas possuem
uma compreensao ainda incompleta. E para aqueles que ja compreendem
satisfatoriamente, ela pode ajuda-los a explorar outros aspectos desses

ndmeros.
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As quatro caracteristicas da Calculadora - cor, tamanho, som e rapidez —
ndo sdo encontradas em calculadoras portateis nem por meio da utilizagdo de

papel e lapis.

Segundo Sinclair et. al. (2006), o tamanho da tela de pintura fornece
uma repeticdo de digitos que pode ajudar os alunos a perceberem mais

facilmente o periodo do numero racional e criarem uma percepc¢ao de infinito.

Com relacdo a rapidez, Sinclair et. al. (2006) apontam a habilidade da
calculadora de mostrar rapidamente o quociente, diferente do que acontece em
outros ambientes, como papel e lapis, onde esse processo de conversao, da
fracdo para o decimal, tende a ser longo, tedioso e propenso ao erro. Esta
caracteristica leva o aluno a trabalhar com os resultados da converséao e a
tratar estes resultados como objeto de estudo ao invés do processo, ou seja, 0S
resultados sdo centrais no estudo do objeto matemético enquanto que os

calculos e os algoritmos ficam em segundo plano.

A cor pode facilitar a identificacdo do padrdo numeérico, pois apresenta
diferentes modelos de padrbes de pintura do mesmo numero racional quando
manipulamos o tamanho da tela de pintura, revelando assim a periodicidade
desse numero. De acordo com Sinclair et. al. (2006), esses modelos s&o
reconheciveis e atrativos (listras, diagonais e tabuleiro) e eles podem se tornar
objetos motivacionais. Em nossa investigagao, verificamos que o0 som possui
essas propriedades independentemente da representacao visual, conseguindo

revelar a quantidade de digitos no periodo da dizima.

Essas caracteristicas da calculadora permitem encorajar e apoiar a
experimentacdo, diferente do que ocorre em outros ambientes de
aprendizagem envolvendo numeros racionais. Elas possibilitam uma
investigacdo entre a relacdo do denominador da fracdo e o periodo da
expansdo decimal, de tal forma que, o aluno, pela exploragdo, descubra as
propriedades matematicas existentes.
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Portanto, nesse ciclo, criamos novas versbes da calculadora,
preservando a caracteristica colorida e acrescentando a musical; modificamos
a interface; acrescentamos ferramentas; organizamos o composto de midia
(cor, sons, movimento e outros); definimos quais informacdes do objeto
matematico ficariam disponiveis e implicitas; testamos as possibilidades do

software e suas limitagdes; e estudamos a interacdo do usuario com a midia.

Depois de definido uma versdo do micromundo a ser utilizada no
experimento, partimos para a elaboracao das atividades que vamos descrever

na proxima secao.

2.2.1.2 Desenvolvendo as atividades

As atividades foram desenvolvidas e planejadas com dois objetivos.
Primeiro, as atividades n&do poderiam ser convencionais como as aplicadas em
sala de aula, geralmente encontradas nos livros didaticos que em sua maioria
apresentam exercicios de treinamento com comandos do tipo resolva e calcule.
Segundo, as atividades precisavam ter um formato que explorasse os
potenciais das ferramentas do micromundo, abrangendo o conteudo

matematico numeros racionais, mas de uma forma palpavel.

Considerando esses objetivos, elaboramos uma entrevista e duas
atividades. Na entrevista, criamos um roteiro no intuito de realizar uma
discussédo com os aprendizes sobre os numeros racionais e, assim, levantar os
seus conhecimentos sobre esses numeros para depois aplicarmos as

atividades.

Na primeira atividade, o aprendiz foi convidado a explorar as diferentes
fungcdes do micromundo musiCALcolorida com a intencdo de permitir a
interacdo e a familiarizagdo do mesmo com o instrumento. E, na segunda
atividade, buscamos através de uma estratégia ludica, explorar as diferentes

representacfes dos numeros racionais partindo da representacdo fracionaria

77



para a decimal. O roteiro da entrevista e as atividades serdo descritas na

secao 2.3 desse Capitulo.

Tendo em maos a versdao do micromundo musiCALcolorida e as
atividades, estdvamos prontas para o experimento. Entdo buscamos realizar
nossa primeira experiéncia com os aprendizes. Partimos entdo para o Ciclo IlI:

a experimentacéo.

1.2.2 Ciclo II: Experimentacgao

Esse ciclo consiste em dois momentos: Fase Teste e Estudo Principal.
Na Fase de Teste, buscamos realizar sessfes de pesquisa com os aprendizes
para testarmos as atividades desenvolvidas e o micromundo musiCALcolorida,
visando principalmente investigar e analisar as interagoes dos aprendizes a fim
de fazermos as modificacbes necessarias e entdo partimos para o Estudo

Principal da pesquisa.

Diferente do que realizamos no Ciclo |, mas inter-relacionados devido ao
processo de design iterativo, no Ciclo Il, buscamos centrar nossas atengoes na
fase de experimentacao, ficando para o segundo plano o desenvolvimento,

como explicitado na Figura 11.

FASE DE
FASE DE -
DESENVOLVIMENTO EXPERIMENTACAO

FIGURA 11: Foco na Fase de Experimentacéo
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A Fase de Teste nos permitiu levantar aspectos relevantes que
contribuiram para a parte do Estudo Principal, como o refinamento das nossas
ferramentas de pesquisa, a escolha dos sujeitos, o planejamento do roteiro das
sessOes de pesquisa, o papel do professor pesquisador e os meios para coleta

e analise dos dados.

Apresentamos, a seguir, uma breve descricdo de cada uma dessas

etapas, considerando os principais elementos que compde nossa pesquisa.

2.2.2.1 Fase Teste

Nessa secdo, vamos mostrar uma breve descricdo da Fase Teste,
deixando para o Capitulo 3 uma apresentacdo mais detalhada, onde
mostramos o0s resultados mais relevantes e as consideracdes acerca dessa

parte do experimento.

A Fase Teste teve como principal objetivo refinar nosso instrumento de
pesquisa e colaborar no planejamento do estudo principal. As atividades e a
musiCALcolorida foram testadas, a fim de verificar suas potencialidades
durante a interacdo com os aprendizes. Esses instrumentos tomavam forma a
medida que o0s aprendizes 0s experimentavam, e dessas interagbes partiam
novas reflexdes para que as mudancas tornassem esses instrumentos mais

adequados a nossa investigacao.

As sessdes de pesquisa dessa fase foram realizadas em outubro de
2007, sendo os sujeitos da pesquisa dois alunos que vamos chamar por Rafael
e Gabriel'!.a. Eles estavam cursando o 3° Ano do Ensino Médio no periodo da

manha, de uma Escola Estadual da cidade de Sao Paulo

Essa escola situa-se na regiao centro-sul de Sao Paulo, atendendo

alunos de classe média baixa e funcionando somente no periodo da manha e

" para preservar a identidade dos sujeitos de mesgaimos chama-los por pseudénimos.
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da noite. Uma das caracteristicas da escola é o fato de ser destinada apenas
para o Ensino Médio, assim, a maioria dos alunos estuda num periodo e no
outro realiza outras atividades, como estagios, trabalho, cursinho ou curso

técnico.

N&o houve um motivo particular pela escolha da escola, somente o fato
do professor pesquisador ser professor efetivo dessa unidade escolar, o que
facilitou o contato com a equipe gestora, a qual ao analisar o projeto de
pesquisa, gentilmente autorizou a realizacdo dessa Fase da pesquisa com 0s

alunos da escola.

Optamos nessa Fase por alunos do 3°ano do Ensino M édio por terem,
durante toda sua escolaridade, vivenciado diferentes situacdes de ensino e
aprendizagem envolvendo os numeros racionais. Assim poderiamos ter uma
analise da compreensdo desses alunos sobre esse objeto matematico
relacionado com sua experiéncia escolar e proporcionar a esses alunos uma
nova oportunidade de trabalho com os ndmeros racionais por meio de uma

abordagem diferente.

Convidamos para participar do projeto uma turma do 3° ano do Ensino
Médio, varios alunos se interessaram em participar, mas nao tinham
disponibilidade de horario, pois as atividades seriam realizadas no contra-turno
e muitos deles faziam estagios, trabalhavam ou estudavam em outro periodo,
com excecao de Rafael e Gabriela, que voluntariamente aceitaram participar do

projeto mostrando interesse e compromisso.

Rafael e Gabriela, ambos com 17 anos, estudam juntos desde o 1° Ano
do Ensino Médio. Em uma conversa com a professora de matematica da turma,
conseguimos conhecer um pouco o perfil desses alunos quanto ao rendimento

escolar e ao desempenho matematico.

Gabriela € considerada uma aluna excelente, curiosa, decidida,
esforcada e interessada, além das aulas regulares, faz cursinho a noite com o

objetivo de entrar em um curso universitario estadual, tem facilidade em
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aprender matematica apesar de achar dificil. J& Rafael é considerado um bom
aluno, esforcado, um pouco disperso e timido, seu desempenho em
matematica é regular, apresentando muita dificuldade, ele destaca-se nas
atividades culturais, principalmente quando tem mdasica envolvida, pois ele

gosta de tocar violao.

Realizamos duas sessdes de pesquisa com trés encontros de 1 hora na
biblioteca da escola, na qual utilizamos apenas um computador. Para a coleta
de dados, as sessfes foram gravadas em audio e video para a analise das

expressoes dos alunos, incluindo as anotacdes registradas nas atividades.

Na analise, buscamos identificar e compreender quais conhecimentos e
significados o aluno possui em relagcdo aos numeros racionais, detectando, por
meio das suas falas e dos seus gestos, possiveis narrativas para os fenbmenos

matematicos observados.

Participaram das sessfes a dupla de alunos e o professor-pesquisador
gue desempenhou o papel de mediador e observador. Para cada sesséo de
pesquisa, o professor-pesquisador explicava a atividade proposta e observava
atentamente as interacbes da dupla. Em determinados momentos, a
intervencdo foi necessaria, através de questbes abertas, para que o0s
aprendizes nao perdessem o foco das atividades. Nossa intencdo como
professor-pesquisador foi encorajar os aprendizes na tomada de suas
decisbes, permitindo que tomassem a direcdo da situacdo, sendo responsaveis

pelo levantamento de hipéteses, discussoes, refutacdes e conclusdes.

Outro papel importante do professor-pesquisador nessa fase foi a pratica
reflexiva sobre suas intervencdes e das atitudes dos aprendizes durante as
sessoOes, isso foi possivel através da captacdo desses momentos por video e
audio. O carater reflexivo e interativo dessa metodologia nos permite preparar
as sessdes subseguentes modificando algumas praticas por outras de acordo
com as atitudes observadas.
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A Fase Teste foi de extrema importancia para o Estudo Principal, pois, a
partir da pratica reflexiva do professor-pesquisador sobre as sessoées,
conseguimos planejar nossas ag0es, reorganizar e criar novas atividades para
serem aplicadas no Estudo Principal. As mudancas significativas que
ocorreram a partir dessa fase, que serdo apresentadas com detalhes no
Capitulo 1ll, foram: a mudanca dos sujeitos de pesquisa para alunos do 1°Ano
do Ensino Médio; a escolha desses sujeitos por meio de uma atividade de
selecdo; reorganizacao do roteiro da entrevista; replanejamento das atividades;
e criacdo da Atividade 3 para exploracdo de propriedades dos numeros
racionais. Na secao seguinte apresentamos resumidamente o Estudo Principal

onde essas mudancgas foram implantadas.

2.2.2.2 Estudo Principal

Nessa secdo, vamos mostrar uma breve descricdo de como o Estudo
Principal aconteceu, deixando para o Capitulo 4, uma apresentacdo mais

detalhada desse momento.

O Estudo Principal consiste na experimentacédo propriamente dita. Como
ja dissemos a Fase Teste foi uma preparacdo para esse Estudo que colaborou
para a escolha dos sujeitos, refinamento dos instrumentos, postura do

professor-pesquisador, planejamento da coleta e analise de dados.

N&o realizamos esse Estudo na mesma escola da Fase Teste, optamos
por outra escola estadual que também se situa na regido centro-sul de Sao
Paulo, atendendo alunos do Ensino Fundamental e Médio. A maioria desses
alunos mora em pequenos corticos proximos da escola, em abrigos para
criancas cuja familia biologica ndo tem condi¢cdes de cuidar deles ou até
mesmo em favelas proximas da regido, como Helidpolis. Um dos maiores
problemas da escola é falta de infra-estrutura para o atendimento desse publico

carente.
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Outra caracteristica da escola é a alta rotatividade dos alunos, muitos
moram longe ou acabaram de chegar de outras regiées do pais, principalmente
do Nordeste, e sO estdo estudando nessa escola por ndo conseguirem vaga
perto de casa. Quando eventualmente conseguem, transferem-se ou acabam
desistindo do curso. Assim, a escola acaba sendo apenas “de passagem”, com

alto indice de evasado escolar.

A maioria dos alunos do Ensino Médio, no horario de contra-turno,
trabalha para ajudar na renda familiar ou realiza outras atividades como

estagios, cursinho ou curso técnico.

Para a autorizacao do projeto na escola, o professor-pesquisador entrou
em contato com a equipe gestora, a qual, ao analisar o projeto de pesquisa,
considerou-o condizente com a proposta pedagdgica da escola e autorizou a

realizacdo dessa fase da pesquisa.

Nesse Estudo, ndo realizamos o experimento com alunos do 3° Ano do
Ensino Médio, porque, ao analisarmos a Proposta Curricular do Estado de S&o
Paulo, verificamos que na grade curricular os nimeros racionais, apesar de
permearem toda a Educacédo Basica, sdo trabalhos no 1° Ano do Ensino Médio
com maior exigéncia de abstracdo. Como a questdo da abstracéo é relevante
para nossa pesquisa, escolhemos esses alunos como sujeitos do Estudo
Principal.

Na selecado dos participantes, aplicamos uma atividade com papel e lapis
(ver Anexo 1) para duas turmas do 1°Ano, na qual o s alunos foram solicitados
a apontar e justificar, dentro de um conjunto de numeros, agueles que eram
racionais. Dos que realizaram a atividade, foram selecionados primeiramente
agueles gue tinham disponibilidade de horario, ja que as sessfes de pesquisa
ocorreram em periodos diferentes do horario de aula. Além disso, foram
selecionados aqueles que demonstraram interesse e curiosidade em participar

de um projeto de pesquisa.
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A entrevista foi realizada individualmente para que as respostas dos
alunos néo sofressem influéncia e, para as demais atividades, fizemos a opg¢éo
de agrupa-los em dupla como uma tentativa de valorizar e incentivar a
comunicacdo oral, de forma que pudessem aprender uns com 0S outros e

aprender a organizar o pensamento para se fazer entender.

Foram selecionados 8 alunos do 1° Ano do Ensino Médio com idades
entre 15 e 16 anos. Esses alunos foram divididos em quatro duplas que
participaram de trés sessdes totalizando 6 horas de atividade de pesquisa.
Essas sessdes ocorreram na biblioteca da escola onde tinhamos disponivel um
computador. O Estudo Principal ocorreu nos meses de junho, agosto e
setembro de 2008.

Na Tabela 1, descrevemos o perfil dos alunos considerando seu
desempenho escolar do ponto de vista do professor de Matematica da turma e
0 seu desempenho na atividade papel e lapis: as duplas foram formadas para
juntar alunos com desempenho escolar de um nivel semelhante e também com

respostas parecidas nessa atividade.
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TABELAZ1: Perfil dos alunos que participaram do Estu do Principal.
DESEMPENHO NA ATIVIDADE
DUPLA PERFIL PAPEL E LAPIS
S&8o boas alunas, esforcadas, | Nocdo limitada do conceito de
Nale mas apresentam dificuldades | nUmero racional, justificando que um
e em Matemaética namero € racional quando a parte
Marcia decimal é formada por uma
sequéncia de digitos repetidos.
Sao super amigos, bons | Nocdo mais abrangente do conceito
alunos. Rodolfo €é mais | de numero racional justificando que
Rodolfo organizado e interessado do | esses nUmeros sdo aqueles que
e que Bruno (disperso), ambos | podem ser colocados em forma de
Bruno apresentam facilidade em | fraco.
Matematica e no periodo da
tarde fazem curso Técnico em
Eletronica
Ambas apresentam | Nocdo insatisfatéria do conceito de
dificuldades em Matematica | nimero racional. Mariangela
Maristela com rendimento  escolar | considera todos 0s numeros
e regular. Mariangela é mais | racionais menos ndameros com
Mariangela comprometida do que | raizes. E Maristela justifica com
Maristela, esta é dispersa. exemplos de numeros, indicando
alguns nimeros decimais periédicos
e como numero irracional -36.
Ambos apresentam | Noc¢do bastante limitada do conceito
Sérgio dificuldades em Matematica | de nimero racional, justificando que
e com baixo rendimento | esses sdo ndmeros com uma
Joéo escolar. Sergio apresenta | seqiiéncia ou dizimas periodicas.
melhores  resultados  que
Joéo.

O papel do professor-pesquisador e a forma de coleta de dados, ndo
apresentou mudancas significativas com relacdo a Fase de Teste. No Estudo
Principal, o professor-pesquisador manteve a postura de mediador da situacao.
E para a coleta de dados, continuamos captando os fatos ocorridos nas

sessOes de pesquisa, por meio da gravacdo em audio e video, e, também
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utilizamos as anotacdes do professor-pesquisador e o0s registros das respostas
dadas pelos alunos para as atividades propostas como fonte de dado.
As atividades desenvolvidas no Estudo Principal seguem descritas na

proxima secao.

2.3 Atividades

Os alunos selecionados para o Estudo Principal, participaram de uma
entrevista inicial e de trés atividades envolvendo o0 micromundo
musiCALcolorida. Nessa secédo, apresentamos as atividades, descrevendo as

alteracdes realizadas ap0s a aplicacdo com os alunos da Fase Teste.

2.3.1 Entrevista

A entrevista teve como objetivo promover uma discussdo sobre os
nameros racionais para situar os alunos no assunto e investigar seus
conhecimentos sobre esses nimeros. Essa entrevista possibilitou ao professor-
pesquisador fazer um levantamento prévio dos conhecimentos matematicos
dos alunos, considerando suas limitacbes e as possibilidades de progresso,
para entdo planejar suas a¢des de acordo com o que esses alunos sabem e o

gue eles podem fazer.

Diferente da entrevista na Fase Teste, a qual foi realizada em dupla, no
Estudo Principal optamos por realizar essa entrevista individualmente, para que
as respostas dos alunos nédo sofressem influéncia pelas respostas
apresentadas por seus parceiros. No Quadro 1 apresentamos 0 roteiro de

perguntas da entrevista.
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12 Pergunta: Vocé ja deve ter aprendido, em algum momento de seus
estudos, sobre os numeros racionais. O que vocé sabe sobre esses
nameros?

22 Pergunta: Escreva alguns nimeros que vocé sabe que sao numeros
racionais.

3?2 Pergunta: Vocé tem algum ndmero preferido? Pode dizer por qué?

QUADROL: Roteiro da entrevista

A primeira pergunta foi apresentada para que os alunos explicitassem
sua propria concep¢do de nimeros racionais e a segunda para mostrar quais

nimeros esses alunos usualmente consideram como racionais.

Para o Estudo Principal, esta entrevista foi adaptada da original
realizada na Fase Teste. A primeira mudanca foi para incluir a terceira
pergunta, como uma tentativa de resgatar as estérias sobre os niumeros ligadas

as experiéncias dos alunos.

A segunda diferenca esta no enunciado e na ordem das perguntas, pois
tinhamos pedido para os alunos escreverem exemplos de nimeros racionais
antes de ouvirmos suas “falas” que expressam seus conhecimentos sobre os
nameros racionais. A razdo desta mudanca foi para evitar que as informacdes
dadas pelo aluno sobre seu conhecimento de nimeros racionais nao ficassem

presas apenas em exemplos numeéricos.

2.3.2 Atividade 1: Apresentacdo do micromundo musiCALcolorida

Nosso primeiro objetivo com essa atividade foi familiarizar e instrumentar
os alunos com as ferramentas da calculadora, e observar o seu comportamento
e suas impressdes no primeiro contato com o ambiente computacional. Assim,
deixamos que os alunos interagissem com as diferentes ferramentas da
musiCALcolorida, como o tamanho da tabela, instrumentos, tempo das notas,

tom, diferenca de tempo entre as notas, musica e outras, para que nessa
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exploracdo eles experimentassem as diferentes ferramentas desse ambiente

computacional. Segue abaixo a Atividade 1 de familiarizacao:

Vamos realizar a seguinte sequéncia Y, 1/3,1/4, 1/5,..., 1/11.

QUADRO 2: Atividade de familiarizacdo e exploracdo

Antes de aplicarmos a Atividade 1 (Quadro2), o professor pesquisador
apresentou a musiCALcolorida e suas fungbes, mostrando as operacdes
fundamentais desse micromundo, comparando-o com uma calculadora usual e
destacando os diferentes aspectos e representacdes (visual e sonora) que

tornam a musiCALcolorida uma calculadora especial.

Apdbs esse momento de apresentacgdo, o professor-pesquisador entregou
para a dupla a Atividade 1, orientando-os para observarem a representacao
visual (pintura/numérica) e sonora que 0 micromundo apresenta para 0S
nameros da sequéncia quando se realiza a operacéo da divisdo e para que 0s
alunos expressassem, no dialogo com o colega, suas interpretacdes sobre

essas manifestacoes.

A sequéncia formada por fracdes ordinérias, apresentada na Atividadel,
foi escolhida para que as duplas explorassem tanto as representacbes
decimais finitas e infinitas peridédicas. Deste modo, conseguimos obter
diferentes expressfes, resultantes das reacdes das duplas, perante os
resultados dados pela musiCALcolorida para cada representagdo do numero
racional. ApGs as duplas terem terminado a Atividade 1, fizemos a pergunta

apresentada no Quadro3.

Dos numeros desta seqiiéncia, tem um namero que vocé mais simpatizou? Qual?

Vocé pode explicar por qué?

QUADROS3: Busca de narrativas

88



Essa pergunta ndo foi realizada para os alunos que participaram da
Fase Teste, porém foi incluida a fim de trazer a tona possiveis narrativas que
refletem as interpretacées dos alunos sobre as propriedades dos nuameros
racionais observadas a partir dos comportamentos apresentados

dinamicamente por meio do ambiente computacional.

2.3.3 Atividade 2 : Organizando 0s numeros

Procuramos aplicar a Atividade 2 por meio de uma estratégia dinamica
e ladica, visando a exploragdo das diferentes representacfes dos numeros

reais, partindo da representacéao fracionaria ou radical para a decimal.

Essa estratégia consistiu em retirar de uma caixa um numero e obter as
suas diferentes representacdes no micromundo musiCALcolorida. Em seguida,
a tarefa foi organizar os numeros sorteados em grupos, a partir de critérios
estabelecidos pelas duplas e da observacdo dos fendmenos dinamicamente
apresentados. No Quadro 4, apresentamos a Atividade 2 aplicada com as

duplas.

Retire da caixa um nimero e use a calculadora para produzir representacées do
ndmero sorteado.

a) Observando as representagdes (visual e sonora) desses numeros sorteados,
anote os aspectos que vocé considera importantes, interessantes, pertinentes,
diferentes, atrativos, engragados...

A partir dessa observagdo, comece a organizar esses nimeros em grupos, 0s

quais devem ser nomeados, explicando seu critério de selegcdo. Coloque os
ndmeros que vocé considera do mesmo grupo dentro do envelope para auxilia-lo
nessa organizacao.

b) Crie mais um nUumero que se encaixe em cada um dos envelopes,
obedecendo ao critério de organizacao estabelecido no item anterior.

Quadro 4: Atividade organizando os nimeros

Os numeros escolhidos para essa atividade visaram contemplar as

diferentes representacfes de numeros racionais partindo da fracdo ordinaria
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para o numero decimal. Esses numeros estdo organizados na Tabela 2 por

meio de uma classificagdo que segue critérios mateméaticos convencionais

TABELA 2: Numeros escolhidos para Atividade 4

Inteiros 16562 42768
13 324
Numeros com 5 7 315 25
Representacdo Decimal o 10 100¢ 4
Finita
17 5 1 8 789
3 9 3 7 47 62

NUmeros com

Representacdo Decimal 16 8 1 1 7 56 5689

Infinita 11 99 43 22 12 147 999¢

9 135 42 2894 148 695
99¢ 33:c 90C 900C 999C 56

Também colocamos na caixa 36, o qual tem como resultado o nimero
inteiro 6, e 12 que é um numero irracional, para confrontar com a idéia
equivocada, explicitada pelos alunos na Fase Teste, de que todo numero
expresso com radical representa um numero irracional. Nosso objetivo ao
incluir tais numeros foi possibilitar uma situacdo de comparacdo e confronto
para que as duplas pudessem perceber a diferenca entre nimeros racionais e

irracionais.

Esta Atividade 2 foi adaptada da original realizada na Fase Teste. A
mudanca ocorreu em relacdo a quantidade de numeros escolhidos para colocar
na caixa, pois, no primeiro experimento, os alunos levaram muito tempo para
organizar 0os numeros, ndo conseguindo realizar o item b da Atividade 2, que
era criar um novo numero para cada grupo formado, obedecendo os critérios

estabelecidos.
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A Figura 12 mostra o0 modelo do envelope entregue para auxiliar na
organizacdo. Nesse envelope foram impressos os numeros, observagfes e

nome do grupo para que as duplas fizessem seus registros.

= = e e e e e = -
. |
I .
iy NUmeros Observacoes Nome do Grupdg |
! (Aspectos/Caracteristicas do Grupo) I
I .
. |
I .
. |
I [
. |
1 S o
e it 7=

FIGURA 12: Modelo do envelope

2.2.4 Atividade 3: Descobrindo propriedades

Essa atividade foi desenvolvida a partir da curiosidade de Gabriela, a
qual durante a Fase Teste, tentou obter uma fragdo cuja expansao decimal
fosse uma dizima periddica de periodo 123456789 e assim conseguir a

representacao tanto sonora como colorida desse numero.

Para isso, ela fixou o numero 123456789 no numerador e, por meio de
tentativas procurou um numero no denominador que pudesse formar a fracao
geratriz da representacdo desejada. Depois de algumas tentativas acabou

desistindo.

Observando tal curiosidade, elaboramos a Atividade 3 (Quadro 5),
aplicada no Estudo Principal, que teve por objetivo levar os alunos a
analisarem padrbes e descobrirem propriedades tentando encontrar uma

fracdo que gerasse o numero racional pensado por Gabriela.

Nessa atividade, criamos uma situacdo que leva os alunos a se

envolverem no problema de Gabriela a partir da observagéo de outras fracoes,
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explorando, na primeira tarefa da atividade, o denominador 9 e na segunda
tarefa denominador 99. Na terceira tarefa, espera-se que o aluno tenha
encontrado a relacdo entre o numerador e os denominadores 9, 99, 999... e

possa finalizar a atividade gerando o niumero de Gabriela.

QUADRO 5: Descobrindo propriedades
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2.4 Analise dos Dados

Como a metodologia utilizada em nossa pesquisa € baseada em design,
o trabalho é realizado através de um processo ciclico e colaborativo que busca

o refinamento de modelos tedricos das trajetdrias de aprendizagem.

Além de projetar e testar as ferramentas de pesquisa, apés cada sessao
de pesquisa, procuramos refletir sobre as atividades realizadas e as acdes dos
aprendizes sobre essas atividades, buscando compreender a relacdo entre
teoria, ferramentas e praticas. Assim, pudemos confirmar ou rejeitar estratégias

e hipoteses, planejando nossas agfes para as novas sessoes de pesquisa.

Na Fase de Teste, a analise dos dados buscou, de forma geral,
identificar e compreender quais conhecimentos e significados o0s alunos
possuem em relacdo ao numero racional durante a interagcdo com o
micromundo musiCALcolorida. Buscamos detectar, a partir das suas falas e
dos seus gestos, possiveis narrativas para os fenbmenos matematicos

observados.

Para o Estudo Principal, delineamos alguns aspectos que vamos considerar
na analise dos dados que foram coletados por meio de gravacao audio/video,
registros dos alunos e notas do professor-pesquisador durante as sessoes de
pesquisa. Nossa intencéo é considerar as diferentes maneiras de se expressar
dos alunos, buscando compreender os significados que eles constroem em

suas experiéncias matematicas.
Definimos cinco categorias para usar na organizacao destes dados, com
intuito de fazer comparacdes entre sessdes de pesquisa e entre os trabalhos

das diferentes duplas. Estas categorias sao:

As estratégias utilizadas pelos alunos para o desenvolvimento das
atividades;
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As dificuldades apresentadas pelos alunos durante a utilizacdo do

micromundo musiCALcolorida;

As propriedades de numeros racionais expressas durante suas

interacbes com o micromundo musiCALcolorida;

As principais acdes, decisdes e interacdes da pesquisadora com o0s

alunos;

As narrativas produzidas para interpretar 0s comportamentos
observados das propriedades dos numeros racionais, as quais foram
apresentadas (dinamicamente) através das falas e dos gestos dos
alunos e aspetos dos seus comportamentos indicativos de sintonicidade

entre as representacdes exploradas com seus corpos e egos.

2.5 Ciclo lll: Desenvolvimento e Experimentacao

Esse ciclo surge durante a pesquisa, particularmente no Estudo
Principal. A reflexdo ap0s cada sessdo de pesquisa sobre os comportamentos
dos alunos durante a realizacdo das atividades com o micromundo e suas
concepcdes matematicas, explicitou a necessidade de novas modificagbes no
micromundo e a criagdo de atividades a partir das idéias matematicas dos

alunos para a formalizacao do objeto numero racional

Assim, o Ciclo Il de nossa pesquisa tem uma caracteristica diferenciada
dos demais ciclos, pois esta concentrado tanto na fase de desenvolvimento
como na experimentacdo. A Figura 13 mostra que no Ciclo Il ocorre um
equilibrio entre as duas fases, partindo primeiro da Fase de Experimentacéo
(Estudo Principal) para o desenvolvimento de novas atividades e ajustes no
micromundo e depois voltando para a Fase de Experimentacdo, realizando

com 0s sujeitos novas sessdes de pesquisas e aplicar as mudancas sugeridas.
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FASE FASE
DE DE
DESENVOLVIMENTO EXPERIMENTAGAO

FIGURA 13: Foco tanto no desenvolvimento quanto na experimentacao

Na fase do desenvolvimento desse ciclo, o micromundo
musiCALcolorida ganhou novas ferramentas e sofreu algumas modificagdes.
As alteracdes e as motivacdes que resultaram mudancgas no micromundo serao
descritas com mais detalhes nas Consideracfes Finais. As atividades criadas
foram uma tentativa de conectar os significados matematicos emergentes
expressos pelos alunos de diferentes maneiras com as formas de

representacdo convencionalmente apresentadas na Matematica Escolar.

Realizamos uma sesséo de pesquisa coletiva com duracéo de 2 horas,
com 0s mesmos participantes das sessdes anteriores. Nosso objetivo nessa
sessdo foi mostrar aos alunos como a participacdo deles contribuiu no
desenvolvimento do micromundo e também trazer a voz matematica para os

alunos que, de certa forma ficou implicita em suas falas durante o experimento.

Nesse ciclo, uma mudanca significativa ocorre no papel do professor-
pesquisador. O papel de mediador da situacdo destaca-se em relacdo aos
demais ciclos, entretanto, nesse momento, cabe a ele organizar uma sintese
do conhecimento matematico no que diz respeito ao saber universalizado.
Portanto, o seu papel é trazer a voz matematica para consolidar os
conhecimentos, formalizando conceitos e propriedades dos Numeros

Racionais.
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Para a coleta de dados utilizamos gravacdo em video, as anotacfes do
professor-pesquisador e os registros da realizacdo das atividades. Na analise
desses dados vamos considerar as conexdes feitas pelos alunos entre o
trabalho com a Calculadora e as suas narrativas com o0 conhecimento

matematico expresso numa forma mais convencional e formal.

2.5.1 Atividades — Ciclo IlI

Nesse ciclo, desenvolvemos atividades que visaram retomar as
experiéncias vivenciadas com o micromundo musiCALcolorida para tentar

formalizar o conceito de nimero racional e irracional.

Primeiro o professor-pesquisador promoveu uma discussdo com os alunos
sobre a idéia de que um numero é racional quando conseguimos escrevé-lo em
forma de fracdo e depois buscou formalizar esse conceito usando a linguagem

matematica: Q ={a/b:al Zeb12Z comb 0}
Em seguida, foi proposta a Atividade 4 como uma tentativa de avaliar as

associacfes que os alunos fizeram entre as representacdes visuais/pintura

dadas pela musiCALcolorida e os niumeros racionais e irracionais
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Observe as representacdes visuais dadas pela musiCA  Lcolorida e responda:
1. Quais dessas imagens representam um numero racional? Por qué?
2. Qual diferenca ha entre um namero racional e irracional?

3. Com o uso da musiCALcolorida, tente encontrar a fracao geratriz.

QUADRO 6: Atividade 4 do Ciclo Ill explorando as pi  nturas dadas musiCAL colorida

A Atividade 5, ultima de nossa pesquisa, teve como objetivo relacionar a
classificacdo dos numeros racionais apresentada convencionalmente no
universo escolar com a nova classificacdo esquematizada pelos alunos durante
a utilizacdo da musiCALcolorida. Para tanto o professor-pesquisador organizou
uma classificagdo convencional, encontrada nos livros didaticos, para um

namero racional em esquema e escreveu na lousa, como mostra o Quadro 7.
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QUADRO 7: Classificacdo convencional dos nimeros ra  cionais apresentada nos
livros didaticos

ApoOs registrar esse quadro na lousa, o professor-pesquisador entregou
para cada aluno quatro fracdes ordinarias diferentes, para que, com o auxilio
da musiCALcolorida ou n&o, associassem esses numeros de acordo com a
classificagcdo dada. A Tabela 3 mostra que as fracdes ordinarias escolhidas

contemplam as diferentes representa¢cées dos nimeros racionais.

TABELA 3: Nimeros para serem organizados no esquema
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Para finalizar essa sessdo de pesquisa, cada aluno recebeu uma filipeta
com um dos nomes dos grupos criados na Atividade 2. Esses nomes
representam suas narrativas: sem reacao, digitando colorido, xadrez, sinfonia,
constante, 14, infinito e sequencial. Assim a Atividade 6, consistiu em relacionar
essas narrativas com 0s numeros racionais apresentados na classificacdo
convencional registrada na lousa, socializando os motivos que levaram a essa

associacao.

Nas andlises dos dados coletados durante estas Ultimas atividades,
nossa atencao centrou nas conexodes feitas, ou ndo, entre as representacoes
geradas pelos sujeitos durante suas interagbes com musiCALcolorida e as
representacdes convencdes matematicas associadas com o tratamento de

ndmeros reais no ambiente escolar.

Resumimos as fases de design de nossa pesquisa no Quadro 8 que

segue abaixo.
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QUADRO 8: Resumo dos ciclos da pesquisa

Ciclo | — Desenvolvimento

Processo iterativo de planejamento, elaboragéo e organizagao para a criagdo de versdes da calculadora e
das atividades: testamos e modificamos.

Ciclo Il — Experimentacdo

Experimento em acéo, aplicacéo das atividades, investigacéo e analise das interacdes dos aprendizes com
a musiCALcolorida

Sujeitos 12 Sessédo de Pesquisa 22 Sessédo de Pesquisa 32 Sessdo de Pesquisa
_Entrevista (dupla) _12Versao da Atividade 2:
Fase Gabriela _Atividade 1: familiarizagéo _Organizando os nimeros
Teste Rafael (dupla) (dupla)
3°Ano do Ensino Médio Tempo: 1 encontro de 1h Tempo: 4 encontros de 1h
Marcia
Nale
Estudo Rodolfo _Entrevista (individual) _Atividade 2: Organizando os _Atividade 3: Gabriela
Principal Bruno _Atividade 1: Familiarizagdo numeros (dupla) quer Saber (dupla)
Mariangela (dupla)
Maristela
Sérgio
Jodo
1°Ano do Ensino Médio Tempo: 1 encontro de 1h Tempo: 4 encontros de 1h Tempo: 1 encontro de 1h

Ciclo 11l - Desenvolvimento e Experimentacao

Ajustes na musiCALcolorida e a criagao de novas atividades baseadas nos resultados do Estudo Principal e
aplicacao, a fim de formalizar o conceito de nimero real

Sujeitos 42 Sessédo de Pesquisa

Marcia
Nale
Rodolfo _Formalizagéo
Bruno _Atividade 4: pintura e os nimeros
Ciclo Ill Mariangela _Atividade 5: classificagio convencional e ndo convencional
Maristela
Sérgio
Jodo

Tempo: 1 encontro de 2h

1°Ano do Ensino Médio
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CAPITULO 1lI
ANALISE DE DADOS DA FASE TESTE

Nessa secao, apresentamos com detalhes os dados resultantes da Fase Teste
que consideramos relevantes e que contribuiram para o desenvolvimento da

pesquisa.

3.1 Resultados da Fase Teste

Nessa secdo, apresentamos as atividades aplicadas e os respectivos
resultados que foram relevantes na Fase Teste da pesquisa, que teve como
principal finalidade testar as atividades e a calculadora para possiveis
modificacdes. Os sujeitos da pesquisa para a Fase Teste foram Rafael e
Gabriela os quais estavam cursando o 3° Ano do Ensino Médio de uma escola

publica da cidade de Sao Paulo.

A escolha desses alunos levou em consideracao a disponibilidade e o
compromisso de participacdo como também o fato de estarem terminando um
ciclo de sua escolaridade. Isso nos permitiu analisar a compreensao desses

alunos sobre os numeros racionais relacionada com sua experiéncia escolar.

Percebemos que boa parte das dificuldades apresentadas por esses
alunos eram consequéncias das habilidades ndao dominadas desse conteudo
trabalhado no 1° ano do Ensino Médio, como também durante todo o Ensino
Fundamental, principalmente nas 72 e 82 séries. Por esse motivo mudamos 0s
sujeitos da pesquisa, ou seja, realizamos o Estudo Principal com alunos 1° Ano

do Ensino Médio.

A Fase Teste contou com duas sessbes de pesquisa com trés

encontros:
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Primeira Sessdo de Pesquisa: um encontro de 1h - Entrevista e

aplicacdo da primeira versdo da Atividade 1: Explorando a
musiCALcolorida.

Seqgunda Sesséo de Pesquisa: dois encontros de 1h cada — Aplicacéo

da primeira versao da Atividade 2: Organizando os numeros.

Utilizamos a biblioteca da escola porque o laboratério de Informatica
estava desativado e nela tinhamos disponivel um computador. Participaram
dessas sessfes 0s dois sujeitos da pesquisa e o0 professor pesquisador, sendo
que as anotacdes dos alunos, registrada em fichas, juntamente com o video foi

a forma de coleta de dados.

Na préxima secdo vamos apresentar os principais resultados da Fase
Teste que contribuiram para o estudo principal de nossa pesquisa.

3.1.1 Primeira sesséo de pesquisa

Essa sessédo de pesquisa teve dois momentos: primeiro uma entrevista
e, depois, a apresentacdo da musiCALcolorida. Para inicio da sessao de
pesquisa, o professor-pesquisador pediu aos alunos para fazerem uma breve
apresentacao dizendo o nome completo e idade e, logo em seguida, ele fez a
seguinte pergunta para Gabriela: Vocé ja deve ter aprendido, em algum
momento de seus estudos, algo sobre os nimeros racionais. O que vocé sabe

sobre esses nimeros?

Ela respondeu que € um conjunto de niameros que inclui os nameros
naturais, nimeros inteiros e niameros primos. Considerou ainda nesse conjunto
qualquer fracdo e algumas dizimas periddicas, menos 0s numeros com raizes
gue, segundo ela, s&o irracionais. Percebemos em sua resposta um
entendimento do conceito de numero racional que se aproxima do conceito

matematico desse niimero.

102



Quando Gabriela disse, com muita inseguranga, que 0s irracionais séo
as raizes, ndo conseguimos definir se ela estava falando de raizes exatas ou
ndo. Sabemos que muitos alunos tendem a dizer que 4 é um numero

irracional, por ser um radical.

ApOs essa resposta, o professor-pesquisador pediu para ela escrever
alguns nameros que considerasse racionais. Entdo, escreveu varios niumeros

inteiros e apenas duas dizimas periédicas e uma fracédo (Figura 14).

Arm T

FIGURA 14: Exemplos de numeros racionais dado por G abriela

Assim que Gabriela terminou de escrever, o professor-pesquisador
perguntou por que colocou um ponto em cima do 5, na representacao decimal
0,5 e um traco em cima do 89, na representacdo decimal 0,89. Ela explicou que
0 ponto em cima do 5 representava uma dizima periddica com periodo 5. E que
0 traco em cima de 89 representava uma dizima peridédica com periodo 89.

O professor-pesquisador pede para que ela explique por que considera
esses numeros como racionais: “Eu acho que os racionais englobam nimeros
inteiros, niumeros primos, fracdes, as dizimas periodicas. Se vocé fizer aquela
continha do nove com o zero vai virar fracdo... ai 0s numeros negativos
também e pode ser qualquer niumero desde que nédo seja raiz eu acho assim,

qualquer numero é racional contanto que ele nao seja raiz.”

Percebemos que Gabriela conseguiu relacionar as dizimas periddicas
com uma representacgédo fracionaria, lembrando que “nas dizimas periodicas se
vocé fizer aquela continha do nove com o zero vai virar fragdo”, numa tentativa

de explicar o algoritmo para encontrar a fracao geratriz. Outro fato que chamou
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atencao foi que, nessa fala, ela tomou uma posi¢cdo com relagcdo aos numeros
com radicais, considerando que todo numero representado por radical é

irracional.

Terminada a entrevista com Gabriela, o professor-pesquisador
direcionou as mesmas perguntas para Rafael, que permaneceu o tempo todo
durante a entrevista de Gabriela. Naquele momento, ndo haviamos pensado,
que esse fato poderia influenciar nas respostas de Rafael, por isso, no Estudo

Principal, a entrevista foi individual.

Na compreensao de Rafael, todos os nUmeros sao racionais, “para mim,
acho que sdo todos os numeros, todos os numeros”. Ele reafirmou essa
condicdo e, quando exemplificou esses numeros, limitou-se a escrever

nameros interios e nimeros decimais finitos, como mostra a Figurals.

FIGURA 15: Exemplos de nimeros racionais dado por R afael

Esses registros, contradiz a fala de Rafael, pois ndo deu exemplos de
fracbes, dizimas periddicas, numeros irracionais e outros, deixando a
impressao de que seu conhecimento sobre esses numeros se limita aos de

uso cotidiano.

Quando o professor pesquisador pediu para Rafael explicar por que os
nameros que escreveu Sao racionais, ele apontou para os numeros 1, -6, 8, 20,
50 e 100, dizendo que sé&o inteiros. Todavia, demonstrou muita inseguranga
nessa afirmacéao, principalmente quando disse “assim acho eu” e olhou para o

professor-pesquisador com duavida, como se estivesse buscando uma
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confirmacédo para o que estava dizendo. Com relacdo aos numeros decimais

finitos, ndo conseguiu explicar “e 0s outros, eu nao consigo explicar”.

Rafael ndo relacionou esses numeros com uma possivel representacao
fracionaria e nem levantou a hipotese de dizimas periédicas como Gabriela.
Temos a impressao que sua compreensdo sobre namero racional se limita a

numeros inteiros e decimais finitos.

Portanto, com essa entrevista, conseguimos identificar, nas respostas
dos alunos, certa inseguranca sobre o conceito de numero racional
(especialmente Rafael) e uma tendéncia a privilegiar os numeros inteiros,

apresentando uma compreensao superficial sobre esse conceito.

ApoOs a entrevista 0 professor-pesquisador apresentou o micromundo
musiCALcolorida explorando suas fungdes. Nesse momento, mostrou as
operacOes fundamentais e os diferentes aspectos de representacdes (sonora e
colorida) que essa calculadora oferece. Para permitir essa exploracdo e a
interacdo do aluno com a calculadora, foi proposta uma atividade em dupla,
proporcionando o didlogo para a producao de narrativas.

O objetivo dessa atividade foi familiarizar e instrumentar o aluno com a
calculadora e observar o seu comportamento, suas impressées nesse primeiro
contato, deixando-o interagir com as diferentes fun¢gées como o tamanho da
tabela, instrumentos, tempo das notas, tom, diferenca de tempo entre as notas,

musica e outras.

A primeira tarefa da atividade proposta para a dupla foi obter as
diferentes representacées dos numeros racionais pela conversdo da fracéo
para o decimal, dada pela seguinte sequéncia: 1/1, Y2, 1/3, 1/4, 1/5,..., 1/11.
Essa atividade, aparentemente simples, possibilitou que o0s alunos
experimentassem as diferentes representagdes, tanto numérica quanto colorida
e sonora dos numeros inteiros e dos numeros com representacdes decimais

finitas ou infinitas periddicas.
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Para cada numero dessa sequéncia os alunos expressavam diferentes
reacoes perante a representacdo dada pela calculadora para as expansdes
decimais. Os numeros inteiros e aqueles cuja representacdo decimal € finita
(1/1, 1/2, %, 1/5, 1/8 e 1/10), ndo foram tao interessantes e fascinantes para os
alunos como as dizimas periddicas (1/3, 1/6, 1/7, 1/9, 1/11). Isto € o contrario
do que acontece em sala de aula, em que usualmente as dizimas periddicas
Nao Sao nem um pouco atraentes e provocam uma sensacao de temor no

aluno, pois acreditam ser mais dificeis de compreender.

A Atividade 1 teve inicio com o professor-pesquisador realizando
primeiro na calculadora 1/3, para que os alunos observassem o0 que estava
acontecendo na interface e ouvissem o0 som tocado. Gabriela logo perguntou:
“por que pintou... por que € infinito?”, mostrando assim uma percep¢do de
infinito mesmo a tela sendo limitada. Eles identificaram que o numero obtido
era uma dizima periddica e Rafael associou que a cor estava correspondendo
a um digito depois da virgula “cada trés desse (apontando na tela o digito
depois da virgula) representa um quadradinho... azul’. Com relagdo ao som,
eles perceberam que sempre toca a mesma nota e que essa nota corresponde
ao digito depois da virgula, Gabriela disse que “fica sempre o0 mesmo som...

tutu tu” e Rafael associou esse som ao de um helicéptero.

Os alunos compreenderam com facilidade que sé os digitos depois do
ponto decimal eram representados na tela de pintura e sonorizados, pois
quando Rafael realizou na calculadora a operacao 1/1, nenhuma representacéo
foi dada pela musiCALcolorida, a nédo ser o resultado 1, ou seja, a tela néo foi
pintada e o som ndo foi tocado porque o resultado dessa operacdo € um

ndmero inteiro.

Diante desse fato, Gabriela perguntou: E quando € um namero decimal?
Foi quando realizaram o proximo numero da seqiéncia ¥z e observaram que na
tela havia pintado um quadrado que representava a cor do respectivo digito
depois do ponto decimal: “Ah pintou um quadradinho, ai aparece a cor
respectiva do numero depois da virgula, cinco”, ao experimentarem o som, ndo

conseguem conter os risos “tem um som engragado”.
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Como os primeiros numeros da sequéncia representam decimais finitos,
com excecdo do 1/3, os alunos se mostraram apéaticos ao realizarem % e 1/5,
nao se contentaram com a representacdo dada pela calculadora, pois pintou
um ou dois quadradinhos e tocou um som que acharam sem graca. Tanto que
Rafael se referiu & representacdo sonora do nimero 1/3 como uma masica “é
legal quando vem a “musiquinha”, vem fazendo tutututu... quando vem a dizima
periodica”; Gabriela complementou “ela € continua e ndo como a exata que fica
o barulhinho”, apresentando novamente a caracteristica de infinito da dizima

periodica contraria de um nimero com representacdo decimal finita.

Notamos que, com a musiCALcolorida, inteiros e numeros com
representacdo decimal finita, nas palavras dos alunos sdo, “sem graca’. A
calculadora forneceu um ambiente no qual as dizimas periodicas sdo mais
“interessantes”, os alunos criaram lagos afetivos com certos numeros, 0 que

talvez, ndo aconteceria em um ambiente de aprendizagem com lapis e papel.

Ao realizarem a operacdo 1/6, notaram que algo diferente aconteceu,
pois esse numero em sua expansao decimal era uma dizima periddica.
Gabriela observou que apareceu “s6 um numero diferente dos demais... um sé
aparece uma vez, ai depois s6 tem quadradinho roxo” e Rafael associou os
digitos com suas respectivas cores “0 um € roxo e o resto é todo amarelo que é
6”. Comecaram a explorar o som e, conforme tocava a musica observavam
também no som a mesma diferenca obtida na representacao visual, tocou uma

nota para o digito 1 e outra nota para o digito 6.

Quando os alunos realizaram a operacao 1/7, foi visivel em suas faces
uma expressao de alegria e surpresa diante a pintura obtida pela
representacdo decimal desse numero. Com risos, Gabriela exclamou “ai que
bonitinho”, aprovando a pintura com seis cores vibrantes obtida pela dizima
periodica simples de periodo 6. Rafael rapidamente se preocupou com o0 som
seria tocado e curioso perguntou “serd que a musica vai ficar diferente?...
porque acho que cada numero representa uma nota” e explorando o som, a

expressdo de ambas as faces se alegraram com o som tocado e, em meio a

107



masica e risos, confirmaram as hipoteses levantadas, dando a impressao que

estavam criando lagos de afetividade com esse numero.

Gabriela, referindo-se ao digito do periodo, tentou explicar por que
gostou tanto dessa representagdo visual e sonora “que legal... cada numero
tem uma cor especifica e um som especifico, ai, dependendo do som, vocé
sabe se 0 mesmo numero esta continuo ou se tem numero diferente na
sequéncia”, mostrando que conseguia perceber o periodo da dizima periddica

tanto na representa(;éo visual como na sonora.

O professor-pesquisador pediu para os alunos alterarem o tamanho
(dimenséao) da tela de pintura. Perante as alteracoes, eles ficaram curiosos em
saber por que as cores estavam ficando alinhadas ou listradas (“baguncado”,
como se referiu Gabriela). Perceberam que o0 mesmo som era tocado sempre,
independentemente da pintura obtida quando se alterava o tamanho da tela de
pintura, porém comecaram a investigar o aparecimento das diferentes

representacdes coloridas que aconteciam por meio dessas alteracdes.

A exploragao comegou por meio de tentativas. Primeiro Gabriela prop6s
para Rafael alterar o tamanho da tela de pintura, comecando pelos numeros
pares “tenta usando numero par... tenta por 10 em 10... continua bagungado,
tenta 24 e 48... o dobro fica alinhado”. Ao observarem o padréo se repetindo
Rafael pediu para tentar com 12 “vamos tentar com 12... também fica
alinhado... ja o0 3 ndo”, associando com a sequéncia dos multiplos de 3. Mas
Gabriela logo compreendeu que as cores so ficavam alinhadas quando o
tamanho da tela de pintura era um nimero multiplo de 6 : “tenta 18, 24, 30....de
seis em seis ele fica assim ( Indica colunas com a mao) certinho”. Rafael
concluiu dizendo “é porque tem seis numeros aqui... quatorze, vinte e oito e
cinqlenta e sete, quatorze, vinte e oito e cinquienta e sete” apontando na tela

para 142857 o periodo de seis digitos da dizima.

Assim, as representacbes dadas pela calculadora possibilitaram o
envolvimento dos alunos em investigacfes matematicas. Sua atencao durante

a exploracdo de representacdo decimal de 1/7 voltou-se para 0 que estava
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acontecendo com o0s resultados, permitindo entdo a comparagdo, o
levantamento de hipdteses, estabelecimento de relagbes e, desse modo,

construindo novos significados para esse numero.

Para finalizar a atividade, propomos uma segunda tarefa bem simples,
que consistia em dizer qual dos numeros da sequéncia eles mais se
simpatizaram e explicar o porqué. A reposta foi unanime, pois tanto Gabriela
quanto Rafael simpatizaram com o mesmo numero e ndo ficamos surpresos,
quando disseram 1/7, citando o periodo desse nimero como uma sequéncia
gue tem uma representacdo sonora e colorida legal, “1/7 teve aquela sequéncia
com mais nameros, e nao ficou aquela coisa repetitiva, 0 som... teve diferenca

tanto na cor quanto no som”.

Apos realizarem a atividade proposta, o professor-pesquisador deixou 0s
alunos usarem livremente a musiCALcolorida. Nesse momento, Gabriela ficou
curiosa em obter uma fracdo na qual a expansao decimal fosse uma dizima de
periodo 123456789 e conseguir uma representacao tanto sonora como colorida
desse numero. Para isso, ela fixou o nimero 123456789 no numerador e, por
meio de tentativa buscou um namero no denominador que pudesse formar a
fracdo geratriz da representacdo desejada. Depois de algumas tentativas,

acabou desistindo.

Essa curiosidade nos permitiu elaborar a Atividade 3 que foi aplicada no
Estudo Principal com o objetivo de permitir que os alunos descobrissem uma
relacdo entre o numerador e o denominador, no caso especifico,

denominadores 9, 99, 999 e assim por diante.

Desse modo, conseguimos atingir o objetivo da atividade que foi de
familiarizar e instrumentar os alunos com a musiCALcolorida e de experimentar
as diferentes representacoes, tanto numérica, visual e colorida dos numeros
inteiros, decimais exatos e das dizimas periddicas, preparando-os assim, para

a proxima sessao de pesquisa.
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3.1.1 Segunda sesséao de pesquisa

Nessa sessdo de pesquisa, realizamos a Atividade 2, que
resumidamente, consistiu em organizar os numeros retirados de uma caixa, em
grupos a partir de critérios escolhidos pelos alunos apds interacdo com a
musiCALcolorida. Os exemplos de numeros fracionarios escolhidos para essa
atividade visaram contemplar numeros com representacdo decimal finita e
infinita peridodica. Também nesses exemplos, incluimos algumas raizes nao
exatas para explorar os numeros. Para auxiliar na organizacdo, os alunos

utilizaram envelopes para registrar 0s numeros e os critérios de agrupamento.

O professor-pesquisador orientou a primeira tarefa da atividade,
explicando aos alunos que retirassem da caixa um numero de cada vez,
usando a calculadora para produzir representacdes desse numero sorteado e
observassem nessas representacbes (numérica, colorida e sonora), 0s
aspectos que consideravam importantes, interessantes, pertinentes, diferentes,
atrativos e engracados. E, entdo, a partir dessas observacfes, organizassem
esses numeros em grupos, que deveriam ser nomeados, explicando o critério

de agrupamento.

Assim que o professor-pesquisador terminou a explicacdo, os alunos
comecgaram a retirar os numeros da caixa e utilizar a musiCALcolorida para

realizarem a operacéo e obterem as diferentes representacgoes.

Durante esse momento, 0os alunos expressavam diferentes reacfes com
relacdo as representacfes dadas pela musiCALcolorida para as dizimas
periddicas, os numeros inteiros e 0s com representacdo decimal finita.Para as
dizimas periddicas, eles ficavam admirados com o colorido da pintura e 0 som;
engquanto que, para 0s humeros inteiros e os com representacdo decimal finita,
ficavam decepcionados. Isso ficou claro durante a discussado que segue sobre

a representacao de 7/10 dada pela musiCALcolorida:
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Gabriela: S6 tem um ndmero, ndo tem graga. (Com tom de
decepcéo)
Rafael: S6 tem um numero (Toca o som). Ndo é muito legal

guando tem um ndmero.

A partir do momento em que a dupla ja tinha retirado uma quantidade de
nameros da caixa, 0 professor-pesquisador entregou 0s envelopes para
comecarem a organizar, explicando para colocarem 0S numeros que
consideravam do mesmo grupo dentro do envelope e escrevendo nos lugares

indicados os numeros, os critérios de organizacdo e o nome do grupo.

Para essa atividade escolhemos somente exemplos de fracbes
ordinarias. Ao todo foram 31 fragcdes, mas essa quantidade de numeros foi
muito ambiciosa para o tempo disponivel, ndo sendo possivel explorar todos

esses numeros e nem terminar toda tarefa proposta nessa atividade.

Entretanto, a dupla conseguiu iniciar o processo de organizacdo. No total
foram investigados 12 numeros pela dupla e, com esses numeros, foram
criados trés grupos. Para ilustrar esse processo vamos nos concentrar apenas
na discussdo dos alunos que resultou na organizacdo do grupo que eles

chamaram de Melancolia.

A discussdo comecou quando retiraram da caixa 0 namero 8/47 e ao
observarem as representacdes dadas pela musiCALcolorida, eles comecaram
associar essas representagcbes com as dadas pelo numero 1/43 vistas

anteriormente.

Primeiro a representacdo colorida do numero 8/47, lembrou Gabriela
sobre uma pintura ja vista. Ela tentou lembrar o tamanho do periodo da dizima
periodica dada pela fracdo geratriz 1/43: “Sabe aquele nimero que tinha uma
sequéncia enorme, era 42 numeros! Eu acho que é parecido com esse.”

Ela estava se referindo ao tamanho do periodo da dizima peridédica dada
pela fracdo geratriz 1/43. De fato o tamanho do periodo dessa dizima é 21,

mas durante suas investigacbes observou esse tamanho como 42. Isso
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aconteceu porque, ao alterarem o tamanho da tela de pintura para 42, essa
dimensdo produziu um padrdo de cor que chamamos de listras. Quando
encontravam esse padrdo, ficava mais facil a visualizacdo do tamanho do

periodo.

Rafael, observando a pintura da tela e explorando sua extensao da tela
de pintura, encontrou o tamanho do periodo da dizima periddica dada pela
fracdo geratriz 8/47, dizendo apenas ser 46. Gabriela logo concordou e

relacionou com o tamanho de 1/43:

Gabriela: 46 é a mesma coisa, este tem uma sequéncia
grande. (Exploram o som) Mas a mdusica... ndo € que € ruim a
musica, mas € mais alegre quando os nimeros S0 menores.

Rafael: E a sequéncia fica meio, assim triste, meio e pesado.

Ao explorarem a representacdo sonora, relacionaram o tamanho do
periodo com o tipo de musica que tocava, considerando que para um periodo
grande a musica tendia a ficar triste e para periodos menores, alegre. Nesse
momento comecaram a explorar a representacdo sonora dos numeros 1/43 e

8/47, fazendo comparacdes.

Gabriela: Os dois ficam uma sequéncia meio... (Exploram o
som) Quanto mais lento, sempre fica mais sem graca, ndo que
€ ruim é que € meio assim...

Rafael: Meio morta.

A representacdo sonora, por ter um ritmo mais lento, despertou
sensacdes de tristezas nos alunos e essas sensacfes desencadearam uma

discusséo que acarretou na escolha no nome do grupo:

Rafael: Mdusica triste.
Gabriela: Musica triste, melancolia. Ah... ndo é tdo ruim assim.

Rafael: Melancolia, grupo melancolia. (risos)
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Ambos satisfeitos com o nome do grupo colocaram 0s numeros no

envelope, escrevendo as principais caracteristicas e o0 nome do grupo nos

lugares indicados. A Tabela 4 mostra a organizacdo do grupo Melancolia.

TABELA 4: Envelope Melancolia

NUmeros Observactes Nome do Grupo
(Aspectos/Caracteristicas do Grupo)
1/43 Ambos tém uma sequiéncia grande e com alguma Melancolia
8/47 semelhanca (ritmo, som e cor).

Os alunos conseguiram organizar outros grupos como podemos

observar no Envelope Alegria e Estranho ilustrados respectivamente na Tabela

5 e 6 que segue.

TABELA 5: Envelope Alegria

NUmeros Observacbes Nome do Grupo
(Aspectos/Caracteristicas do Grupo)
6/11 Quase todos os numeros tem uma seqiiéncia de
8/11 no maximo 3 ndmeros, as cores quando néo
8/99 alegres simplesmente combinam e ficam Alegria
5/13 esteticamente bonitas. O som em quase todas néo
135/333 | é repetitivo, muitas vezes é alegre, muitas vezes é
agradavel.
TABELA 6: Envelope Estranhos
NUmeros Observactes Nome do Grupo
(Aspectos/Caracteristicas do Grupo)
5/3 Quase todos tem uma seqiiéncia de apenas 1
669/8 ndmero, o0 que torna o som repetitivo e chato e a Estranhos
7/10 mesma cor. Dois deles apresenta, nimeros antes
2894/9000 da virgula (maiores que zero) e um deles tem
719 apenas trés quadradinhos de cores diferentes
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Percebemos que os alunos na organizacao dos grupos tentam associar
tanto a representacdo sonora e colorida quanto a numérica. Também notamos
gue os grupos formados no envelope Melancolia e Alegria tém coeréncia
matematica, mostrando que a construcdo de narrativas pode contribuir para a

formacado do pensamento matematico.

Em compensacéao, a classificacdo do envelope Estranho ndo foi muito
eficiente, talvez nesse momento as narrativas tenham tido um papel que
influenciou a formacdo de um grupo sem considerar 0s aspectos matematicos
envolvidos. Mas ainda é muito cedo para se levantar essa questdo, pois 0s
alunos ndo conseguiram terminar a atividade e talvez com a retirada de outros

nameros, esse grupo nem existiria ou se transformaria em dois.

3.2 Consideragdes sobre a Fase Teste

A Fase Teste trouxe muitas contribuicbes para nossa pesquisa. Na
entrevista, pudemos identificar certa inseguranca sobre o conceito de nimero
racional (especialmente Rafael) e uma tendéncia a privilegiar os nameros
inteiros, apresentando uma compreensdo incompleta sobre esse conceito.
Contudo, durante a interacdo com a musiCALcolorida tanto Rafael quanto
Gabriela se mostraram mais seguros, expressando suas duvidas e ampliando a

compreensao desse conceito.

Da aplicacdo das atividades percebemos que elas sdo apropriadas e
motivadoras, mesmo precisando de algumas modificacées. Dessa Fase Teste
surgiram idéias quanto a elaboracdo de novas atividades para a Estudo
Principal, como a Atividade 3 que visara descobrir propriedades investigando a
relacdo entre o denominador 9 e o periodo da dizima. Também realizaremos
ajustes na Atividade 2: Organizando Numeros, diminuindo a quantidade de
fracbes ordinarias para serem organizadas e acrescentando numeros

irracionais.
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Com relacdo as narrativas e o significado matematico, temos as
primeiras indicacdes de que os alunos criaram narrativas para interpretar o
feedback colorido e sonoro — certos numeros foram descritos com apatia ou
simpatia (alegres), a partir de caracteristicas particulares e matematicas

(tamanho do periodo, dizima, etc.)

Nessas narrativas estdo presentes as caracteristicas de Bruner (1997),
particularmente a qualidade dramatica e a conexao entre o extraordinario e o
ordinario e, aparentemente, pelo menos algumas dessas narrativas,
comunicam significados matematicos que podem ser associados com
diferentes representacdes do nimero racional. No Capitulo IV pretendemos dar

maior atencao a essa tendéncia.
Como ja explicitado, a Fase Teste foi de extrema importdncia para a

proxima etapa da pesquisa, que denominamos de Estudo Principal. No

Capitulo seguinte apresentamos os resultados e analise desse Estudo.
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CAPITULO IV
ANALISE DE DADOS DO ESTUDO PRINCIPAL

Neste capitulo, descrevemos detalhadamente as sessfes de pesquisa que
aconteceram no Estudo Principal (Ciclo II: Experimentacdo) e no Ciclo Illl:
Desenvolvimento e Experimentacdo. Apresentamos nos dados coletados as
vivéncias e reflexdbes dos sujeitos da pesquisa que emergiram durante as
interacbes com a musiCALcolorida e para a analise desses dados

consideramos os aspectos descritos no Capitulo 3.

4. 1 SessoOes de Pesquisa

Os dados foram coletados em quatro sessfes de pesquisa, formada por
encontros com duracao de uma hora, sendo que essas sessfes ocorreram em
seis encontros na biblioteca da escola com a participacdo do professor-
pesquisador e de uma dupla, com excecdo da quarta sessdo em que todos

participaram, formando um grande grupo.

No Estudo Principal foram realizadas trés sessOes de pesquisas
organizadas do seguinte modo:

Primeira Sessdo de Pesquisa: um encontro de 1h — Entrevista e

aplicacéo da Atividade 1: Explorando a musiCALcolorida;

Seqgunda Sessao de Pesquisa: quatro encontros de 1h cada — Aplicacéo

da Atividade 2: Organizando Numeros;

Terceira Sessao de Pesquisa: um encontro de 1h — Aplicacdo da

Atividade 3: Gabriela quer saber.

A Quarta Sessdo de Pesquisa foi realizada no Ciclo Ill: Desenvolvimento e

Experimentacdo, necessitando apenas de uma sessédo de pesquisa com um

encontro de 2 horas, no qual aplicamos as atividades organizadas e
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desenvolvidas para esse ciclo (ver Secéo 2.5.1 ), finalizando a coleta de dados

de nossa pesquisa.

Como mencionamos no Capitulo 2, coletamos os dados, utilizando
gravacdo em audio e video, como também utilizamos as anotacbes do
professor-pesquisador e os registros dos alunos. Em seguida descrevemos 0s
principais momentos de cada sessao de pesquisa analisando os dados de

acordo com os aspectos delineados a partir da fundamentacéo tedrica.

4.1.1 Primeira sessao de pesquisa

Esta sessao ocorreu em um encontro dividido por dois momentos:
primeiro uma entrevista realizada individualmente e depois a Atividade 1 em

dupla.

Realizamos a entrevista para que os alunos ficassem mais a vontade
com a camera antes de iniciarmos as atividades com a musiCALcolorida. E
principalmente, para saber o que esses alunos tinham a dizer sobre nimero
racional, ou seja, suas concepcdes formadas sobre esses nimeros durante a
escolaridade, para isso, elaboramos um roteiro de perguntas que nos permitiu

obter essas informacoes.

Logo apds a entrevista, aplicamos a Atividade 1 com o objetivo de
apresentar a musiCALcolorida aos alunos e permitir a exploracdo desse

ambiente computacional visando a familiarizac&o e instrumentacéo.
A entrevista e a Atividade 1 estdo descritas no Capitulo 2. (ver Secéo

2.3). Nas proximas se¢des mostramos 0s principais resultados obtidos nessa

sessao de pesquisa e nossas reflexdes sobre as acdes dos alunos.
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4.1.1.1 Entrevista

Para iniciar nosso estudo, achamos importante saber o que os alunos

tinham a dizer sobre o numero racional, por isso, a primeira pergunta da

entrevista foi: “Vocé ja deve ter aprendido, em algum momento de seus

estudos, sobre os numeros racionais. O que vocé sabe sobre esses numeros?”

Para tal questionamento, obtivemos as seguintes respostas:

TABELA 7: Respostas dos alunos para primeira pergun  ta da entrevista.

Nale

Sim. Bom é que eu ndo lembro muita coisa, pois faz muito tempo, mas
acho que é mais ou menos uma seqliéncia, ndo € isso?Que se repete

depois da virgula. (Risos) E isso? Eu s6 lembro isso!

Marcia

Sim. N&o tém raizes, equacdes, todos 0os numeros inteiros... O resto agora
eu esqueci... Acho que sbé.

Rodolfo

Sim. Esses numeros sé@o aqueles que podem ser colocados em forma de

fracdo, sdo praticamente todos 0os niUmeros que conhecemos e usamos.

Bruno

Sim. Nao me lembro muito bem de cabecga, mas acho que é todo ndmero

gue pode ser colocados em forma de fracdo.

Mariangela

Ja. Eu ndo me lembro... Eu lembro mais ou menos os nimeros que sao,
por exemplo, tem os algarismos seis virgula trés, trés, trés... ai € nimero
racional e raiz de dois € irracional. Eu ndo lembro, eu ndo sei direito

explicar, mas assim eu sei.

Maristela

Ai meu Deus... Deu um branco.

Joao

A professora me ensinou que numeros racionais sao aqueles que tém

ponto no final. (Mostra com a méo trés pontos)

Sérgio

Sim, mas néo sei explicar.

Pelas respostas dadas, percebemos que os alunos tiveram algum tipo

de experiéncia escolar que Ihes proporcionaram lidar com 0s numeros

racionais em suas atividades matematica. Duas

idéias relevantes foram
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levantadas pelos alunos sobre esses numeros: a representacdo decimal e a

fracionaria.

As falas de Nale, Mariangela e Jodo apresentaram a idéia de numeros
racionais como uma sequéncia que se repete depois da virgula, essa
caracteristica esta relacionada com a representacdo decimal, em particular
com as dizimas periddicas. J4 as falas de Bruno e Rodolfo trazem a idéia de
que um numero é racional quando pode ser escrito na forma de fracéo

remetendo a caracteristica da representacao fracionaria.

Sérgio e Maristela ndo conseguiram em suas respostas expressarem
uma idéia do que seria numero racional, isso pode ter ocorrido devido ao fato
de estarem bastante nervosos e inseguros, alids, todos os participantes

apresentavam certa inseguranca em falar sobre esses numeros.

A Marcia apresentou uma nocado confusa dos numeros racionais
relacionando-os com equacdes e apresentando como idéia predominante os
nameros inteiros. Ela demonstrou saber da existéncia de outros nimeros que
sao racionais, mas no momento, talvez pelo nervosismo, ndo conseguiu se

lembrar dizendo que se esqueceu.

Durante a entrevista, observamos que 0s alunos apresentaram uma
dependéncia marcada na reacdo do pesquisador-professor, ou seja, como n&o
tinham certeza do que estavam dizendo, olhavam sempre para ele em busca
de uma confirmacdo para suas afirmacdes. De fato, o professor-pesquisador
assumiu um papel relativamente neutro neste momento, 0 que pode ter

contribuido para a insegurancga dos alunos.
A segunda pergunta feita pelo professor-pesquisador foi: Escreva alguns

nameros que vocé sabe que sdo numeros racionais. As respostas para essa

pergunta seguem abaixo na Tabela 8.
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TABELA 8: Respostas dadas pelos alunos para a segun  da pergunta.

Nale

Marcia

Rodolfo

Bruno

Mariangela

Maristela

Jodao

Sérgio

Notamos que as respostas dadas pelos alunos contemplaram as
diferentes representacbes dos numeros racionais. Bruno e Rodolfo
apresentaram como exemplo de numero racional os numeros inteiros, 0s
decimais com representacdo finita e infinita periddica, fracbes e um numero
com raiz exata, que por coincidéncia foi 4. Se pensarmos nas duas perguntas
juntas, podemos observar que Bruno e Rodolfo evidenciaram uma relacdo

entre a representacdo decimal e a fracionaria, pois pela resposta dada a
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primeira pergunta, eles poderiam ter apenas exemplificado numeros na

representacédo fracionéria.

Observamos que Nale e Sérgio deram como exemplos numeros com
sequéncias repetitivas, privilegiando as dizimas periddicas. Quando
guestionados sobre o significado dos trés pontos no final, disseram que esses
pontos representavam uma sequéncia que se repetia infinitamente depois da
virgula. Nale disse: “E um numero que tem seqiiéncia, ele repete depois da
virgula, tem uma sequéncia (faz movimentos com as maos mostrando uma
sequéncia que vai e vai, mas ndo termina). Por exemplo, um virgula 535 ai
depois ele vai se repetindo, depois virgula ele repete (parou para pensar, pois

parece que ia dizer somente 35) 535 e vai repetindo de novo, é interminavel.”

Outro aluno que pareceu remeter a idéia de sequéncia foi Jodo. Ele ndo
colocou em seus exemplos a virgula decimal, mas no final do ndamero
acrescentou dois pontos, talvez isso sugira que ele privilegie a idéia de

repeticdo, sem entender bem a estrutura do sistema decimal.

Mariangela e Marcia trouxeram como exemplo 0s numeros inteiros.
Marcia deixou mais clara a sua idéia de numero racional do que com a primeira
pergunta que se mostrou confusa, jA Mariangela que antes ndo conseguiu
explicar nada sobre nameros racionais, apresentou exemplos de numeros

inteiros.

Para essa tarefa os alunos Marcia, Maristela, Nale, Jodo e Sérgio, a
principio tiveram uma reagd0 negativa, pois demonstraram aparente
desconforto, indicando certo nervosismo quando o professor-pesquisador pediu
para escreverem exemplos de numeros racionais. Entretanto, com muito
esforco, conseguiram escrever alguns exemplos, e esse fato ficou evidente em
expressdes como: “Affe... ndo estou lembrando nada de racionais”. N&o
imaginavamos tal reagcdo para essa tarefa porque ao projeté-la pensamos que

escrever exemplos seria algo mais facil do que explicar.
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A terceira e ultima pergunta da entrevista foi: Vocé tem algum nimero

preferido? Pode dizer por qué? A primeira reacdo a essa pergunta foi risos,

demonstrando uma sensacao de conforto para responder a questdo. Na Tabela

9 apresentamos as respostas dos alunos.

TABELA 9: Resposta dos alunos para a terceira pergu  nta.

Nale

E o nimero cinco. Ndo sei, eu me simpatizo com ele (Risos). Sei |4, eu acho

que foi por que a tabuada do cinco foi a primeira que aprendi (Risos)... ai cinco.

Marcia

Que eu gosto... 15. Ah... Nao sei, acho que foi por que... Mais por causa da
minha idade. Os 15 anos foi a idade que me marcou, entdo passei a gostar
muito dele... Uma idade que curti muito... Ai depois que eu fiz aniversério, a
partir dai, eu fui mais me identificando com esse nimero... Quando pergunta
sobre o namero preferido eu falo € 15... E uma lembranca... Eu gostei dos

meus 15 anos... Foi uma idade que curti muito, o 15 ficou.

Felipe

Nao (Risos e balanca a cabeca negativamente) tenho um numero preferido...

Matematica é muito complicado.

Rodolfo

E o nimero 1... Por ser (nico e n&o ter outro igual, pois ndo tem nenhum outro
namero que forma um, s6 meio e isso o torna o inteiro principal.

Joao

O numero 30 porque todos anos eu sou o nimero trinta. (Refere-se ao nimero

de chamada.)

Bruno

O numero 3... Por que na maioria das vezes quando sai com 0s amigos estao

sempre em trés.

Maristela

Doze... Ah ndo sei eu gosto dele assim... Também ndo gosto de numeros
impares e pares... Ai eu prefiro o doze... Eu gosto dele ndo sei explicar.

Mariangela

Sete... Eu gosto do sete. Ndo € nem o primeiro e nem o Ultimo, acho que por
causa disso. Por causa da minha vida eu fui o nimero sete... De sala de aula,
as vezes quando eu vou prestar para entrar numa escola, tipo assim (risos) as
notas também foram sete ou cinco... Minha mée sempre me ensinou que tem
sempre tentar ser a melhor pessoa possivel s6 que nunca tentar ser tanto e
chegar ao ponto de ser arrogante e também néo precisa ficar para baixo, talvez

por isso eu gosto do numero sete... eu fico no meio termo.
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Observamos nas respostas de Marcia, Jodo, Bruno e Mariangela que a
preferéncia por um namero nao esta ligada a um significado matematico, e sim
a uma experiéncia pessoal afetiva positiva. Eles ndo buscaram uma relagéo
com a Matematica e sim com algo pessoal, que faz ou fez parte de sua estoria

particular.

A preferéncia de Nale e Rodolfo por um numero, aparentemente esta
relacionada a uma experiéncia matematica positiva, que no caso de Nale foi
aprender a tabuada do 5 e de Rodolfo que mostrou ter uma relacdo matematica

com o numero 1, associando esse nimero como um inteiro, uma unidade.

Interessante notar que apesar de estarmos falando sobre numeros
racionais, todos os numeros dados como preferidos pelos alunos foram

inteiros.

Com essa entrevista conseguimos perceber que esses alunos ja tiveram
experiéncias matematicas com 0s nuameros racionais e o que predominou
dessas experiéncias foi a compreensdo de que esses numeros sao inteiros e
decimais com sequéncia repetitiva. Apenas dois alunos (Rodolfo e Bruno)
parecem fazer uma conexdo entre a expansao decimal e a fracdo. E as
narrativas apareceram quando falaram de um numero preferido mostrando que

alguns alunos possuem uma relagéo pessoal e afetiva com esse namero.

A partir desse momento, e dado a quantidade de dados que coletamos,
optamos por concentrar nossas analises em apenas duas duplas. A partir das
entrevistas, Rodolfo e Bruno mostraram ter concep¢des de niumeros racionais
gue mais se aproximam do significado do conceito, enquanto os outros alunos,
aparentemente, apresentaram a idéia de numero inteiro e de representacéo
decimal, enfatizando a dizima peridédica. Portanto, escolhnemos uma dupla,
Marcia e Nale, representativa desses alunos e a outra dupla Rodolfo e Bruno,
porque nos interessamos pelas interagbes destes alunos que mostraram ter
maior dominio sobre os numeros em estudo. Os registros das producdes das

demais duplas para Atividades 2 e 3 estéo disponiveis em Anexo 2 e 3.
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Na préxima sessdo, apresentamos a analise da Atividade 1 que teve

como objetivo familiarizar e instrumentar os alunos para 0 uso da
musiCALcolorida. Primeiro vamos fazer uma descricdo dos dados coletados e

em seguida algumas observacoes.

4.1.1.2 Atividade 1: Apresentacdo do micromundo musiCALcolorida

Logo apOs a entrevista o professor-pesquisador levou os alunos para o
computador e assim apresentou a musiCALcolorida mostrando a interface e
suas diferentes funcdes. Antes de iniciar a atividade o professor-pesquisador
orientou a dupla para que observasse e falasse tudo o que estdo vivenciando,

principalmente os aspectos que considerassem diferentes e interessantes.

Depois o professor-pesquisador mostrou, que na musiCALcolorida cada
digitos tinha uma cor e um som diferente, ou seja, cada digito seria
representado na tela por uma cor e um som respectivo. Para isso ficar mais
claro, o professor-pesquisador iniciou a Atividade 1 realizando a operagdo com
0 primeiro nimero da sequéncia dizendo: Vou fazer um dividido por um (1/1). O

que acontece?

TABELA 10: Reacdo dos alunos para a operacao 1/1

Bruno: Apareceu o resultado na outra linha...

Méarcia e Nale: Um! (Ficam olhando na tela)

Marcia: O um apareceu aqui! (Risos
apontando para a interface)

Nale: Apareceu aqui, na parte amarela...
(Referindo ao resultado) e 0 um é roxo.
Pesquisador: Mas pintou alguma coisa?

Marcia e Nale : Nao

Aqui em baixo. (aponta para a tela)... O um.
Professor-pesquisador: E na tela em
branco, aconteceu alguma coisa?

Rodolfo: O pincel se moveu.
Professor-pesquisador:  Clique na clave de
sol. Aconteceu algo?

Ambos: N&o. (Observam as cores e o0s

nameros.)

Para essa operacao nenhuma representagéo colorida e sonora foi dada

na musiCALcolorida, ela simplesmente apresentou o resultado 1 que foi
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observado pelos alunos. Como apenas os numeros depois da virgula decimal
sao representados por cor e tocados, nada aconteceu com essa operacao, e

com isso as duplas demonstraram néo entender o que estava acontecendo.

Como a intencdo foi de permitir que os alunos descobrissem essas
caracteristicas (som e cor), o professor-pesquisador pediu para realizarem a

operacdo com o segundo nimero da sequéncia, Y.

TABELA 11: Reacédo dos alunos para a operagdo ¥2=0,5 e representacao colorida

Bruno: Deu resultado 0,5 e apareceu um
Méarcia: Ahhhh (Risos)... Agora sim! O | quadrinho verde aqui (Aponta para a tela)...
resultado! Que por acaso é o do nimero cinco.

Nale: Aparece o resultado, s6 que o resultado | Rodolfo: E por que eu acho que por causa
ndo € inteiro... E apareceu a cor do ultimo | do nimero que equivale... Que é o numero

ndmero, o cinco. cinco.

Os alunos ficaram surpresos com a pintura de um quadradinho verde e
relacionaram a cor com o resultado, nesse caso, o digito cinco com a cor
verde. O professor-pesquisador incentivou as duplas explorarem o som,
pedindo para clicarem na clave de sol, ao fazerem isso, eles observaram que
apenas uma nota musical tocou e que esta nota representava o digito cinco:
“Quando tocou o0 som... Aumentou 0 nimero cinco e s6 deu o0 som do cinco e

nao deu o som do zero e mesmo do quadrado (Refere-se a cor verde)”

Notamos que os alunos comecgaram a perceber que apenas os digitos
depois da virgula decimal sdo pintados e tocados. Ao realizarem a operacao
1/3, as duplas ficaram admiradas com o resultado, pela primeira vez o quadro

foi todo pintado de uma Unica cor.
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TABELA 12: Reacéo para operacdo 1/3 =

0,3 e representacéo colorida

Nale: O
seqgliéncia de varios trés. (Exploram o som).
Marcia: Ahhh...

resultado é formado por uma
Vai vai vai vai... (Risos
acompanha o som com a cabeca)

Nale: O mesmo som sempre... Até terminar o
trés.

Marcia: Entendi! (Risos)

Exploram o som

Méarcia: Meu ouvido ja esta doendo (Risos)...
Quando o som é constante quer dizer que o
namero é interminavel... Ele é infinitamente.
Nale: Concordo. A calculadora s6 mostra as
cores quando um namero nao é inteiro, como
por exemplo, 1/3 esse zero virgula 333333...
Mas um exemplo se fosse 6/3 acho que ja

nao teriam as cores.

Bruno: Esse deu varios quadradinhos... Trés
trés trés trés. (Fala bem rapido)

Rodolfo: E uma dizima periodica. (Exploram
0 som)

Bruno: Faz muito tutututtutu... (Risos e uma
expressao de desagrado com o som.) E muito
loco. E uma dizima periédica que fica
repetindo 0os numeros até acabar todos os
guadradinhos.

Rodolfo: Como deu uma dizima... Quando
toca fica sempre repetindo o ndmero trés... Ali
ficou tocando sempre o trés...

Bruno: E melhor ndo apertar o igual sen&o
vai fazer muito barulho... O som é muito
repetitivo ai quando repete fica um pouco
chato.

Rodolfo: Irrita.

Com relacdo ao som, as duplas, no inicio comegaram a balangar o corpo
como se estivessem acompanhando o som, dancando. Pareciam que tinham
gostado da representacdo sonora dada pela musiCALcolorida, mas apds um
tempo tocando, eles se incomodavam com a repeticdo do som, achando

irritante.

Ao explorarem as representacbes sonoras e coloridas dada pela
musiCALcolorida, os alunos mostraram indicios que estavam percebendo uma
relacdo entre a repeticdo do som e a dizima periédica, pois para Méarcia um
som constante significou a repeticao infinita de um digito e Ricardo observou

gue o digito 3 tocava repetidamente por ser uma dizima periddica.
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Quando Nale falou “até o trés terminar” e Bruno “até acabar todos os
quadradinhos”, passou a impressao que eles entenderam que a representacéo
decimal desse numero era finita, mas no dialogo com os parceiros nao foi essa
idéia que eles transmitiram, ficando claro que a repeticdo constante indicava a
representacdo de algo infinito. Assim, a limitacdo do quadro, ndo atrapalhou a
percepcdo de infinito, o som também colaborou para potencializar essa
percepgao, pois continuou tocando sempre.

Outra relacédo estabelecida foi entre a pintura do quadro e os digitos
depois da virgula decimal, por exemplo, Nale levantou a hip6tese de que
nameros inteiros ndo séo pintados e foi até a calculadora para confirmar esse

fato, realizando a operacéo 6/3.

A sintonicidade corporal, ou pelo menos uma reagdo sensorial/afetiva
para as representacfes matematicas, apareceu em dois momentos. Primeiro,
quando Marcia acompanhava o som com a cabeca e segundo, na face de

Bruno indicando desconforto com o som.

Como a reacédo para a representacdo 1/9 foi semelhante para 1/3,

vamos antecipar as observacoes.

TABELA 13: Reacdo para a operacao 1/9 = O,ie representacao colorida

Bruno: E repetitivo de novo.
Rodolfo: E deu uma dizima. E engracado
gue esse som que eu ouvi, ouvindo ele

L . parecia que o som estava falando o um
Marcia: “O som é constante sempre... 0

., mesmo. Para mim deu para entender isso
mesmo som e tom.” (Exploram o som)

., Tocar o som). Ndo sei se para vocé foi a
Nale: E verdade. ( ) P
mesma coisa, um um um um um...
Bruno: Sim é

Rodolfo: Mas seria complicado se eu néo

visse... o resultado.
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Marcia e Nale ao explorarem a representacdo colorida de 1/9
anteciparam a sonora, elas observaram que o mesmo digito depois da virgula
era repetido, e assim o som sO poderia ser sempre 0 mesmo, confirmando essa
hipétese explorando o som. A dupla, Rodolfo e Bruno, também observaram a
repeticdo sonora e colorida de um mesmo digito, e ainda mais, associaram 0
som com a fala do nimero um. Rodolfo parecia que estava atribuindo “vida”

para a calculadora, como se ela estivesse falando com ele.

Em seguida as duplas realizaram a operacdo Y, como as
representacdes dada pela musiCALcolorida ndo foram muito distintas das que
apareceram para Y2, as duplas ndo apresentaram nenhuma reacéo diferente.
Eles observaram que agora apareceu duas cores e dois sons, relacionados ao
namero dois e cinco: “O resultado deu 0,25 e os quadrados (cores) sao
referentes aos dois numeros que seria dois e cinco na ordem, ai quando coloca

para tocar toca o som do dois e 0 som do cinco.”

FIGURA 16: Representagéo visual de ¥4 = 0,25

Percebemos que apos explorarem %2 e 1/4, os demais numeros desta
sequéncia que possuiam representacdes semelhantes como 1/5, 1/8 e 1/10
nao foram tao interessantes para as duplas, pois ndo expressavam uma reacao
de surpresa, como se algo diferente estivesse acontecendo. Para as
representacdes desses numeros, eles relacionaram quantidade de numeros
com a quantidade de notas ou cores: “Bom se der mais de dois numeros
depois da virgula... mais de um numero depois da virgula sdo duas baladas e
duas cores... e se for um namero depois da virgula € uma vez s6 0 som e a

cor.”
Apesar de 1/6 apresentar representacdes semelhantes com as de 1/3 e
1/9, as duplas demonstraram uma reagao diferente, pois pintou uma cor e

depois outra cor constantemente, 0 mesmo aconteceu com o som.
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TABELA 14: Reacdo para a operacao 1/6 = O,].ée representacao colorida

Nale: Ele teve um som diferente... Deu um e | Bruno: Deu outra dizima periddica... E agora
depois o resto é tudo seis. (Exploram o som) | fez que nem o anterior e repetiu um monte de
Nale: Isso me lembra um sino. vezes... Aparece um antes do namero seis...
Méarcia: Como se fosse uma ambulancia. Aparece 0 nimero um antes do seis.
Nale: Mas parece mais um sino... Apesar dos | (Exploram o som)

instrumentos serem diferentes... Tem o | Rodolfo: O som irrita um pouco com o tempo
mesmo assimmm... Como posso dizer... | (Movimenta as maos indicando uma
Mesmo som... Mesmo tom... Sempre na | repeticdo) como repete muito, as vezes

mesma batida. (Marcia concorda) irrita.... Fica repetindo s6 um som.

Novamente o som despertou uma sensagao de irritagdo nos meninos. A
exploracdo do som por meio da mudanca dos instrumentos levou Nale e Marcia
a associarem esses sons com outros, como de uma ambulancia e de um sino,
indo além de uma simples descricdo de 0 que estava sendo visto e ouvido, mas
nao desenvolveram esta associacdo para uma narrativa com todas as
caracteristicas de Bruner (1997). Talvez, esta associacdo indiqgue que esta
representacdo e o som da uma ambulancia sdo ambos percebidos como
processos sem fim. Notamos também o uso da linguagem corporal para
expressar uma idéia nos gestos de Rodolfo, que representou a repeticdo dos

ndmeros com 0S movimentos das maos.

Quando as duplas realizaram a operacéo 1/7, ficaram maravilhadas com
a pintura obtida, uma exploséo de sorrisos aconteceu, gostaram do colorido da
tela de pintura e ficaram curiosas para ouvirem o som. Como essas rea¢des
foram tdo expressivas, lembramos da caracteristica de surpresa de Bruner

(1997) e sua importancia em motivar o aprendiz na busca por explicacoes.
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TABELA 15: Reagdo para a operagdo 1/7 = 0,142857e representagéo colorida

Nale: Eles estdo se repetindo... Eles estdo na
mesma seqiiéncia... S6 que uma seqiéncia

de mais niimeros. (Exploram o som)

Marcia: E.. Eles estdio na mesma
sequéncia... 142857142857... (Continuou
repetindo).

Bruno: E deu uma dizima.
Rodolfo: Deu uma dizima mais complexa.
Bruno: Agora vamos ouvir.

Rodolfo balanca a cabeca acompanhando o
som.

Bruno: Agora fez como se fosse uma musica.
Rodolfo: E

Bruno: Agora fez uma musica.

Rodolfo: Porque ele repetiu varios numeros
diferentes, ai como cada nimero tem um som
diferente, deu musica.

uma (Ficam

explorando o som escutam 0s passaros, 0

barulho do mar e outros sons dos
instrumentos)
Professor-pesquisador: O que vocés

qguerem encontrar?

Bruno: A gente esta tentando ouvir o tom...
Os instrumentos sdo diferentes quando a
gente mexe nessa fileirinha. (Aponta a barra
de rolagem dos instrumentos)

Rodolfo: Qual som fica mais agradavel para
a gente ouvir.

Bruno: Tem varios instrumentos... Tempo.
Rodolfo: Som da natureza como o som dos

passaros e do mar.

Marcia e Nale ao observarem a representagcdo visual e sonora

relacionaram o periodo da dizima peridédica como uma sequéncia de numeros

se repetindo. Por esse numero apresentar um periodo de seis digitos, Bruno e

Rodolfo o chamaram de uma “dizima complexa”. A repeticdo de cores e de
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nameros despertou em Bruno e Rodolfo a curiosidade pelo som, ao explorarem
diferentes tipos de sons chegaram a associad-los com uma musica e,
dependendo do instrumento, como uma mauasica agradavel. E, mais uma vez,
Rodolfo acompanhou 0 som com seu corpo, desta vez balancando a cabeca,

talvez, expressando um movimento de danca para a musica que tocava.

Para que os alunos percebessem que o periodo era formado de seis
nameros, o professor-pesquisador pediu para eles movimentarem a barra de
rolagem (ainda ndo explorada) que mudava a extensao da tela de pintura. Ao
movimentarem essa barra, ficaram observando atentamente e se deparam com
outros padrbes de cores. Nesse momento o professor-pesquisador perguntou o
que estava acontecendo, o que desencadeou a discussao descrita ha Tabela
16.
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TABELA 16: Reacdo para as diferentes representacdes

coloridas de 1/7

Ambas: Alinhou! (Alteram o tamanho da tela
de pintura)
Ela

quadradinhos.

Marcia: muda... As cores... Os
Nale: Muda de ordem...

Pesquisador : _Ela muda a seqiiéncia?

Nale: Acho que n&o a sequéncia.

Méarcia: Muda a posicao so.

Nale: E isso a posicéo.

Ambas: S&o seis nimeros!

Marcia: Nas cores dos quadradinhos. (Conta

as cores)
Nale: As cores séo diferentes... Comecou
com roxo entdo ela ndo pode terminar com

roxo... Entdo vai terminar com outra cor.
Marcia: _E uma cor de cada.

Professor-pesquisador: Observem o que
acontece quando a extensao do quadro é 27.
Marcia: E como se fosse um xadrezinho!
Esta intercalando as cores... (Nale expressa
essa observacdo mexendo as maos
mostrando um movimento embaralhado)
Professor-Pesquisador:  Quando vira listras?
Observem o tamanho 25.

Marcia: De 10 em 10 ou 20 em 20... (Testam
na musiCALcolorida)

Nale: 5em 5

Méarcia: Vamos tentar 25, ndo da... E 30, da...
E 24, da.

Nale: Seis nimeros!

Marcia: A seqiiéncia de 6 nameros também
em alinhamento... a cada seis

vai ficar

ndmeros.

Bruno: Vai aumentando...

Rodolfo: A sequéncia muda... A sequéncia
dos quadrados das cores esta mudando
também... As vezes na diagonal e as vezes
na vertical.
Professor-Pesquisador:  Quando podemos
obter listras?

Bruno: Nesse caso como sdo cinco... Espera
(Comega a contar 0os nuUmeros que repetem
depois da virgula)... Seis niUmeros... Aqui esta
como se fosse seis ao quadrado que é 36.
(Aponta para a tela referindo ao tamanho 36
da tela de pintura)
Professor-Pesquisador: Existe outro
ndmero que vai deixar as cores em listras?
Bruno: Tem, mas aqui ndo tem.

Rodolfo: Tenta o seis... que é raiz.

Ambos: Foi... Seis. (Cores em listras)
Professor-pesquisador: Tentam outros.
Bruno: 12... 18

Rodolfo: Ah! Os mudltiplos de seis... Tenta o
20 para ver... S0 os multiplos de seis ou de
trés né?

Bruno: E sdo os multiplos de seis. (Colocam
no tamanho 3).

Rodolfo: N&o sao mudltiplos de seis mesmo...
Sé&o seis nimeros.

Bruno: S&o seis numeros, se vocé colocar de
seis em seis que sdo os multiplos de seis vao

aparecer as cores na vertical.

Alterando a tela de pintura para tamanho 18 temos listras e tamanho 17 temos diagonais.
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Observamos que as duplas conseguiram entender que ao alterarmos a
extensdo da tela de pintura ndo mudamos os digitos que forma o periodo da
dizima periodica, o que realmente ocorria era uma mudanc¢a na posi¢cado das
cores e ndo dos digitos. Os alunos reconheceram as diferentes representacdes
coloridas que obtemos quando mudamos o tamanho da tela de pintura, que
sao os padrdes de cores em listras (alinhado), diagonais e embaralhados (tipo

um xadrez colorido).

O professor-pesquisador retomou para a questdo do tamanho do
periodo, pedindo para os alunos continuarem modificando a extensédo da tela
de pintura e observando o que mais estava acontecendo. Rodolfo e Bruno
rapidamente notaram que o padréo listra obtido estava relacionado com o
tamanho da tela de pintura, fazendo primeiro uma conexao entre o tamanho da
tela de pintura 36 e com o periodo de seis digitos, e depois por meio de
tentativas e associagcdes conseguiram relacionar que as cores ficavam
alinhadas quando a extensdo da tela de pintura seguia uma sequéncia de

multiplos de seis, dando o tamanho do periodo da dizima periodica.

Méarcia e Nale sentem mais dificuldades para relacionar o tamanho da
extensdo da tela de pintura com o periodo da dizima. A principio elas contam
as cores para encontrar o periodo, entdo o professor-pesquisador pede para
observarem o que acontece com o padrdo de cores da tela de extenséao 27 e
25, elas notaram os diferentes padrdes de pintura e comecaram a alterar o
tamanho da tela de pintura em busca de um padréo alinhado. E por meio de
tentativas e associacbes, conseguiram perceber que as cores ficavam

alinhadas quando alteramos a extenséo da tela de pintura de seis em seis.

Notamos que Bruno e Rodolfo apresentam um pensamento mais formal
(paradigmatico) do que Marcia e Nale. Embora as meninas tenham usado a
idéia de multiplo quando falavam de seis em seis, 0s meninos, além de usarem

a mesma idéia, a definem como multiplo de seis.

O ultimo ndmero proposto para ser explorado foi 1/11. As

representacdes dada pela musiCALcolorida deixaram as duplas surpresas pois

133



até o presente momento ainda ndo tinham vivenciados uma pintura com duas

cores.

TABELA 17: Reacgéo para a operagdo 1/11 =0, 0_9 e representagdo colorida

Nale: Sequéncia é formada de dois numeros,
0 zero e o nove.

Marcia: Uma sequéncia de dois numeros
repetidos. (Exploram o som)

Nale: Conforme vai mudando de numero o
tom da “musiquinha” também muda.
(Exploram a pintura)

Marcia: Se colocar nos dois os quadrinhos se

Rodolfo: Deu (comeca a movimentar a mao
para indicar repeticao em fileira)... Sequéncia
em fileira... O resultado deu uma dizima... que
deu zero virgula zero nove zero nove...
(Exploram a pintura e 0 som)

Bruno: Em nimero impar fica xadrez... Fica

alinha. alternando quando é nUmero impar, mas

Nale: 22 (Refere-se ao tamanho da tela de | quando fica no nimero par, fica fileira.
pintura)... Fica alinhado porque é de dois em

dois... Mas se colocar 23 o vai embaralhar.

Alterando a tela de pintura para tamanho 17 temos xadrez e tamanho 16 temos listras.

Rapidamente as duplas observaram que a sequéncia era formada por
dois digitos repetidos. Notamos também que em muitas situacbes os alunos

estéo se referindo aos digitos depois da virgula como numeros.

Ao mudarem a extensdo da tela de pintura, relacionaram os diferentes
padrées de pintura com o tamanho da tela e o periodo. As meninas
apresentaram a idéia de multiplos de dois e os meninos relacionaram o padréo
xadrez com tamanho impar e listras com tamanho par da tela de pintura. Com
relagdo a representagdo sonora, novamente, se referiram ao som como uma

musica.

Para finalizar o professor-pesquisador perguntou sobre o numero da

seguéncia que mais gostaram.
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TABELA 18: Numero preferido

Nale: Gostei desse numero por causa do
colorido.

Marcia: Isso acontece por causa seqiéncia
de nimeros ser maior.

Nale: E o som vai fica diferente... Fica um

ritmo legal.

Rodolfo: Olha... Esse aqui (1/7) foi um que
eu achei bom a forma como ele repete
(movimenta a méo sinalizando repeticdo) a
sequéncia... O som vai ser diferente, o que é
bom por que vocé vai se acostumando com o
som dos numeros... Achei bom esse... Os
outros vao ter resultados menores (refere-se
ao tamanho do periodo) e fica mais

complicado de perceber.

Bruno: Para mim foi o 1/3... D4 uma dizima.
Como eu disse, na outra aula, eu gosto do
ndmero trés. Também gostei do som que ele

faz.

A resposta de Marcia, Nale e Rodolfo foi imediatamente 1/7, o que nao
foi surpresa devido a reacéo de alegria e surpresa que tiveram com a pintura e
0 som que a expansao decimal desse numero produz na musiCALcolorida.Eles
explicaram que a quantidade de digitos repetindo apés a virgula tornava o som
mais agradavel e a pintura mais colorida, fato que n&do acontecia com o0s

decimais de representacao finita ou infinita com periodo de tamanho um.

Resumidamente nessa atividade, observamos que numeros decimais
com representacao finita e infinita com apenas um digito no periodo n&o
apresentaram uma pintura e um som que agradavam os alunos.
Aparentemente existe uma preferéncia pelos decimais com representacao

infinita com periodo maior que um.

Embora, nas falas dos alunos, nédo identificamos narrativas no sentido de
descrever o “feedback” da calculadora, em termos de estdrias constituidas por
uma sequéncia de eventos, aspectos do pensamento narrativo aparecem
sutilmente quando os alunos estavam explorando diferentes tipos de som. Em
particular, notamos uma tendéncia de conectar os sons da calculadora com

uma musica conhecida ou com um outro som semelhante ao do cotidiano.
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Os alunos utilizavam em muitas situagbes a linguagem corporal para
expressar suas idéias e sensacoes, em certos momentos balancavam parte do
corpo para acompanhar o ritmo do som ou movimentavam as mAaos para

indicar uma repeticao.

A exploracao de diferentes padrdoes de cores alterando o tamanho da
tela de pintura envolveu os alunos numa experiéncia matematica de
investigacdo que centrou as suas atencdes nos diferentes resultados e isso
exigiu uma mudanca de postura, pois nesse momento eles levantavam
hipoteses, faziam tentativas e estabeleciam relagcbes e, dessa maneira,

construiam novos significados para esse numero.

Portanto, conseguimos atingir o objetivo da atividade, familiarizando e
instrumentando os alunos com a musiCALcolorida, permitindo-os vivenciar as
diferentes representacdes numericas, coloridas e sonoras dos numeros reais,
preparando-os também, para a proxima sessdo de pesquisa que sera descrita

na secao seguinte.

4.1.2 Segunda Sesséao de Pesquisa

Como apresentado no Capitulo 2, o objetivo dessa sesséo de pesquisa
foi aplicar a Atividade 2: Organizando os numeros, a fim de permitir a
exploracdo das diferentes representacdes dos numeros reais, partindo da

representacédo fracionaria e radical para a representacao decimal.

Essa atividade foi desenvolvida em uma dinamica que permitiu os alunos
sortear 0os numeros de uma caixa, em seguida realizar a operacdo na
musiCALcolorida e observar as diferentes representacées obtida por meio

desse ambiente para esse numero.
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ApoOs certa quantidade de numeros sorteados, 0s alunos organizavam
esses numeros em grupos, definindo critérios a partir da observacdo dos

fendbmenos dinamicamente apresentados na musiCALcolorida.

Devido a quantidade de numeros a serem sorteados, a realizacdo dessa
atividade demandou de tempo. Os alunos precisavam observar e comparar as
diferentes representacdes desses numeros e por isso foram necessarios quatro
encontros de uma hora. Em seguida, descrevemos com detalhes esta sesséo
de pesquisa que apresenta as interagdes dos alunos com a musiCALcolorida e

as diferentes representacdes dos numeros reais.

4.1.2.1 Atividade 2 : Organizando numeros

O professor-pesquisador iniciou a sessdo de pesquisa, orientando os
alunos para a realizagcédo da primeira tarefa da atividade. Os alunos retiravam
da caixa um numero e em seguida usavam a musiCALcolorida para produzir
sua representacdo numeérica, colorida e sonora. Eles visualizavam e ouviam as
diferentes representacfes dos numeros, faziam observacdes e anotavam 0s
aspectos que consideravam importante, interessante, pertinente, diferente,

atrativo, engracado e outros.

Somente depois, de alguns nimeros sorteados, 0os alunos comegcavam a
organizar esses numeros nos envelopes, formando assim, grupos que foram

nomeados a partir de critérios por eles definidos.

Nas descricbes desta sessdo de pesquisa, primeiro apresentamos
brevemente, as estratégias utilizadas pelos alunos para desenvolver a
atividade e depois consideramos sua organizacdo final e os aspectos que

foram discutidos para a formacéao de cada grupo.

Primeiro, estaremos apresentando os resultados da dupla Marcia e Nale
e, em seguida, os da dupla Rodolfo e Bruno.
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4.1.2.2 Dupla Mércia e Nale

Marcia e Nale trabalhavam revezando as fun¢bes, enquanto uma
retirava 0 numero da caixa, a outra realizava a operacdo na calculadora e
faziam o0s registros nos envelopes. Assim que sorteavam um numero,
realizavam a operacdo na calculadora, primeiro observavam a representacdo
visual e depois a sonora, levantavam hipéteses e alteravam o tamanho da
tabela de cores e depois observavam a representacdo numérica para confirmar

as hipoteses.

Raramente elas utilizavam as ferramentas que alteravam o som como a
velocidade e os instrumentos. Ao longo de toda atividade, a representacao
colorida foi a mais enfatizada, as meninas frequentemente alteravam o

tamanho da tela de pintura e assim obtinham diferentes padrdes de cores.

Na primeira sessdo de pesquisa, Marcia interagiu mais com as
atividades do que Nale. Ela falava pouco, ndo expressando suas idéias e nesta

atividade, ficou mais confiante, participando mais da discussao.

Marcia e Nale organizaram 0s nUmeros em cinco grupos: constante,
nameros inteiros, sem sequéncia definida, constante S curtas e sem

sequéncia .

Esses grupos foram criados conforme o sorteio dos numeros. Em
momentos de duvidas, com relagcdo em qual grupo o numero sorteado poderia
ser colocado, esse numero era deixado de lado e retomado posteriormente
para ser comparado com 0S outros e, em algumas situagbes, esse novo
namero levou a formacdo de um novo grupo. Apresentamos a seguir,
detalhadamente os momentos principais da discussdo que gerou 0S grupos na

ordem em que foram sendo formados.
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4.1.2.2.1 Grupo: Constante

O primeiro grupo formado foi o “Constante”, a dupla sorteou o niumero
42/900 e realizou a operacdo na musiCALcolorida que apresentou a seguinte

representacdo decimal e colorida dada pela Figura 17 abaixo:

FIGURA 17 : Representacéo colorida de 42/900 = 0,04 é

A dupla também explorou a representacdo sonora e diante desses
aspectos, Marcia ofereceu a seguinte descricdo: “Os primeiros sons sao
diferentes e o resto (faz movimento com a mao para representar algo que

sempre repete) tudo um som s6... S6 uma constante... Uma nota.”

Observando que a dupla esta enfatizando apenas o aspecto sonoro, 0

professor-pesquisador perguntou sobre o0 que acharam da pintura.

Marcia: A cor é uma s0, as duas primeiras sao diferentes.

Nale: S&o mais fortes (Refere-se as duas primeiras)... O resto
vem clara.

Marcia: E o resto das cores sao todas iguais (Explora o som).

E constante.

A caracteristica constante desse numero foi percebida pela dupla tanto
na representacdo colorida como na sonora. A representacdo numérica nao
ficou aparente nas falas das alunas e o fato dos dois primeiros algarismos
serem diferentes foi destacado, mas isso pareceu insignificante perto da

quantidade de repeticdo de um mesmo digito.

Por acaso, a pintura e o som do segundo namero sorteado, 7/12, teve a

mesma estrutura do nimero anterior como podemos ver Figural8 abaixo:
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FIGURA 18: Representacao colorida de 7/12 = 0,58§

As meninas olharam com surpresa para a representacao colorida
percebendo semelhanga com a do numero 42/900 e ouvindo 0 som desse

numero falaram:

Nale: Parece...

Marcia: Igual ao anterior... As duas primeiras notas sao
diferentes porque os dois primeiros nimeros sdo diferentes.
Com o resto dos outros numeros sdo todos iguais. Entdo a

mesma nota e a mesma cor, uma constante também.

A dupla percebeu caracteristicas semelhantes nesses dois nuameros,
considerando que os dois primeiros digitos sao diferentes e os demais se
repetem igualmente e para essa repeticdo a palavra constante foi usada
frequentemente. A caracteristica repeticdo de digitos foi fundamental para

criacao do grupo constante.

Na Tabela 19 apresentaremos o0s outros numeros que foram colocados
no grupo Constate ao longo dos quatros encontros. A Tabela 19 mostra a
representacdo decimal e colorida como também traz uma descricdo da dupla
sobre os diferentes aspectos obtidos por meio da interacdo com a

musiCALcolorida.
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TABELA 19: Grupo Constante

Ndmeros

Pintura

Descricéo

16/11 = 1,45454545454...

“E... Uma constante s6 que
fica uma constante ndo da
mesma nota. Notas
intercaladas... Intercaladas e

voltam para a primeira nota.”

5689/9999 = 0,56895689..

“D& um som mais batido né?
E mais engracado. E uma

sequéncia de quatro.”

7/9 =0,999999

“Sete sete sete sete sete...

constante.”

36=6

“Repete 0 mesmo som
constantemente a mesma
cor... Entéo vai para o grupo

constante”.

2894/9000 = 0,3215555...

“As cores se repetem
constantemente, o som €é o

mesmo... Constante.”

695/56 =12,41071428571...

“Esse tem uma sequéncia. Os
trés primeiros nimeros depois
da virgula sao diferentes e a
partir do terceiro numero séo

todos iguais.”

56/147 =0,380952380952...

“Tem uma sequéncia que se
repete. sequéncia de seis
ndmeros e esses nlimeros se

repetem constantemente.”

1/3 = 0,33333333333333...

“Vai dar 0,33333... Conheco
esse nUmero das aulas de
matematica. Ja fiz esses

célculos... Constante.”

1/7 = 0,142857142857 ...

“Os numeros estédo se repetindo,
uma cor de cada vez, por
exemplo, aqui tem roxo, cinza,
azul, vermelho, verde e laranja,
sempre as mesmas cores,
sempre a mesma sequéncia de
cores... O ndmero tem uma

sequéncia.”
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Observamos que os nuameros 7/9, 2894/9000 e 1/3 possuem estrutura
semelhante aos dos numeros 42/900 e 7/12 considerados constantes, pois a
dupla estava relacionando a pintura com 0 som, ou seja, a repeticdo de uma

Gnica cor com um Unico som associando isso com algo constante.

E interessante notar nesse grupo, a inclusdo do numero 36. Ao
realizarem esse numero na musiCALcolorida, observaram que depois da
virgula o digito zero aparece infinitamente. Na verdade essa repeticdo do zero
foi um bug, pois esta parte do software ndo tinha ainda sido desenvolvida. E

por isso o professor-pesquisador iniciou uma discussdo, perguntado que tipo

de nimero € 6,0

Marcia: Inteiro ndo né? Mas eu acho que ndo € numero inteiro.
(Insegura)

Nale: Numero Racional?

O professor-pesquisador confirmou para a dupla que esse numero €

racional e perguntou por gue esse numero nao seria inteiro.

Marcia: Ou é? Nao sei... (Insegura)

Nale: Porque é virgula zero...

Pesquisador: Costumamos colocar zero depois da virgula? Ou
melhor, costumamos fazer essa representacdo 6, 00000000...7
Nale: A gente coloca s6 6 em 36 ... Entdo ele é um numero
inteiro.

Marcia: Entdo aqui na calculadora por ser nUmeros racionais...

N&o é isso... Ai acrescentou a virgula e o zero.

O professor-pesquisador aproveitou a fala de Marcia e explicou que isso
estava acontecendo porque a calculadora pinta e toca os digitos depois da
virgula, como nesse caso 0 zero apareceu, ele foi pintado e tocado. Para saber
se a dupla compreendeu que esse fato ele perguntou: Esse zero depois da

virgula vai ter algum significado?
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Mércia: Eu acho que néo...

Nale: E para dizer que o nimero € infinito?

Marcia: Ou por ele ser inteiro o zero ndo representa nada.
Nale: E tb. Por ele ser inteiro e a gente s6 usa 0 6 e ndo o
6,000000...

A dupla nesse momento decidiu deixar 36 junto com 0s outros nimeros
que sao inteiros. Marcia ndo ficou convencida disso dizendo: “Apesar do som

ser constante, eu acho que ele é inteiro... SO que repetiu como 0s outros

(refere aos numeros do grupo constante)... E... Mas é um nimero inteiro”.

Entretanto, quando estdo organizando os numeros para formar o grupo
dos inteiros voltaram testar o numero 36 na musiCALcolorida e decidiram

colocar no grupo Constante.

Mércia: Nesse daqui (Refere-se aos numeros inteiros) nao
vimos a cor e nem 0 som que ele transmite. Mas esse aqui
( 36) ele é inteiro,, Mas a gente viu a cor e ouviu 0 som.

Nale: E verdade.

Mércia: Entdo o certo é colocar nesse. (Tira esse do grupo dos

inteiros e coloca no constante)

Notamos que, o fato da calculadora tocar e pintar o zero depois da
virgula, fez com que a dupla colocasse 36 no grupo constante, mesmo
sabendo que esse numero € inteiro. Devido a isso, fizemos alteracées na
musiCALcolorida, de modo que a cor do zero passasse a ser branca e o
resultado da operacdo passasse a mostrar apenas a parte inteira sem a
repeticdo do zero na parte decimal , dessa forma, tentamos evitar essa

confusdo.
Nesse grupo 0s numeros, 16/11, 5689/9999, 695/56 e 56/147 e 1/7

causam certa estranheza, ja que ndo apresentam a mesma estrutura dos

nlmeros que geraram o grupo.
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Como os numeros 1/7, 56/147 e 695/56 sdo dizimas com periodo de
seis digitos, a estrutura da representacdo sonora e colorida foi bastante
parecida, assim as observacdes para esses numeros nao trouxeram diferencas
significativas. No caso da representacao colorida, a primeira pintura observada
pela dupla foi de cores embaralhadas e para conseguirem ver o periodo, elas
moviam a barra de rolagem que alterava o tamanho da tela de pintura obtendo

um padrao alinhado das cores.

Mércia: Tem uma sequéncia que se repete. (Alteram o
tamanho da tabela)
Nale: Sim, estd aqui! Sequéncia de seis ndmeros e esses

nameros se repetem constantemente.

No momento que Nale disse “esta aqui”, ela estava se referindo ao
padrdo de cores alinhadas encontrado apés alteragdo do tamanho da tela de
pintura. O professor-pesquisador perguntou: “Quando as cores ficam alinhadas

0 que significa?”

Marcia: E que ela tem uma sequéncia. N&o nem sempre,
quando elas estédo alinhadas assim... Quer dizer que... Acho...
Que o numero repete varias vezes na mesma posicao.

Nale: Para mim também. Cada ndmero é uma cor... A coluna,
por exemplo, laranja duas vezes quer dizer que o niamero 7
estd se repetindo duas vezes, entendeu. Acho que € isso
mesmo, mas quando h4 um numero de cada vez, quer dizer
que é uma seqUéncia certa. Os numeros estdo se repetindo
uma cor de cada vez, por exemplo, aqui (Mostra a pintura de
1/7) esta roxo, cinza, azul, vermelho, verde e laranja, sempre
as mesmas cores, sempre a mesma sequéncia de cores. Ai o
ndamero tem um sequéncia.

Marcia: Da para saber quantas vezes um namero é repetido...

Esse é constante.

Nessa discusséo percebemos que a dupla considerou como sequéncia a

repeticdo do digito, associado com a cor, constantemente. Quando Marcia
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expressou que o alinhamento nem sempre € uma sequéncia, ela estava
apontando para 0s casos em que o periodo ndo é tao facil de ser notado, como
nos periodos de tamanho 15 ou 30, e esse fato levou a criagdo do grupo sem
sequéncia definida. O alinhamento das cores, nesse caso, indicou que ocorreu
uma repeticdo constante dessa sequéncia de cores e assim dos digitos o que

levou a dupla encaixar esses nUmeros no grupo constante.

Ja com o numero 5689/9999 a dupla ficou na duvida quanto a que grupo

coloca-lo. Primeiro exploraram o som:

Marcia: D& um som mais batido né?

Nale: E mais engracado.

Enquanto estavam ouvindo o som, movimentavam a barra de rolagem

da extensédo da tabela para saber a sequéncia de niameros.

Marcia: Mexendo ali (Apontando para a extensdo) a gente ja
faz uma ordem so.

Nale: Mesmo assim o0 som nao muda... € o mesmo.

O professor-pesquisador perguntou se elas se lembravam porque isso
estava acontecendo e pediu para moverem a barra da extenséo para ajuda-las
a responder. Ambas ficaram olhando atentamente para as cores ficando

alinhadas e baguncadas.

Marcia: E por causa da seqiiéncia.
Nale: E uma sequéncia de quatro. (Marcia confirma e
movimenta a barra para tamanho quatro e as cores ficam

alinhadas)

Nesse momento a dupla tentou encaixar esse ndmero no grupo
Constante, mas como ndo encontraram caracteristicas comuns, deixaram o
namero de lado e continuaram sorteando outros numeros. Num segundo

encontro elas voltaram a testar esse niumero ocorrendo a seguinte discussao:

145



Nale: Constante também.

Marcia: Constante com uma sequéncia diferente.

Nale: Isso

Marcia: Porque nesse constante (grupo) a gente colocou....
Nale: ...s6 0s numeros.

Marcia: Que tem a sequUéncia igual, exemplo 00000 e 666666.
E esse nédo, ele tem uma sequéncia de quatro e nesse grupo
tem seqUéncia de dois ou um. Ndo é qualquer uma.

Nale: Ent&o a gente cria outro grupo.

Marcia: A gente faz um grupo para a sequéncia como esse. SO

que esse € sequéncia de quatro.

Para a dupla, um numero pode ter representacdo colorida e sonora
constante, mas como que elas denominaram, com uma “sequéncia” (periodo)
diferente. O numero 5689/9999 despertou uma caracteristica ainda néao
percebida pela dupla: um periodo de quatro digitos e, por esse motivo, 0

nimero nédo se enquadra no grupo constante.

Notamos que essa duvida ndo apareceu no caso dos numeros que
possuem a estrutura do 1/7, a dupla simplesmente os enquadra no grupo
constante por considerarem a sequéncia constante devido a repeticdo da
sequéncia de cores, sons e algarismos. Talvez essa diferenca no tratamento
com 0s numeros pode estar relacionada com tempo em que essa atividade foi
desenvolvida, os niumeros nao foram sorteados no mesmo encontro e iSso

pode ter influenciado no momento de comparar os padrées observados.

Devido a essa caracteristica, a dupla decidiu incluir o numero 5689/9999
em outro grupo denominado de constantes curtas, formado por nimeros com
periodo de até quatro digitos. Quando estavam realizando a segunda tarefa da
atividade, a inclusdo de um novo namero para cada grupo, a dupla nao colocou
no grupo das constantes curtas os numeros 89/999 e 89/99 por elas criados.
Mediante desse fato o professor-pesquisador perguntou por que esses

nimeros ndo se enquadram nesse grupo:
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Nale: Porque nesse grupo aqui (Constantes curtas) a gente
montou o grupo das constantes, mas 0s dois primeiros

nameros sao diferentes. Ai o resto dos nimeros se repetem.

Entdo o professor-pesquisador pediu para que elas realizassem na
musiCALcolorida o numero 5689/9999 classificado no grupo das constantes

curtas. Ao observarem a pintura e alterarem o tamanho da tabela, dizem:

Nale: E esse dai ndo deu. Entdo a gente tem que tirar do
grupo.
Mércia: A gente confundiu esse... Ele vai para o grupo do

constante.

A dupla trocou esse numero do grupo constante curta para o constante
porque os primeiros digitos depois do ponto decimal ndo sdo diferentes, mas
se olharmos para outros nimeros que compdem 0 grupo constante curta como

135/333, isso também acontece e mesmo assim permanece no grupo.

Esse fato também ocorre com o numero 16/11, a discussdo abaixo

evidéncia esse acontecimento:

Nale: E diferente também. (Balanca a cabeca positivamente
acompanhando o som de duas notas) Poderia ficar nesse
grupo (Constantes) por ter varios numeros e varias notas so
que...

Marcia: E... Ainda fica uma constante s6 que fica uma
constante ndo da mesma nota. (Balanca a cabeca lateralmente
imitando o som intercalado). Notas intercaladas, intercaladas e
voltam para a primeira nota. Entdo pode colocar esse nimero

no mesmo grupo. (Constante)

Mesmo percebendo que o periodo desse namero era formado por dois
digitos, o numero 16/11 foi colocado no grupo Constante, por que

consideraram a repeticdo das cores, das notas e dos digitos como constante.
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Em uma discussdo sobre as caracteristicas do grupo constante, a dupla

chegou a seguinte conclusao:

Marcia: Entdo vamos colocar no grupo (constante) os nimeros
que tem a mesma sequéncia.

Nale: S&o os que tém uma constancia de nimeros, 0s que tém
uma sequéncia certa.

Marcia: Seria uma sequéncia de numeros e de notas
também... Quando tém varios niumeros entdo sdo 0s mesmos
nameros, quer dizer iguais que sdo as mesmas notas.

Nale: S6 os numeros depois da virgula ttm o mesmo ndmero,
ndo muda os nameros... seis, seis, seis infinitamente.

Marcia: As vezes s6 muda os dois primeiros nimeros, mas
ai....

Nale: O resto € o mesmo.

Marcia: Sao iguais.

Nale: Acho que a gente também devia tirar o 5689/9999 desse
grupo, porque o numero que se repete ndo é o mesmo. Ele tem
uma sequéncia de quatro numeros... Vamos deixar s6 aqueles
gue repetem sempre 0 mesmo numero... Sempre, sempre,

sempre o mesmo namero.

Na fala das alunas nédo ficou claro se estdo fazendo diferenca entre
namero e digito, podemos pensar que 45 é um numero se repetindo
constantemente, ao invés, de dois algarismos 4 e 5 repetindo constantemente,
e talvez isso justifica a permanéncia de 16/11 no grupo. Por outro lado o
namero 5689/9999 é retirado do grupo (posteriormente ele volta para o grupo
como ja vimos) por ter uma seqiéncia de quatro numeros, mostrando que

estdo pensando no 5, 6,8 e 9 como nimero ao invés de digitos.

Outra questdo que pode ter influenciado a inclusédo nesse grupo de
nameros com estrutura diferente do 1/3, foi a forma de realizacdo e
organizacdo da atividade. Para conseguirmos realizar toda a atividade foram

necessarios varios encontros, isso pode ter interferido nas estratégias das
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alunas, principalmente no momento de definir em qual grupo os nimeros iriam

se encaixar.

Nos encontros posteriores ao primeiro, as alunas retomavam aos
envelopes e no caso de duvida sobre alguma caracteristica do grupo formado,
elas testavam novamente 0os numeros do envelope na musiCALcolorida, mas
em alguns casos, essa estratégia acabou causando confusdo, como aconteceu
com o numero 5689/9999.

O grupo constante despertou o interesse da dupla quanto ao som. Na
maioria das vezes essa dupla s6 observou a pintura e a representagado decimal,
mas no caso desse grupo, elas discutiam sobre o som, o considerando
enjoativo e chato, a discussdo abaixo, retrata a representacdo sonora dos

ndmeros com a estrutura de 1/3 e 7/12.

Nale: Nao sei se 0 som ficou legal. (Risos)
Mércia: Vocé ndo achou legal?
Nale: Nao tututututututu... Nao! (Risos)

Marcia: E o som foi enjoativo.

Na segunda tarefa da Atividade 2, a dupla teve que criar um novo
namero para entrar no grupo Constante. Primeiro leram as caracteristicas do
grupo e depois observaram os numeros do grupo, em seguida Nale sugeriu
52/6 e testaram o numero na musiCALcolorida obtendo a representacéo

decimal e colorida da Figura 19 abaixo:

FIGURA 19: Representacao colorida de 52/6 =8, 6
I

A representacao visual dada para 52/6 gerou uma exploséo de risos e

aconteceu imediata discussao:
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Marcia: Sorte! (Risos)

Nale: Nossa, estou sortuda hoje! (Risos) O numero depois da
virgula se repete sempre constantemente, sempre € 0 mesmo
namero e acaba sendo enjoativo. (Usa a caneta que esti

segurando para mostrar um movimento de repeti¢éo)

O professor-pesquisador perguntou por que Nale escolheu esse namero:

Mércia: Ela jogou, esta sortuda! Tem grupos mais dificeis Nale.

Nale: Bom é melhor eu ndo me empolgar.

Notamos que ndo houve reflexdo matematica para a escolha do nimero
52/6 fazer parte desse grupo, foi uma coincidéncia o nimero pensado por Nale
ter a mesma estrutura colorida, numérica e sonora dos numeros que
influenciaram a criagdo do grupo, como 1/3. Também a dupla reconheceu esse

fato como sorte sabendo que isso nem sempre isSso acontecera.

De modo geral, o grupo Constante foi formado para agrupar nameros
com representacdo decimal formada com periodo de dois, quatro e sete
digitos. O fato de esse grupo ser bastante diversificado pode estar relacionado
ao tempo em que essa atividade foi desenvolvida, foram necessarios varios
encontros e isso pode ter prejudicado na hora de fazer as comparacdes entre
0s numeros. O que a dupla tentou formar, foi um grupo com representacéo
visual, sonora e numérica constante, e para isso elas buscavam relacionar a
pintura com 0 som, ou seja, a repeticdo de uma Unica cor com um Unico som

associando isso com algo constante.
4.1.2.2.2 Grupo: Numeros Inteiros

O numero 42768/324 inspirou a formagao do grupo numeros inteiros. Ao
sortearem esse numero realizaram a operacdo na musiCALcolorida e

esperaram para ver a representacédo dada pela calculadora, para surpresa de

ambas ela ndo pintou e nao tocou.
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Figura 20: Representacao visual de 42768/3 24

Surpresas com esse resultado, pois esperavam uma pintura € um som

como sempre estava acontecendo, a dupla iniciou a seguinte discusséao:

Nale: Nao pintou e ndo tem som. (Despontada)
Mércia: N&o teve som porgue é numero inteiro.
Nale: Também n&o pintou porque € um nimero inteiro. Entdo a

gente podia fazer um grupo sé com numeros inteiros.

Logo em seguida, elas sortearam o nimero 16562/13, como novamente
nao pintou e nao tocou, a dupla logo definiu as caracteristicas do grupo e o

nome.

TABELA 20: Resultado da operacdo 16562/13 na musiCA Lcolorida e discussédo da dupla

para formagdo do grupo numeros inteiros.

Nale: Também ndo pintou, também é um
namero inteiro.

Marcia: Colocar nesse grupo que ele nédo
teve nem cor e nem som. Ele é inteiro.

Nale: O nome do grupo pode ser ndimeros

inteiros.

Resultado da operacéo 16562/13

O numero criado para compor esse grupo, como pedido na segunda
tarefa da Atividade2, foi na verdade encontrado. A dupla estava envolvida na
criacdo de um novo nimero para 0 grupo constantes curtas e testavam fracées

com o denominador nove (99, 990, 9...) quando encontraram o numero 99/9.
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Nale: 99/9 (Risos)
Marcia: 11 (Fala o resultado da divisdo dado pela calculadora)
Nale: NUmero inteiro! (Surpresa)

Marcia: Interessante!

Rapidamente elas pegaram o envelope dos NuUmeros Inteiros e
colocaram o 99/9 nesse grupo.

N&o temos davida quanto a formacao do grupo dos Numeros Inteiros, a
dupla pensou nesses numeros considerando a matemética que aprenderam na

escola e relacionaram o fato de ndo pintar e ndo tocar com um numero inteiro.

4.1.2.2.3 Grupo: Sem sequéncia definida

O terceiro grupo formado foi 0 “Sem Sequéncia Definida”. O primeiro
namero sorteado que inspirou a formacdo desse grupo foi o numero 8/47. Ao
realizarem a operacdo na musiCALcolorida, a dupla se deparou com a
representacéao visual e decimal dada pela Figura abaixo:

FIGURA 21: Representacao colorida e decimal do nim  ero 8/47

Nale olhou para a pintura e disse: Deu uns numeros misturados. E

Marcia iniciou uma discussao com relacdo ao som:

Marcia: SO ndo gostei do ritmo.
Nale: Desalinhado! (Risos)
Marcia: Desafinadooo! (Balanca a cabeca e o corpo como se

tivesse dancando e acompanhando o som).
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O professor-pesquisador pediu para moverem a barra dos instrumentos
e assim explorarem diferentes ritmos, mas a dupla continuou insatisfeita com o
que estavam ouvindo, pois balangcavam a cabeca negativamente enquanto o

som estava tocando.

Em seguida, voltaram sua atencdo para a pintura e comecaram a
explorar o sequencia de digitos apds a virgula movendo a barra de rolagem
extensdo da tabela, observando isso, professor-pesquisador perguntou o que

elas estavam querendo com essa acao:

Nale: A gente esta tentando descobrir a sequéncia dele.
Marcia: Eu acho que a sequéncia dele... (Mexe na barra
rolagem mudando a extensdo da tabela) é de...

Nale: Comeca com esse daqui ndo €? (Aponta para a tela)
Marcia: Sao muitos numeros. (Nale concorda)

Méarcia: S&o muitos numeros, muitos e muitos. Eles tém mais

cores, tém mais notas. D& para contar... da nao .

Ambas estavam empenhadas em descobrir 0 tamanho da sequéncia,
mas estavam com dificuldades em perceber que o padrédo de cores alinhado
acorria no tamanho 46 da tela de pintura. O professor-pesquisador percebendo
essa dificuldade pediu para a dupla tentar uma tela com tamanho maior que 40.
Marcia colocou no tamanho 46, obtendo a representacédo colorida dada pela

Figura 22.

FIGURA 22: Padrao de cores alinhadas obtido pelota manho 46 da tela de pintura.

Essa representacao visual levou a seguinte discussao:

Marcia: N&o € uma mesma sequéncia. S840 sO varios outros

ndmeros.
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Nale: Entdo ndo €é uma sequéncia. (Mércia concorda
balancando negativamente.)

Marcia: Vem o dois e depois 0 um, o dois de novo, ja vem sete
e o seis.

Nale: Os numeros estdo intercalados.

Notamos que mesmo a cores estando alinhadas, a dupla nao
reconheceu que esse numero tinha um periodo de 46 digitos, isso talvez
aconteceu, porque as alunas ndo conseguiam ver novamente 46 cores se
repetindo, para elas a sequéncia tem repeticdo quando visualizavam na tela
mais de uma repeticdo de cores, como se estivessem em blocos. Se a
calculadora tivesse espaco para mostrar essa parte de cores se repetindo mais
de uma vez, talvez esse numero nao fosse classificado como sem sequéncia

definida.

Como a dupla ndo conseguia definir para qual grupo colocar o numero

8/47, pois ja tinham formado o grupo das Constantes e dos Numeros Inteiros, 0

deixaram de lado e voltaram para esse numero ap0s terem sorteado o nimero

12, que teve um papel importante na definicho do grupo Sem Sequéncia

Definida. Ao realizarem na calculadora 12, observaram a pintura dada pela
Figura 23.

FIGURA 23: Representacdo visual de 12

Comecaram explorando o som e alterando o tamanho da tela de pintura,
ficaram olhando para o que estava acontecendo com a pintura, apés um tempo

de siléncio e observacao, comecaram a discultir:
Marcia: Sem sequéncia. (Observacao foi feita apés mudanca

no tamanho da tela)

Nale: N&o tem uma sequéncia certa como as outras.
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A dupla comecou a olhar para os envelopes dos grupos ja formados
para tentar encaixar esse numero e Nale sugeriu a formagdo de um novo
grupo: “Vamos formar um grupo sem sequéncia, sem sequéncia definida.
Constantes e numeros inteiros (Ié o nome dos grupos no envelope). Nao, nédo

sao sem sequéncia definida.”

Assim que formaram esse grupo, retomaram para 0 nuamero 8/47 e
Marcia disse: “E esse pode ser nesse da sequéncia ndo definida.” Realizaram
novamente o numero na musiCALcolorida e alteraram o tamanho da tela de

pintura. O professor-pesquisador perguntou 0 que estava acontecendo:

Marcia: N&o, pensei que tinha uma sequéncia definida, mas
ndo... (as cores alinhadas) Tem uma sequéncia, mas nao sao
0S numeros que se repetem.

Pesquisador: Onde vocé esta observando isso?

Nale: Nas cores...

Mércia: Na repeticdo das cores. Por que cada cor representa
um numero entdo pelas cores da para saber se 0s numeros
estdo se repetindo na ordem certa. E aqui ndo esta.

Nale: Intercalado, cada hora uma cor se repete.

Mesmo percebendo que esse numero tinha um padrdo de cores
alinhado que definia uma sequéncia repetitiva, a dupla decidiu coloca-lo no
grupo Sem Sequéncia Definida, por ndo verem uma repeticdo de cores

alinhadas mais de uma vez.

Apresentamos na Tabela 21, os numeros que formaram esse grupo,
mostrando a representacdo numérica e colorida, como também uma descrigdo
da dupla relacionada aos diferentes aspectos dados pela interagdo com a
musiCALcolorida. Assim podemos ter uma visao geral do que a dupla estava

pensando ao organizar esse grupo dessa maneira:
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TABELA 21: Grupo Sem Sequéncia Definida

Numeros Pintura Descricdo

“Sao muitos ndmeros, muitos e
8/47 muitos. Eles tém mais cores, tem
mais notas. D& para contar... da

nao.”

“Ele tem uma sequéncia, mas nao
1/43 € bem uma sequéncia, tem muitos

numeros. Esta tudo misturado.”

J12 “Ndo tem uma sequéncia certa

como as outras.”

789/62 “Ja € uma sequéncia diferente”

Observando as pinturas, notamos que o mesmo padrdo de cores se

repete, as cores que compdem as telas sdo sempre as mesmas formando

pinturas diferentes. Era esperado que 12 fizesse parte desse grupo, ja que €
um namero irracional, assim o padrdo de cores ndo respeita uma regularidade

como dos demais nimeros.

Os numeros 8/47, 1/43 e 789/62 acabaram se enquadrando nesse
grupo, pois a dupla ndo conseguia ver uma repeticdo de cores, mesmo quando
o padrdo de cores ficava alinhado. Como o tamanho do periodo era maior que
dos demais nameros ja explorados, a impressdo que ficava era de que as

cores estavam sempre embaralhadas ou intercaladas.

Interessante notar que esses ndmeros despertaram na dupla a

necessidade de alterarem o tamanho da tela de pintura para encontrarem o
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periodo através do alinhamento das cores, nesses casos, a dupla se colocou
em uma postura de investigacao para responderem algo diferente que estava
acontecendo. Por exemplo, ao sortearem o namero 1/43, decidiram primeiro

investigar sua representacao colorida antes de ouvi-lo.

Nale: Vamos tentar descobrir a sequéncia dele para depois
tentar ouvir o som.

Marcia: E que nem naquele outro caso (Refere-se ao nimero
8/47). Tém uma sequéncia, mas ndo é bem uma sequéncia,
tem muitos niumeros.

Nale: Esta tudo misturado.

Marcia: E estdo misturados... Uma sequéncia ndo definida.
Acho que é aquela sequéncia meio embaralhada. E tipo uma
sequéncia que tem varios outros niumeros repetidos, mas nao

em ordem.

O professor-pesquisador perguntou sobre como achar o periodo. Entéo
comecaram alterando a tela de pintura, primeiro usando o tamanhode2em 2 e
depois de 3 em 3, até as cores ficarem alinhadas, no tamanho 21.

FIGURA 24: Representacao colorida de 1/43 com tel a de pintura de tamanho 21

Essa representacao colorida gerou a seguinte discussao:

Marcia: Assim fica um pouco colorido (As cores ficam
embaralhadas) coloca 21. (Refere-se ao tamanho 21 da tabela)
Nale: Que ndo tem uma sequéncia exata.

Marcia: Uma sequéncia, isso exata. Ela fica repetindo os
nameros ndo na ordem que deveria, eu acho. (Faz movimento
com as maos para mostrar uma ordem na sequéncia)

Nale: Repete muito o trés...
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Mércia: Vocé vé que néo esta na ordem?
Nale: Depois oito e o dois... (Esta observando a representacéo
decimal)

Marcia: Nao tem uma ordem definida.

Mesmo as alunas observando que no tamanho 21 as cores ficavam
alinhadas, isso ndo foi o suficiente para elas perceberem que esse era 0
tamanho do periodo, pois quanto mais movimentavam o tamanho da tela de
pintura mais embaralhada as cores ficavam, ndo encontrando novamente o

alinhamento das cores.

O novo numero criado para colocar nesse grupo contou com a ajuda da

sorte. Primeiro a dupla leu as caracteristicas do grupo.

Marcia: Sao aqueles que ficam... (Movimenta as maos
indicando uma sequéncia de cores intercaladas...)

Nale: Embaralhado. Vamos tentar 400/5.

Mércia: Vamos tentar 18 sobre... 62. (Realiza na calculadora

esse numero)

FIGURA 25: Representacdes coloridas de 18/62

Nale/Mércia: Nossa! (Risos)

Nale: Vamos ver, vamos ver se a gente conseguiu fazer!
(Alteraram o tamanho da tabela da calculadora).

Marcia: Sequéncia...

Nale: Vai até a ultima. (Alteram o tamanho da tabela)

Marcia: E n&o tem uma sequéncia.

Apesar de escolherem aleatoriamente o niumero 18/62, podemos dizer
que o denominador 62 nao foi escolhido por acaso, antes de fazerem essa

escolha Marcia olhou para o envelope e se inspirou no numero 789/62. Mesmo
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alterando a tela da pintura e obtendo um padréo alinhado para as cores, a

dupla considerou esse numero sem sequéncia.

Portanto esse grupo foi formado por numeros que geravam uma
representacao colorida que apresentou, na maioria das vezes que se alterava o
tamanho da tela de pintura, um padréo embaralhado das cores. Isso acontecia
guando o numero era irracional ou quando o periodo de um numero decimal

era formado por muitos digitos.

4.1.2.2.4 Grupo: Constantes Curtas

Esse grupo foi inspirado a partir do sorteio do numero 148/9990. A
representacdo colorida e numérica desse numero apresentou caracteristicas
diferentes das que foram observadas para 0s grupos, que até aguele momento
tinham sido formados. De fato, o niumero poderia ser encaixado no grupo
constante, mas como elas, notaram em particular o periodo de trés, e antes
tinham encontrado alguns numeros com periodo maior, entdo elas decidiram

criar um novo grupo.

Ao realizarem a operacgao na calculadora foi apresentada a pintura dada

pela Figura 26 que gerou a seguinte discussao:

FIGURA 26: Representacdo visual de 148/9990 = 0,0 148

Mércia: Esse tem uma sequéncia de trés.

Nale: Vamos colocar no tamanho trés para a gente ver.
(Observam a pintura obtida.)

Nale: SO o primeiro nimero é diferente e a sequéncia é de trés
mesmo.

Marcia: A Unica diferenca € que tem um numero diferente do

resto, mas depois desse numero fica a mesma sequéncia.
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A dupla recorreu novamente ao recurso barra de rolagem, alterando o
tamanho da tela de pintura para saber o tamanho da sequéncia e observaram
que o primeiro digito era diferente e o restante, formado por trés digitos

repetindo infinitamente.

A dupla decidiu montar um novo grupo e comegaram pensando no home

para o grupo:

Nale: Qual o nome que a gente pode dar?

Marcia: Qual seria?

Nale: Dizimas periddicas? Vocé se lembra das dizimas
periédicas?

Méarcia: N&o... Sera esse nome?

Nale: Vamos colocar primeiro as caracteristicas.

Marcia: Tem um sequéncia de dois niUmeros com o primeiro
diferente.

Nale: Uma sequéncia curta, mas com o primeiro numero
depois da virgula...

Marcia: Diferente e o resto com seqiiéncia de dois.

Nale: A gente pode dar o nome de constante curta.

Notamos que essa foi a primeira vez que a dupla utilizou a palavra
dizima periodica na formacéo dos grupos. Da discussao anterior, parece que
uma caracteristica que distinguiu este grupo do grupo de constante foi que: o
primeiro digito depois da virgula era diferente do periodo subsequentemente
que se repetia. Entretanto, esta caracteristica nem sempre foi respeitada na
atribuicdo dos numeros a este grupo e também de fato algumas das
representacfes decimais do grupo Constantes também foram formadas por

decimais compostos.

A Tabela 22 abaixo mostra os demais numeros que foram incluidos

nesse grupo:
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TABELA 22: Grupo Constantes Curtas

NUmeros

Representacéo Visual

Descricdo

135/333 = 0,405405....

“Sequéncia de trés.

Sequéncias curtas”.

9/999 = 0,0090090009...

“Sequéncia curta.

Sequéncia de trés."

8/99=0,808080808...

“Sequéncia de dois.”

1/22=0,045454545....

“O primeiro diferente
e depois repete

varias vezes”

Para criar o novo numero, a dupla primeiro leu as caracteristicas do

grupo constantes curtas e observou os ndmeros que estavam no envelope.

Apds testarem alguns nimeros sem sucesso, comecaram a fazer uma analise

melhor dos ndmeros que estavam no envelope, como mostra a discussao

abaixo:

Nale: Aqui tem que ser uma constante curta.

Mércia: Ai que dificil! Vocé vé que aqui (No grupo constantes

curtas) tem muitos nimeros nove. A maioria dos nimeros que

tem, por exemplo, 8/99 e 9/999, por incrivel que pareca,

sempre deram essa sequéncia meia curta e o primeiro é

diferente.

Nale: E o resto dos nimeros € igual.

Mércia: A gente pode tentar né!

A dupla percebeu que o denominador nove podia resultar numa pintura

com 0 mesmo padrdo de cores obtida com os numeros do envelope

Constantes Curtas e comecaram a testar diferentes numeros com essa

propriedade, como podemos notar na discussao abaixo:
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Nale: E vamos tentar por 9, como o numero 89/999...
(Realizam o ndmero na calculadora). Deu uma sequéncia,
vamos tirar um 9, tenta 89/99.

Marcia: Deu um sequéncia de novo! (risos)

Nale: Entdo 99/999.

Marcia: Uma sequéncia de trés.

Nale: Tenta 99/9.

Mércia: Deu 11. (Riso0s)

Nale: Numero inteiro! (Surpresa)

Mércia: Interessante!

Com essa investigagdo elas encontraram um numero que foi colocado
no grupo dos Numeros Inteiros, o 99/9. Podemos notar que as alunas néo
estavam procurando apenas um numero com uma sequéncia curta, Nale
deixou claro isso quando disse: “Sequéncia curta, primeiro numero diferente e
o resto igual.” Nesse momento essa caracteristica foi fundamental. Ambas
olharam novamente para 0os numeros que estavam no envelope e Marcia
prop6s tentarem o numero 58/9990, obtendo assim, a pintura que estavam
procurando. Ao observar a pintura Marcia disse: “E! Os dois primeiros s&o
diferentes e o resto sao todos iguais.”

Resumidamente esse grupo foi formado por nimeros que apresentavam
uma expansao decimal com periodo de tamanho 2 e 3, incluindo as dizimas
periodicas compostas. Parece que aconteceu uma confusdo entre os critérios
do grupo Constantes e Constantes Curtas, pois os dois grupos sao formados
por nUmeros com essa caracteristica, e isso pode estar relacionado, como ja

dissemos, ao tempo em que essa atividade foi realizada.
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4.1.2.2.5 Sem Sequéncia

Esse foi o dltimo grupo formado e também aquele que a dupla teve
maior dificuldade de definir as caracteristicas. O numero que provocou a
formacdo do grupo foi 25/4. A representacdo colorida desse numero causou

estranheza na dupla, pois as pinturas até o momento eram todas coloridas.

FIGURA 27: Representacao colorida de 25/4 = 6,25

Perante essa representacéo colorida, iniciaram a seguinte discussao:

Nale: Esse eu acho que ndo combinaria para esse grupo.
(Refere-se ao grupo Constantes Curtas)

Marcia: Esse aqui ja é de outro grupo.

Nale: E por ter duas notas e o resto dos nimeros do outro
grupo tem mais.

Marcia: Mas que grupo a gente pode colocar ele?

Nale: E ndo sei, mas se sair mais?

Por ndo encontrarem caracteristicas que poderiam encaixar esse
namero no grupo Constantes Curtas, a dupla deixou esse niamero de lado e
continuou sorteando outros numeros. Em outro momento, as alunas
retomaram para o nimero 25/4 e o testaram novamente na Calculadora: “Entédo
nesse daqui (Aponta para o Grupo Constantes Curtas) os numeros depois da
virgula se repetem iguais, € a mesma sequéncia de dois ou trés niumeros. Ja
esse dai ndo (Refere-se ao novo grupo sendo formado). Os nimeros que vem
depois da virgula ndo se repetem, s6 uma vez, entdo a gente tem que criar

outro grupo.”
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Assim a dupla decidiu criar um novo grupo para encaixar esses humeros
gue pintam um ou trés quadradinho. A Tabela 23 mostra os numeros que foram
selecionados para fazer parte do grupo.

TABELA 23: Grupo sem sequéncia

NUmeros Representacao Visual Descrigédo

“Os numeros que vem
315/1000 = 0,315 depois da virgula ndo se

repetem, s6 uma vez.”

“Esse vai ter que ficar junto

5/2=2,5 com o nimero 25/4.”

7/10=0,7 “Nesse novo grupo”

Para definir o nome do grupo e as caracteristicas, a dupla utilizou de
uma estratégia diferente. Primeiro separaram os nameros que apresentavam
0S mesmos aspectos para depois escreverem as caracteristicas e definirem o

nome do grupo.

Quando a dupla observou a representacdo colorida desses numeros,
relacionaram rapidamente essas representagfes com as que apresentavam a
mesma estrutura colorida sem discussao. Notamos nas descricbes da Tabela
23, que apenas o0 numero 315/1000 teve uma expressdo que mostra a principal

caracteristica do grupo, para os demais apenas colocaram no novo grupo.
Iniciou uma discussdo sobre o nome do grupo que a dupla néo
conseguia definir, por isso ficaram testando os numeros na calculadora para

observarem a imagem e o som:

Nale: Se colocarmos sequéncia Unica? Nao é porque ndo é

uma sequéncia. O que podemos colocar?
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Marcia: Sempre tem um s6 ndmero depois da virgula ou dois
ou trés.

Nale: E uma sequéncia, mas ela no se repete infinitamente.
Marcia: N&o. E uma sequéncia quando tem varios nimeros.
Nale: NUmero com s6 uma casa ou duas ou trés depois da
virgula.

Marcia: E o nome do grupo, como vai ficar?

Nale: Vamos fazer a explicacdo e depois a gente acha um

nome.

A dupla comecgou a escrever 0s numeros no envelope e as observacoes.

E entdo refletiram novamente sobre o nome do grupo:

Marcia: Numeros diferentes? E ndmeros sem sequéncia?
(Risos)

Nale: E como se fosse uma sequéncia, mas ndo é uma
sequéncia infinita.

Mércia: N&o € uma sequéncia. Ela ndo se repete. Sequéncia,
eu acho é quando se repete. (Para explicar usa 0 movimento
das maos para representar uma sequéncia)

Nale: Infinitamente.

Mércia: Ai vocé tem uma sequéncia

Nale: Entdo nUmeros sem sequéncia.

Depois dessa discussao, definiram as caracteristicas do grupo e 0 nome
como Numeros sem Sequéncia, o que significou para a dupla, nUmeros com

representacado decimal sem repeticéao, ou seja, finita.

O novo numero criado foi relacionado com a experiéncia escolar da

dupla, como ficou claro no seguinte dialogo:

Mércia: Y2 que vai dar 0,5. (Antecipa o resultado que e verifica
na calculadora).
Professor-pesquisador:  Porque escolheu esse nimero?

Marcia: Foi o que veio na cabeca agora! (Risos)
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Nale: E simpatia (Risos) e também é o que a gente mais usa.

Um meio € o que a gente mais usa.

FIGURA 28: Representacao visual de ¥2= 0,5

Esse grupo foi formado por nimeros com representacéo decimal finita. E
interessante notar que a dupla conseguiu fazer uma relagdo entre as novas
representacbes dada pela musiCALcolorida com as aprendidas em algum

momento nas aulas de matematica.
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4.1.2.2.6 Consideracdes sobre a organizacdo da dupla Marcia e Nale

A Tabela 24 mostra a organizacao final dos numeros proposta por

Marcia e Nale.

TABELA 24: Organizacao final de Marcia e Nale

Novo
Grupo Observacdes NUmeros NUmero
Nesses nimeros nao vimos 42768 16562 99
Numeros nem cor e nem som que ele “ans A —
Inteiros transmitia, por o resultado ter 324 13 9
dado um ndmero inteiro.
Sem Esses numeros ndo possuem 1 789 8 18
Sequéncia uma seqiiéncia definida. V12 — — — —
Definida 43 62 47 62
Os dois tém uma sequéncia 148 135 1 9 8 58
Constantes curta, o primeiro numero é il - -
Curtas diferente e o resto dos nimeros 999( 33% 22 99¢ 98 999(
se repetem da mesma forma.
NUumeros Esses nimeros possuem até 25 315 5 7 1
Sem trés casas apés a virgula. — T s A -
Sequéncia 4 100C 2 1C 2
Que nesse grupo os numerosse | 16 7 42 52
repetem constantemente, o som | —2 — 36 —
sempre € 0 mesmo e ndo se 11 12 90C 6
Constante altera que se torna um pouco | 2894 1 695
enjoativo quando sdo repetidas | goo¢t 7 56
vérias vezes. 7 56 5689 7
9 147 999¢ 12

Na organizacdo de Marcia e Nale, temos quatro grupos que apresentam
caracteristicas semelhantes com a organizacdo matematica convencional que
sdo os grupos: Numeros Inteiros, Constantes Curtas, Constantes e NUumeros
Sem Sequéncia. O grupo Constantes Curtas e Constante representam as
dizimas periédicas enquanto o grupo Numeros Sem Sequéncia 0S numeros

com representacdo decimal finita.

Essa classificagdo, originada pela observacdo de natureza empirica,
também apresenta inconsisténcia matematica. Notamos esse fato na formacao
do grupo Sem Sequéncia Definida, onde o Unico namero irracional foi incluido
junto de nameros que tem sequéncia. A dupla chegou notar que os demais

ndameros com representacdo fracionaria ttm uma sequéncia, mas somente a
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exploracdo empirica ndo foi suficiente para separar esses numeros de 2 que

nao tem uma sequéncia definida como por elas observado.

Observamos também, uma confusdo entre o grupo Constante e
Constantes Curtas, pois ambos possuem numeros que apresentam
representacdo decimal com mesma estrutura, por exemplo, 42/900 est4 no
grupo Constante mas poderia estar no grupo Constantes Curtas. Isso pode ter
ocorrido devido ao tempo em que a atividade foi realizada, como ja dissemos,
foram necessarios varios encontros e com isso a dupla ndo conseguia
visualizar a formag&o dos grupos como um todo. Se a atividade tivesse sido
realizada em apenas um encontro, provavelmente a dupla organizaria esses

nameros de uma maneira diferente da apresentada.

Na préoxima secdo, apresentamos detalhadamente o0s principais
momentos de formacéo dos grupos da Dupla Rodolfo e Bruno.

4.1.2.3 Dupla: Rodolfo e Bruno

A dinamica de organizacdo dos grupos dessa dupla foi diferente da

apresentada pela dupla Nale e Marcia.

Apés orientacbes do professor-pesquisador, 0s alunos primeiro
sorteavam 0s numeros, realizavam a operacéo na calculadora, observavam as
representacdes visuais, sonoras e numeéricas e depois dessa exploracdo
agrupavam os numeros sorteados em pequenos montes de acordo com as

casas decimais antes de colocar nos envelopes e definirem os critérios.

De um modo geral a dupla, durante a interacdo com a musiCALcolorida,
observavam primeiro, a representacao decimal e depois exploravam a tela de
pintura e o som. Para a formagdo dos grupos usavam como estratégia
agrupamentos de numeros que apresentavam a parte decimal semelhante,
como o tamanho do periodo das dizimas e fracbes com numerador e

denominador com caracteristicas definidas como par, impar e multiplo. Isso
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mostrou que essa dupla tem uma tendéncia de olhar os aspectos observados

mais matematicamente

A dupla formou onze grupos: La, Simples, Sequencial , Sétimos,
Triplice , Séxtuplos , Inteiro, Pequeno, Xadrez, Irracional e Rejeitados .
Estaremos apresentando esses grupos na ordem em que foram sendo criados,
considerando os momentos esséncias da discussdo sobre sua formagéo e

organizacao.

4.1.2.3.1 Grupo: La

O primeiro grupo formado foi “La”, a dupla sorteou o niumero 5/2 e ao
realizarem a operacdo na musiCALcolorida obtiveram as seguintes

representacdes colorida dada pelas Figuras 29 e 30.

FIGURA 29: representacao colorida de 5/2 = 2,5

FIGURA 30: representacéo colorida de 25/4 = 6,25

ApOGs observarem essas representacdes e explorarem a parte sonora,

iniciaram a seguinte discussao:

Bruno: 2,5. (Resultado da diviséo)

Rodolfo: Esse ficou mais parecido com... (Aponta para o
namero 25/4 sorteado anteriormente)

Bruno: 25/4. Denominador par € numerador impatr.

Rodolfo: Apesar de o outro ter duas casas (Refere-se ao
namero 25/4) os dois ja deram um numero so.

Bruno: E sdo... como fala?... multiplos de 5 no de cima e no de

baixo de multiplo de 2.
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Rodolfo: Nos dois o niUmero final € cinco... no resultado.
Bruno: O som € parecido com o do 5/2 (Estdo ouvindo o som
do 25/4)

Rodolfo: Esses aqui podem ficar no mesmo grupo.

A dupla associou a representagdo colorida e sonora do numero 5/2 com
a do 25/4. Quando Rodolfo falou que “os dois ja deram um namero s6” estava
querendo dizer que esses numeros sdo decimais com representacao finita.
Observamos também que Bruno estava tentando fazer uma relagédo entre o

numerador e denominador a fracdo, trazendo a idéia de multiplos.

Assim que decidiram formar um grupo com esses numeros escreveram
essas observagbes como critérios e comegaram a pensar no nome do grupo. O
professor-pesquisador pediu para os alunos olharem também para as outras

caracteristicas (som e da pintura) além da numérica.

Bruno: Grupo verde? N&o...

Rodolfo: O outro resultado que deu 0,5 e esse 0,25 (est4
olhando apenas a parte decimal) € o quarto desse numero...
N&o sei explicar. (Exploraram o som primeiro de 5/2 e depois
25/4)

Bruno: E la essa nota, né? (Refere-se ao som dado por 5/2)
Rodolfo: N&o sei. (Risos)

Bruno: D¢, ré, mi, fa, so, 14, si! (Vai apontando para os digitos
0,1, 2, 3,4,5, 6... na tela do computador). Mi 14 (Representa o
som de 25/4)

Rodolfo: Como s6 repete o cinco de verde vamos colocar sé
l4.

Bruno: Nome do grupo la.

Parecia que os alunos, estavam mais centrados na representacao
numérica do que na colorida e sonora. Como o professor-pesquisador pediu
para olharem as outras representacfes, houve uma mudanca no olhar e a
representacdo sonora foi enfatizada, como mostrou a associacdo de Bruno

com as notas musicais que acabou formando no nome do grupo. O nome “La”
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acaba sendo escolhido porque os alunos observaram que foi essa nota que

repetiu na representacdo sonora dos numeros 5/4 e 25/4.

O dltimo nimero que entrou no grupo foi 315/1000. A dupla demorou um
pouco para relacionar esse numero com os critérios definidos para o grupo La.
Rodolfo observou que o numerador desse niumero era impar, multiplo de cinco
e denominador par multiplo de cinco com o digito cinco no final do resultado. A

Figura 31 mostra a representacao colorida desse numero.

FIGURA 31: Representacao colorida de 315/1000 = 0,3 15

Apresentamos na Tabela 25 a organizacéo proposta pela dupla Rodolfo

e Bruno.

TABELA 25: Grupo L&

Grupo Observacdes Ndmeros Novo Numero

Numerador impar mdultiplo de 5, 25 315
La denominador par e multiplo de 2, — T
namero final 5 e som familiar. 4 100¢

S 35
2

O novo namero, formado pela dupla, para fazer parte do grupo foi 35/8.
Para a criacdo desse numero, primeiro a dupla leu as caracteristicas descritas
no envelope e depois escolheram aleatoriamente nimeros para 0 numerador e
o denominador que obedecessem aos critérios definidos, assim que realizaram
a operacdo na calculadora observaram: “Deu... numerador impar multiplo de
cinco e denominador par multiplo de dois e o numero do resultado final cinco.”

Esse resultado é dado na Figura 32.
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FIGURA 32: Representacao colorida de 35/8 = 4,375

Notamos que para fazer parte desse grupo, a representacao decimal do
namero tinha que ser finita e com final cinco, por isso que o numerador tinha
que ser multiplo de cinco e impar. No caso do numerador, o uso do termo
“multiplo de dois e par”, mostra uma redundéancia, que pode indicar que eles
estdo pensando que o multiplo de dois ndo é necessariamente a mesma coisa
que um numero par. Essas caracteristicas definida pela dupla, estédo
relacionada com a propriedade de que em uma fracdo irredutivel, se o
denominador tiver somente os fatores primos 2 e 5 entdo a representagcéo
decimal sera finita (vice-versa) — embora que nao temos evidéncia para indicar

gue 0s meninos estavam fazendo essa conexao.

4.1.2.3.2 Grupo: Simples

O grupo simples foi inspirado a partir do sorteio dos niumeros 2894/9000
e 42/900. Primeiro sortearam o numero 2894/9000, realizaram a operacao na

musiCALcolorida e observaram a representacao colorida (Figura 33) e sonora.

FIGURA 33: Representacao colorida de 2894/9000 = 0, 3215

ApOs essas observacdes a dupla iniciou a seguinte discusséao:

Bruno: Trés... Quatro niumeros depois da virgula. (Exploram a
pintura e 0 som)
Rodolfo: Tantantan... (Acompanha som com a cabeca e

cantando)
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Bruno estava contando os trés digitos que nao repetem e considerando
0 cinco que repetiu como um digito, por isso fala quatro nimeros depois da
virgula. Rodolfo expressou sonoramente somente a parte do periodo, cantando
a repetidamente um mesmo tom que representava um digito, no caso o cinco.
ApOs observarem as representacdes desse numero sortearam 42/900, obtendo

a representacao colorida dada na Figura 34.

FIGURA 34: Representacao colorida de 42/900 = 0, 04 é
Essa representacao colorida e decimal levou a dupla a seguinte reflexéo:

Rodolfo: Esse vai dar zero e alguma coisa. (Antecipa o
resultado)

Bruno: Zero virgula zero quatro meia meia meia meia.... (Fala
o resultado e repete bem rapido). Espera ai (Olha para a tela)
Dois... E ai trés depois da virgula. (Escutam o som).

Rodolfo: E esse (2894/9000)... Olha os dois. (Aponta para o
denominador) Sao multiplos de 10 também.

Bruno: E de nove... E de 10. (Concorda com Rodolfo)

Rodolfo: E (Concorda com mudltiplo de 9)... De 90 também
pode ser... D& para simplificar também.

Bruno: Daria, mas a gente ndo vai fazer isso agora.

Rodolfo: Nenhum desses d& para simplificar (Aponta para
7112, 1/22, 8/99 e 695/56) pense bem.

Bruno: Olha Rodolfo o dltimo numero que repete € seis
(Refere-se ao periodo da representagdo decimal de 42/9000)
Rodolfo: Vocé pode colocar que da para simplificar.

Bruno: Vamos escrever outro grupo.

Novamente Bruno estava observando os digitos que repetiam e nao

repetiam na parte decimal. Quando ele falou “dois” estava se referindo aos dois
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digitos 0 e 4 que nédo repetiam, logo em seguida ele concluiu que sao trés

digitos que apareciam apés a virgula: 0, 4 e 6.

ApOs observarem as diferentes representacfes, a dupla comecou a
fazer comparacbes com o0s demais numeros sorteados que estavam
separados. Primeira comparacao foi entre o nimero sorteado 42/9000 com o
2894/9000, eles observaram que o denominador era multiplo de 9, 10 e 90.
Depois observaram que essas duas fracdes podiam ser simplificadas, diferente
das demais fracdes que estavam separadas. E por ultimo, notaram semelhanca

na representacdo decimal, com um Unico digito repetindo infinitamente.
Com essas observacbes, a dupla formou o grupo simples com os

nameros 42/900 e 2894/9000 e definiu os critérios de formacao desse grupo

como mostra a Tabela 26.

TABELA 26: Grupo Simples

Grupo Observacbes NUmeros Novo
Numero
Fracbes  com possibilidade  de 42 2894 148 18

Simples simplificar. Denominador multiplo de 9.

Numerador e denominador pares. 90C  900C  999( 3€

A definicdo do nome do grupo gerou a seguinte discussao:

Bruno: Agora o nome do grupo?

Rodolfo: Boa pergunta.

Bruno: Do re mi fa s6 La si... (Notas e os digitos) Grupo Si...
ndo Seis Si. (O seis é devido ao periodo da representagéo
decimal de 42/900, que repete 0 seis e si ao som a ele
associado pelo aluno)

Rodolfo: Seis si... vai esse mesmo, mas pode ter alguma
coisa a ver com simplificar?

Bruno: Simples

Rodolfo: E grupo Simples.
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Para a escolha do nome do grupo, a dupla buscou primeiramente, uma
relacdo entre o som e os digitos que se repetiam. Como essa caracteristica
ndo foi muito explorada, eles passaram a observar a caracteristica matematica

simplificacédo de fracdes, o que acabou definindo o nome do grupo.

Na Tabela 26 temos o numero 148/9990 que foi colocado no grupo
depois de formado. Ao realizarem a operacdo na musiCALcolorida, a

representacao colorida (Figura e decimal levou a dupla a seguinte reflexao:

Rodolfo: T& vendo (Aponta para a tela) tem uma casa antes.
Bruno: Tem algum grupo que tem duas casas antes...

Rodolfo: Tem um que € muito parecido por acaso... (Olham os
envelopes). Pensei nesse aqui. (Mostra o envelope do grupo
simples).

Bruno: Também! (Realizam na calculadora a operacéo
2894/9000 para compararem as representacgoes)

Rodolfo: SO que esse seria trés... SO que porque a gente
chamou esse de simples? (Olha o envelope) H& porque pode
simplificar, mas esse também pode! (Risos)

Bruno: Ah € pode.

FIGURA 35: Representacdo colorida de 148/ 9990 =0, 0148

Notamos que a dupla observou a representacdo decimal e associou
essa representacdo com as obtidas pelos nimeros que formaram o grupo
simples, mas o que determinou a colocacdo desse numero no grupo foi o

critério de simplificacao.
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O critério de simplificacdo e fato do numerador e denominador serem
pares, também foi determinante para a criagdo do novo numero. A dupla pegou

0 envelope simples e ao lerem as observacdes criaram o numero 18/36.

Rodolfo: S&o pares... SO isso as caracteristicas.

Bruno: Pode simplificar, numerador multiplo de nove e
denominador e numerador pares. (Realizam a operacdo na
calculadora.)

Ambos: Deu meio

Professor-Pesquisador: Esse numero se enquadra nas
caracteristicas dos outros nimeros?

Ambos: Sim.

Rodolfo: Porque a gente colocou uma fracdo que pode ser
simplificada, os dois numeros... 0 numerador e 0 denominador
tém que ser multiplo de nove ou divisor de nove, no caso seria
porque 18 por 9 e 36 por 9 também da, e os dois também tem

que ser par, entao da certo.

Para a criacdo do novo numero, a dupla ndo considerou a representacao
colorida e sonora, observaram somente a questao do multiplo, da simplificacéo
e do numero ser par. O professor-pesquisador buscou entender porque esse
novo numero acabou se enquadrando no grupo, ja& que a representacao
colorida, sonora e numeérica era diferente dos demais numeros que formavam o
grupo. Rodolfo tentou responder a pergunta, pegando o envelope e lendo os
aspectos que consideraram para a criacdo do novo numero, evidenciando o
uso de critérios relacionados mais com a fragdo do que com as demais

representacoes.

Resumidamente, esse grupo foi formado por fracbes que podiam ser
simplificadas, com numerador e denominador par e multiplo de 9. Esses
critérios levaram a dupla enquadrar nimeros com representacdes decimais
finitas e infinitas periddicas no mesmo grupo por que o foco estava na fracao,
tanto que o nome do grupo foi definido como simples, pois a fracdo podia “ser

simplificada e ficando um nimero mais simples, mais facil.”

176



4.1.2.3.4 Grupo: Sequencial

Para a formacdo desse grupo, primeiro sortearam 0 numero 7/12 e
depois 1/22. Ao realizarem a operacdo na musiCALcolorida observaram as

seguintes caracteristicas dadas na Tabela 28.

TABELA 27: Observagdes dos alunos para o nimero 7/1 2 e 1/22

Rodolfo: Repetiu dois nimeros.

Bruno: E agora?
Rodolfo: Tumtumtumtum...Denominador par | rRodolfo: Ainda nio da para formar um

e numerador impar. grupo.

Bruno: No 7/12 deu trés cores que foi, Bruno: N3&o, mas deu outro ndmero com
verde, vermelho e azul meio clarinho que foi | a5 com trés nameros diferentes depois da
5, 8 e 3 repetitivamente. virgula. (Refere-se a 7/12)

Rodolfo: Denominador par...

Representacéo colorida de 7/12 = 0,58 3 Representagao colorida de 1/22=0,0 45

Notamos que a representacdo decimal infinita foi observada
sonoramente com a repeticdo do som, mas foi a repeticdo dos digitos a
caracteristica que mais chamou a atencdo da dupla. Novamente a fracdo foi
um fator determinante na formacdo do grupo, dessa vez relacionaram o

denominador par e numerador impar.

Observamos também que a dupla se referiu a trés digitos depois da
virgula, ou seja, depois da virgula em ambos casos, aparecem trés digitos,
para 7/12 séo os digitos 5, 8 e 3 repetindo e para 1/22 séo os digitos 0,4 e 5

com 45 repetindo.
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Depois de sortearem outros nameros, a dupla voltou para 7/12 e 1/22,
explorando novamente as diferentes representacdes e formaram o0 grupo

Sequencial como dado na Tabela 28.

TABELA 28: Grupo Sequencial

Grupo Observacoes NUmeros Novo
Numero
Numerador impar. Denominador par. Trés 7 1 >
Sequencial casas apo6s a virgula seguida por uma dizima E Z _1
periodica. 36

Segue a discussado da dupla no momento da definicdo dos critérios e 0

nome do grupo:

Bruno: Numerador impar... E denominador par... Trés casas
depois da virgula, uma dizima no ultimo namero.

Rodolfo: Nome do grupo?

Bruno: A gente viu que o numerador € impar, o denominador
par, trés casas depois da virgula, com uma dizima periddica...
Tem um periodo seguido... Sempre alterna... Sempre tem que
estar com mesmo numero. Sequéncia? Ou Sequencial?

Rodolfo: Sequencial.

Como ja haviamos observado, o que prevaleceu na formacédo desse
grupo foi a representacdo decimal infinita periddica relacionada com a fracéo
de denominador par e numerador impar. O nome sequencial foi justificado na
fala de Bruno que explicou que uma dizima periédica é formada por um periodo

que repete constantemente, o que seria infinitamente.

Para a criacdo do novo numero, a dupla seguiu as observacdes dadas
no envelope e logo na primeira tentativa conseguiram a representagao que
estavam buscando, ou seja, denominador par e numerador impar com
representacdo decimal infinita com trés digitos depois a virgula, no caso, os

digitos 5, 8 e 3 repetindo. Notamos que o novo numero 21/36 é fracdo
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equivalente de 7/12, mas o uso dessa propriedade nao foi explicita pela dupla.

Na Figura 36 temos a representacao colorida do novo namero.

FIGURA 36: Representacao colorida de 21/36 = 0,58 é

Assim o grupo sequencial foi formado considerando primeiro uma fracao
com denominador par e numerador impar e ao realizarem a operacdo na
musiCALcolorida a representacdo decimal, necessariamente tinha que ser
infinita e periddica com trés digitos, sendo um ou dois repetindo

constantemente.

4.1.2.3.5 Grupo: Sétimos

Esse grupo foi formado a partir da exploracdo das representagbes dos
nameros 7/9 e 7/10. Na Tabela 29, apresentamos as observa¢des da dupla
para esses numeros e a representacdo colorida e numérica dada pela

musiCALcolorida.

TABELA 29: Observac¢fes da dupla para 7/9 e 7/10

Bruno: Vai dar zero virgula sete sete sete | Rodolfo: 0,7.

sete... (Diz bem rapido) Muitos sete! Bruno: Bem aquele ali... (pega o 7/9) Deu 7
Rodolfo: Dizima... Nao tem algum numero | também depois da virgula.

com uma dizima sé? 333333... Rodolfo: A Unica diferenca entre os dois, é

Bruno: Acho que nao. gue um é dizima e o outro nao.

Representacio colorida de 7/9 = 0, ? Representacao colorida de 7/10 =0, 7
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A dupla observou que esses dois numeros sao diferentes na

representacdo decimal, sendo 7/10 finito e 7/9 infinito e periddico. Outro

aspecto observado foi que o numerador da fracdo era igual a 7 e o digito 7

apareceu também depois da virgula. A dupla poderia ter colocado esses

nameros nos grupos ja formados, por exemplo, 7/10 no grupo la, mas

preferiram formar outro grupo como mostra a discusséo abaixo:

Rodolfo: Ah... Olha s6 tem semelhanga entre os dois se for

Ver.

Bruno: O numero de cima é 7.

Rodolfo: S0 o de baixo que aumenta um... Um é 9 e outro 10.

Bruno: Coloca que ele tem igual.
Rodolfo: O sete.

Bruno: Sete no numerador... Resultado final sete.

Rodolfo: Tanto para dizima como decimal.

Assim definem os critérios de formagdo do grupo, considerando que

tanto na representacdo decimal finita ou infinita periddica, o digito sete é o

anico que aparece depois da virgula e também no numerador da fracdo, essa

caracteristica também determinou o0 nome do grupo: “O numero de cima dos

dois é sete e o resultado final deles, ndo importa se é dizima ou se € virgula ou

fracdo, da no ultimo numero sete, por isso colocamos esses numeros... Sempre

0 resultado sete, ou seja, o0 som sempre vai ser sete, igual.” Na Tabela 30

apresentamos o Grupo Sétimos definido pela dupla.

TABELA 30: Grupo Sétimos

Grupo Observagtes Ndmeros Novo
Numero
NUmero 7 no numerador. Resultado tanto dizima | 7 7 77777
Sétimos como com virgula com 7 no final. Som similar | —— - Ppp—
J 10 9 | 10000

(nota).

Quando a dupla explicou porque deu como nome sétimos, retomaram a

representacdo sonora, lembrando que o som tocado € o do digito 7.
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Para o0 novo numero, a estratégia utilizada foi de criar um numero
parecido com 0s que estavam registrados no envelope, entdo buscaram fixar o
namero 7 no numerador e ficaram alterando o denominador, obtendo

777777/100000 satisfazendo as condi¢des definidas para o grupo.

Figura 37: Representacao colorida de 77777/100000= 0, 77777

Resumidamente, a principal caracteristica observada pelos alunos para
a formacéo desse grupo, estd bem representada no nome do grupo: sétimos.
Assim buscaram formar um grupo em que o sete tinha que ser priorizado nas

representacdes coloridas, decimais, fracionarias e sonoras.

4.1.2.3.6 Grupo: Triplice

Ao sortearem 135/333, realizaram a operacdo na musiCALcolorida e
exploraram a representacéo colorida obtendo o padrao de cores listrado. Eles
observaram apenas o tamanho do periodo, no caso, esse tamanho era 3

formado pelos digitos 4, 0 e 5.

FIGURA 38: Repre sentacédo colorida de 135/333 =0, 4_05

A inspiracéo para a formagcao desse grupo veio com 0 sorteio de 9/999
em que a dupla realizou comparac¢des com as representacdes desse numero
com as do 135/333.

FIGURA 39: Representacao colorida de 9/999 = 0, @

181



As caracteristicas observadas pela dupla sobre a representacao decimal

foi que essa era infinita com periodo de tamanho 3. Também notaram que a

fracdo era formada por numeros mdltiplos de trés com numerador impar:

“Mdltiplo de trés, numerador impar trés casas depois da virgula.” Com essas

caracteristicas formaram o grupo Triplice dada na Tabela 31 abaixo.

TABELA 31: Grupo Triplice

Grupo Observacbes NUmeros Novo Nimero
Denominador  mdltiplo de 3. 9 135 3
Triplice Numerador impar. Resultado com | ——= , =
P b 99¢  33: 332

dizima de 3 casa apds a virgula.

O nome do grupo foi decidido com base na representacdo decimal que

era infinita com periodo de tamanho 3, como podemos notar na discussao que

segue:

Bruno: Resultado trés casas decimais depois da virgula, com

dizima de trés casas. Que nome a gente da? Trio? Trindade...

Trio Olimpiada!

Rodolfo: N&ao... Triplices!

Bruno: Triplices... Eita, mas existe essa palavra?

Rodolfo: Triplices de trés.

Para a criacdo do novo numero, a dupla retomou as observacdes

registradas no envelope, observaram os nameros que formavam o grupo e

sugeriram o numero 3/333, que tem numerador impar e o denominador, igual

ao da fragcdo 135/333. Ao realizarem na musiCALcolorida 3/333, obtiveram a

representacdo decimal infinita com periodo trés, confirmando o enquadramento

desse numero no grupo.

FIGURA 40: Representacao colorida de 3/333 =0, @

182



Novamente, notamos que a 3/333 € uma fracdo equivalente de 9/999.
Talvez a dupla tenha usado da simplificagcdo, mas isso néo ficou claro em suas

falas.

Resumidamente, o grupo Triplice tem como principal caracteristica a
representacdo decimal infinita e periddica com apenas trés digitos apds a
virgula gerado por uma representacao fracionéaria onde o numerador € impar e

o denominador multiplo de 3.

4.2.1.2.7 Grupo: Séxtuplo

Os numeros que deram origem a esse grupo foram 1/7 e 56/147.
Primeiro sortearam 1/7 e exploraram suas representacfes visuais e sonoras,
observando a seguinte caracteristica: a representacdo decimal é infinita de
periodo seis. Apresentamos na Tabela 32 a discussdo da dupla que mostra

observacdes sobre as representacdes de 1/7:

TABELA 32: Observac8es da dupla para 1/7

Rodolfo: Periédico...

Bruno: De vinte e um... N&o... Ndo... (Altera o Representacéo colorida de 1/7 = 0, 142857
tamanho da tela de pintura)

Rodolfo: Quase... 24...

Bruno: 24 Opa, espera ai.. 7, 8, 9,
10....3...12...24...36....48. De 12 em 12...
(Toca o som) na verdade de seis em seis...
Era para ser de seis em seis. (Altera a tela
para tamanho 6)

Rodolfo: E de seis em seis! (Apds ver o

padrao listra)

Notamos que a dupla estava se utilizando de uma ferramenta da
musiCALcolorida para encontrar o periodo da dizima, eles alteravam o
tamanho da tela de pintura para encontrar padrées de listras. Quando a dupla

observou que as telas de pintura estavam ficando listradas nos tamanhos
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multiplos de seis, eles conseguiram descobrir rapidamente que o periodo era
seis.

Ao realizarem a operagao 56/147 na musiCALcolorida, logo notaram o
tamanho do periodo da dizima, “é de seis em seis”, buscando novamente um
padrao de cores listradas alterando o tamanho da tela de pintura, como mostra

a Figura 41.

FIGURA 41: Representag&o colorida de 56/147 =0, 380952

Por causa do tamanho do periodo, a dupla rapidamente relacionou os
nameros 56/147 e 1/7 formando um novo grupo (Tabela 33) com a seguinte
justificativa: “porque o resultado das duas fra¢cdes € uma sequéncia, depois da
virgula, de seis numeros, tanto que o0 nome do grupo sera séxtuplos por causa

da sequéncia de seis.”

TABELA 33: Grupo Séxtuplos

Grupo Observacgoes NUmeros Novo
Numero
Séxtuplos Ambos resultados com sequéncia de 6 695 1 56 2

ndmeros apos a virgula. - T

56 7 147 14

Um fato que chamou atencao foi que para esses numeros, Bruno teve
uma tendéncia de explorar muito o som, escolhendo sempre o instrumento
“som dos passaros”. Quando questionado pelo professor-pesquisador ele
disse: “gosto dos passarinhos porque lembra a casa da minha avé que tinha
muitos passarinhos.” Embora esta fala ndo tenha nenhuma relagdo com uma
propriedade matematica, ela mostrou que a calculadora permitiu que Bruno
associasse 0s numeros investigados com um aspecto importante de sua vida
pessoal. Deste modo, talvez a representacao sonora, ofereceu uma nova forma
concreta, de vivenciar os numeros explorados, que no minimo contribuiu na

motivacdo do aprendiz.
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Outro numero que a dupla colocou no envelope foi 0 695/56 que também
apresentou uma representacdo decimal infinita de periodo seis, com relacdo a
representacao colorida (Figura 42), Bruno exclamou: “Eita nUmero bonito! Seis

ndmeros.”

FIGURA 42: Representacao colorida de 695/56 =12,410 714285

Para criarem o novo namero, usaram a fracdo 1/7 e encontraram uma
equivalente 2/14, para isso apenas multiplicaram denominador e numerador
por dois, e depois realizaram a operacado na musiCALcolorida para observarem
se a representacdo decimal era uma dizima de periodo seis. Esta acdo sugere
que talvez nos outros dois casos, eles também usaram esta estratégia para

criacado de novos numeros — mas de uma forma implicita.

O grupo dos séxtuplos é formado por numeros que apresentam
representacdo decimal infinita com periodo seis. Os alunos exploram a
representacao visual para encontrar padrées de listras ficando admirados com
as diferentes cores e a representacdo sonora traz, no caso de Bruno,
lembrancas que parecem tornar a atividade mais agradavel. E ficou evidente o

uso da propriedade fracdo equivalente para criagdo do novo numero.

4.1.2.3.8 Grupo: Inteiro

Ao realizarem na musiCALcolorida a operacdo 42768/324 e
16562/13=1274 depararam com uma tela em branco e o resultado como dado

na Figura 43.

FIGURA 43: Representacao visual de 42768/324 =132 e del6562/13 = 1274
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Imediatamente esses dois numeros foram agrupados. Primeiro

observaram, como expressou a fala de Bruno que “deu um numero exato” e

depois a representacao fracionaria:

Bruno: Numeros grandes.

Rodolfo: Numeradores maiores que 0s denominadores e

numerador divisivel.

Bruno: E mais o facil resultado final é inteiro... Pronto e

acabou.

Nessa discussdao notamos que a dupla fez uma relacdo entre o

denominador e o numerador estabelecendo um critério de divisibilidade.

Também utilizaram o conceito inteiro para o resultado com um sentido de

facilidade. Com essas observacdes formaram o grupo Inteiro dado na Tabela

34.
TABELA 34: Grupo Inteiro
Observactes Ndmeros Novo
Grupo NUmero
Inteiro Numeradores maiores que 0s 42768 16562 8
denominadores.  Resultado T V36 —— -
inteiro. 324 13 2

A dupla ja tinha formado esse grupo antes de sortear 36, quando

realizaram essa operacdo depararam com uma representacdo colorida e

sonora mesmo esse numero sendo inteiro. A Tabela 35 mostra as observactes

da dupla para 36.

TABELA 35: Observacfes da dupla para 36

Rodolfo: Sé conta o zero.
Bruno: Depois da virgula, ou seja, vai para o
infinito.

Rodolfo: Raiz exata.

Representacao visualde 36=6
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Notamos que a pintura e o som ndo confundiram os alunos, como
aconteceu com Marcia e Nale. Rodolfo e Bruno notaram que o zero foi pintado
e tocado. E mesmo a tela sendo pintada parcialmente, eles apresentaram uma
percepcdo de que 0 zero iria aparecer infinitamente. A dupla continuou

discutindo em qual grupo deveriam colocar 36:

Rodolfo: Raiz exata... E sabe... A gente escreveu errado aqui
(Envelope dos inteiros), se gente tivesse colocado so6
resultados inteiros ai daria... Ah! Até daria numerador...

Bruno: Maior que um.

Rodolfo: Isso, raiz de 36 sobre um ... Pronto!

Bruno: Raiz de 36 dividido por um.

O termo raiz exata foi usado para expressar que o resultado dessa raiz é
um namero inteiro, esse fato levou a dupla encaixar essa raiz no grupo inteiro,
mas quase que isso nao aconteceu, pois na observacdo escreveram

“numeradores maiores que denominadores”, como saida usaram o argumento

de que J?Tz%.

O novo numero criado para fazer parte do grupo foi 8/2 = 4 que de
acordo com a dupla: “a gente colocou que o numerador tem que ser maior que
o denominador e o resultado tem que dar um namero inteiro, a gente colocou

uma fracdo simples, 8/2, que o resultado vai ser quatro, um namero inteiro.”

Portanto no grupo dos inteiros foram colocados numeros em que o

numerador tinha que ser maior que o denominador com resultado inteiro. E no

caso de \/ﬁi, esse critério também foi obedecido.

4.1.2.3.9 Grupo: Pequeno

Ao realizarem a operacdo 1/43 na musiCALcolorida, ficaram surpresos
com o tamanho do periodo e isso gerou a seguinte discussao apresentada na
Tabela 36.
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TABELA 36: Observacfes da dupla para 1/43

Bruno: Meus Deus! E grande! (Observam a
representacao visual)

Rodolfo: Bem grande!!! (Risos/Toca o som) Representacao colorida de 1/43
Rodolfo: E n#o tem... (Balanca a cabeca
negativamente) até aqui ndo tem.

Bruno: Nao periddica.

Rodolfo: Nao é uma dizima periédica.

Bruno: E uma dizima néo periddica.

Rodolfo: Por que ele ndo repete sempre uma
sequéncia de um mesmo ndmero, ele é
nameros alternados. (Movimenta os bracgos
indicando esse movimento alternado/Toca o

som)

As primeiras observacfes da dupla estdo relacionadas com a
representacdo decimal. Devido a grande quantidade de digitos, os alunos
pensaram, num primeiro momento, que essa dizima ndo era periddica. O
professor-pesquisador percebendo esse impasse pediu para alterarem o
tamanho da tela de pintura, o que levou a outra discussdo mudando o ponto de

vista da dupla:

Bruno: N&o... Ainda ndo tem periodo... Péra ai? Tém sim
aqui... Ta aqui! T4 aqui! T4 aqui!

Pesquisador: Como vocé esta vendo?

Bruno: Por causa que tém tipo uma setinha vermelha (Aponta
um quadradinho vermelho da tela) sempre no mesmo periodo.
Rodolfo: H& o azul também... Tém sempre dois quadradinhos
né?

Bruno: Tem sempre dois quadradinhos (Mostra na tela os
quadradinhos azuis). Mas o periodo ndo é muito visivel por
causa que ele se repete muito longe um do outro.... o periodo é

aqui (Aponta para a tela mostrando o periodo)
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Ao utilizarem a ferramenta que mudava o tamanho da tela de pintura,
outros padrbes de cores iam aparecendo, 0 que permitiu a visualizagcado da
repeticdo de cores (no caso vermelho e azul) sempre no mesmo sentido, por
isso Bruno falou de uma “setinha vermelha”. Os diferentes padrdes de pintura
ajudaram a dupla perceberem que o periodo € muito longo e que isso impedia

a visualizagcdo de uma sequéncia de digitos se repetindo constantemente.

Para desafiar os alunos, o professor-pesquisador disse que nao
conseguia ver o periodo da maneira como eles estavam explicando. Entdo a
dupla comecou a explorar diferentes padrbes de cores alterando o tamanho da
tela de pintura, levando a seguinte reflexao:

Bruno: Deixa eu ver se consigo achar um jeito... (Altera o
tamanho da tela de pintura)

Rodolfo: ...De ver mais facil. (Olhando a tela de pintura)

Bruno: Parece que ndo tem néo.

Rodolfo: E...

Bruno: Ta ficando mais bonitinho.... E assim fica mais visivel
(Diagonais a esquerda) consegue ver o periodo.
Professor-Pesquisador:  Altera mais um pouco e vé se vocés
conseguem encontrar o listrado.

Rodolfo/Bruno: Aeeee!!l (Vibram quando encontra a
representacao listra)

Bruno: Oh! Espero que seja esse. (Referindo a 42)

Notamos que mesmo alterando o tamanho da tela de pintura, no
principio as cores ficavam embaralhadas. A dupla buscou encontrar um padréo
de cores que facilitava a visualizacdo do periodo e comecaram a perceber que
isso era possivel quando as cores ficavam na diagonal, para Bruno essa
pintura gerou uma imagem bonita. Como eles entraram num processo de
busca, ao conseguirem encontrar o padrdo listra com a tela de pintura no

tamanho 21, ocorreu uma forte vibragéo.

Quando Bruno falou “espero que seja esse”, ele estava querendo dizer

que o tamanho 42 da tela pintura produzia listras, também se referindo a esse
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tamanho como periodo. A dupla também sabia que esse padrdo de listra
encontrado, podia ndo representar o tamanho do periodo, por isso voltaram a
alterar o tamanho da tela de pintura em busca de novos padrédo de listras,
comecando por tamanhos multiplos de 3, 6 e 7, ja que 42 é multiplos desses

nameros. A discussao abaixo mostra essa situacao:

Rodolfo: 7...14... 21

Bruno: Talouco...217?

Rodolfo: 21...21... (Insiste/Risos)

Bruno: Ta& bom.... Oh é 21!!!! De 21 em 21... (Toca 0 som)
Rodolfo: De 21 em 21...

Bruno: 21 numeros depois da virgula no periodo, ou seja, é
uma dizima periddica.

Rodolfo: Uma dizima com 21 ndameros! A gente ndo tem
nenhum outro igual.

Bruno: Esse daqui é de um grupo especial.

Percebemos que ap06s varias tentativas a dupla conseguiu encontrar o
tamanho do periodo da dizima gerada pela fracdo 1/43. O fato de a dizima ter
um periodo formado por 21 digitos passou a ser algo extraordinario para a

dupla, que classifica esse niumero em um grupo especial.

O outro nimero que inspirou a formacao do grupo pequeno foi o0 8/47, a

representacao colorida é dada na Figura 44.

FIGURA 44: Representacao colorida de 8/47

Assim que observaram as representacdes dada pela musiCALcolorida
para esse numero, Bruno pediu para Rodolfo colocar a tela de pintura no
tamanho 21. O professor-pesquisador perguntou sobre esse interesse de
colocar direto no tamanho 21 e Bruno disse: “Para ter certeza se nao € igual

aquele”. Bruno esta associando uma determinada semelhanca entre a
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representacdo colorida de 1/43 e de 8/47, pois o periodo de ambas foi formado

por uma quantidade expressiva de digitos.

Entdo a dupla ficou olhando atentamente para as representacdes
coloridas dada pela musiCALcolorida, enquanto estavam alterando o tamanho
da tela de pintura em busca do tamanho do periodo procurando o padrao de

listra, como mostra na discussao abaixo:

Rodolfo: 23 ou 22?

Bruno: E de 23...

Rodolfo: Sequéncia de 23... (Altera a tela)

Bruno: N&ooooo... Nao é néo.

Rodolfo: De 46 ??? (Risos)

Bruno: E de 46, realmente... (Supresos!!!) De 46 em 46 ... Meu
Deus!!! E um nimero um tanto grande!

Rodolfo: Ou um tanto pequeno de mais... (Risos)

Bruno: O loco pequeno?

Rodolfo: Pequeno... Porque se que ele fracionou (Movimenta
a mado como se tivesse partindo)... Quanto maior o numero
menor depois da virgula

Bruno: E realmente... Repetiu 46 vezes um numero diferente

depois da virgula para fazer a fracao.

A dupla ficou impressionada com o tamanho do periodo, pois ainda nao
tinham se deparado com uma representacdo decimal em que o periodo da
dizima fosse maior que sete. Uma discussao interessante € levantada por
Rodolfo, trazendo a nocéo de que uma fracdo é uma particdo e quanto maior

for essa particdo, mostrada pela representacao decimal, menor sera o numero.

Assim, apds o sorteio dos numeros 1/43 e 8/47 e levantadas as
caracteristicas predominantes das representa¢cfes visuais, a dupla forma o
grupo Pequeno (Tabela 37) pautados no seguinte critério: “nimeros grandes
depois da virgula... Niumeros acima de vinte depois da virgula... De vinte

dizimas... Nome do grupo... Pequeno”
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TABELA 37: Grupo Pequeno

Grupo Observactes Ndmeros Novo
Numero
Pequeno Dizimas com mais de 20 casas diferentes 1 8 2

apos a virgula. - -

O numero 2/46 foi criado para ser enquadrado no grupo sequencial, mas
os alunos observaram que isso ndo seria possivel porque o numerador néo era
impar e a pintura obtida ndo foi semelhante as demais que formavam esse
grupo, pois a parte decimal apresentou um periodo com mais de 22 digitos.
Esse fato levou os alunos a colocarem 2/46 no grupo pequeno: “uma dizima
direta de 22. Se encaixa no grupo pequeno”. A Figura 45 mostra a

representacdo colorida do novo namero:

FIGURA 45: Representacao visual de 2/46

O grupo pequeno foi definido pelo tamanho do periodo da dizima, a
dupla ficou surpresa com esse tamanho, 0 que 0s instigou a explorarem
diferentes padrdes de pintura e vivenciarem investigagcdes matematicas, que
permitiram relacionar a fragdo com uma particdo, no sentido de que quanto

maior o periodo maior seria a particdo do numero.

4.1.2.3.10 Grupo: Xadrez

Esse grupo foi formado por 8/99 e 16/11. Ao observarem a
representacdo colorida de 8/99 expressaram duas caracteristicas em suas

falas: “Esse fica cor sim cor ndo” e “Esse fica alternando”. Temos entdo uma
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representacdo decimal infinita periodica em que dois digitos repetem

alternadamente. A Figura 46 mostra essa caracteristica em cores.

FIGURA 46: Representacao colorida de 8/99 = 0, 0_8

Quando a dupla explorou as representacdes de 16/11, logo as
relacionaram com as representacdes de 8/99 observando que a parte decimal

é infinita e periddica: “De dois em dois repetem”. Como notamos na Figura 47.

FIGURA 47: Representagdo colorida de 16/11 =1, 4_5

Colocaram 16/11 e 8/99 no mesmo envelope por ser uma dizima com
periodo 2 apresentando um padrdo de cores xadrez. Além dessa caracteristica,
a dupla observou também que a fracdo geratriz tem numerador par e multiplo
de 8 e o denominador multiplo de 11, que ficou explicitado na fala de Bruno:
“Numerador par e base (Refere-se ao denominador) mdultiplo de 11. Ha o de
cima (Numerador) € de oito... E Nos dois resultados deram duas casas depois

da virgula.” Assim definiram o grupo Xadrez apresentado na Tabela 38.

TABELA 38: Grupo Xadrez

Observacgoes NUmeros Novo
Grupo NUmero
Numerador par mdltiplo de 8. 8 16 8

(Cadeia) Xadrez | Denominador impar multiplo de 11. - —
Resultado com 2 casas ap6s a virgula.

A dupla, néo falou explicitamente porque o grupo recebeu o nome de
Xadrez. A idéia surgiu quando ambos olharam para a pintura e observaram o
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padrdo de cores, em seguida exclamaram: “Xadrez! E Xadrez!”. Assim o nome

do grupo esté relacionado com a representagao colorida.

O numero 8/11 (Figura 48) foi criado para fazer parte do grupo, que
segundo a dupla “a gente fez pela definicdo, pegamos o numerador e
colocamos o oito e como o denominador € multiplo de 11 entdo colocamos o

11.” Assim que observaram a representacao colorida exclamam: “Xadrez!”

Figura 48: Representacéo colorida de 8/11=0, 72

Por fim o grupo xadrez acabou sendo definido pelo padréo de cores que
reproduz uma dizima peridédica de periodo 2. Notamos também que o
denominador multiplo de 11 ndo garante o padrdo xadrez, como exemplo, 1/22
nao apresentou essa representacédo colorida.

4.2.1.2.11 Décimo Primeiro Grupo: Irracional

Esse grupo foi formado apenas pelo namero J12. Os alunos ao se
depararem com a representacdo colorida desse numero logo observaram as
irregularidades usando o termo de inexato ou ndo tem sequéncia exata para
expressar a auséncia de periodo e por essa razao classificaram V12 como

irracional, como mostra a Tabela 39.

TABELA 39: Observagdes da dupla para /12

Representacio visual de /12
Bruno: Acho que ndo vai dar um nuamero

exato. (Exploram o som)

Rodolfo: Nao tem uma sequéncia exata.
Bruno: Ele é inexato, ele ndo tem nenhum
periodo ele é.. Como posso dizer...
Incompleto?

Rodolfo:  Irracional... (Risos)... Nao me
lembro mais.

Bruno: E um numero irracional.
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Notamos que durante toda a atividade ndo falamos sobre numeros
irracionais e foi somente nesse momento que 0s alunos trouxeram para
discusséo esse tipo de numero, por isso o professor-pesquisador perguntou
para a dupla sobre o que sabiam sobre namero irracional, obtendo a seguinte

resposta:

Rodolfo: N&o da um nudmero... Nem dizima, ndo da uma
sequéncia.

Bruno: Num dé para se calcular ele...

Rodolfo: N&o da para colocar em forma de fragcdo... Entédo é
irracional.

Bruno: Isso.

Percebemos uma tentativa da dupla de relacionar a representagcao
fracionaria com a decimal, falando que um nimero é irracional quando a dizima
nao é periddica e por esse motivo ndo podiam transformar essa representacao

decimal em uma fracéo.

Assim criaram 0 grupo irracional por apresentar uma caracteristica
anica, que nao se encontrava nos demais grupos, o fato de ndo ser possivel
escrever a representacao decimal em forma de fracdo. A Tabela 40 mostra o

grupo formado.

Tabela 40: Grupo Irracional

Grupo Observacgodes Ndmeros Novo Numero
Irracional Impossivel de colocar em fracao. /12 /15

O novo numero foi facilmente criado: “esse daqui € o mais facil é sé

colocar uma raiz ndo exata.” Para a dupla, uma raiz ndo exata € um namero

irracional e escolheram espontaneamente +/15 por saberem de suas
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experiéncias matematicas, que esse namero € irracional. A Figura 49 mostra a

representacéao colorida de J15.

FIGURA 49: Representacao coloridade +/15

Resumidamente, a dupla conseguiu observar que existe uma diferenca
entre nuUmeros racionais e irracionais. A caracteristica ressaltada para a
formacdo desse grupo foi a representacdo decimal infinita ndo periddica e

devido a isso ndo conseguiam obter a fracao geratriz.

4.1.2.3.12 Grupo: Rejeitados

O ultimo grupo criado pela dupla foi o Rejeitados, formado por nimeros,
segundo os alunos, que sobraram porque n&do conseguiam encaixar nos

demais grupos. Isso ficou explicito nas seguintes falas:

Bruno: E as sobras, o que vamos fazer com elas? Esses vao
ser os excluidos, ndo se encaixam em nenhum outro grupo.

Rodolfo: N&ao tem nenhuma dessas caracteristicas.

Com os numeros 1/3, 5689/9999 e 789/62 tentaram formar um grupo,
primeiro procurando caracteristicas em comum entre o denominador e
numeradores e depois nas cores e no som, mas nao conseguiram estabelecer
relacbes. Também observaram as caracteristicas dos outros envelopes para
saber se esses numeros tinham as caracteristicas definidas, ndo encontrando
decidiram formar com esses nimeros um grupo expressando a ndo adequacéao

deles nos outros grupos, por isso foram chamados de rejeitados (Tabela 41).
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TABELA 41: Grupo Rejeitados

Grupo Observacgoes NUmeros Novo
NUmero
Ambos pertencentes a R 789 5689 1 10
Rejeitados | (conjunto dos ndmeros reais), —_ = -
mas nao se adéquam aos 62 999¢ 3 3C
outros grupos.

Notamos que 1/3 poderia ter sido encaixado no grupo sequencial ou
simples e 0 5689/9999 no grupo triplice ou séxtuplos se os alunos tivessem
considerado na formacdo desses grupos apenas observacdes sobre a
representacdo colorida, mas nesses dois grupos as caracteristicas da

representacao fracionaria tiveram maior destaque.

Quando realizaram a operacao 1/3 na musiCALcolorida, observaram as
representacfes visuais e sonora, depois procuraram nos outrosS grupos ja
formados caracteristicas semelhantes para esse numero, segunda a dupla, o
namero 1/3 “tém uma casa decimal se repetindo depois da virgula, numerador

e denominador impar.” Como podemos notar na Figura 50.

FIGURA 50: Representacao coloridade 1/3=0, 3

O numero 5689/9999 quase foi encaixado no grupo Xadrez ou no
Simples: “Acho que ja tem esse grupo. Principalmente pelo denominador, a
gente teve um grupo que o denominador colocamos multiplo de 11 (Refere-se
ao grupo Xadrez) ou de 9 (Refere-se ao grupo Simples). E o denominador é
multiplo de 9. Ao observarem a representacdo colorida (Figura 51) e numérica,

decidiram n&o colocar esse niumero nos grupos citados.

FIGURA 51: Representacéo colorida de 5689/9999 =0, 5689
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Por fim, o numero 789/62 acabou sendo excluido do grupo pequeno,
pois quando a dupla alterou o tamanho da tela de pintura, buscando o
alinhamento das cores, descobriram que o tamanho do periodo era 15 e que 0
primeiro digito depois da virgula ndo se repetia como podemos ver na Figura
52.

FIGURA 52: Repr esentacéo colorida de 789/62

Essa representacao colorida levou a seguinte discussao:

Bruno: 50. Nossa que numero bonito! Espera tem periodo
aqui. No 50 as cores se repetem sempre na mesma ordem.
Rodolfo: Coloca no tamanho 45...

Bruno: T& bom 45... Esta feliz.... (As cores ficaram alinhadas,
risos)

Rodolfo: Vocé viu o come¢o? Nota.

Bruno : No 15, também fica alinhado.

Notamos que a representacao colorida de niumeros com periodo grande,
causou em Bruno uma admiracdo em relacdo a pintura devido a repeticdo de

cores.

Para criar 0 novo numero, usaram a mesma estratégia utilizada
anteriormente com os demais grupos, agora encontrando a fragcao equivalente
de 1/3: “pensamos num exemplo mais facil, multiplicando os dois por 10 ficaria
mais facil de achar.” Apresentando a mesma representacdo colorida do

numero 1/3, dada na Figura 50.

Resumindo, esse grupo foi formado por nimeros que ndo possuiam as
caracteristicas definidas pelos demais grupos ja formados, por isso foi

chamado de rejeitados. Podemos observar que as semelhancas existiam,
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foram até levantadas pela dupla, mas néo foram consistentes e isso pode ser
conseqliéncia da atividade ter sido realizada em varios encontros e também
pela falta de um recurso para visualizar as representa¢gbes visuais como um

todo.

4.1.2.3.13 Consideracdes sobre a organizacdo da dupla Rodolfo e Bruno

A organizacdo de Rodolfo e Bruno apresenta certo exagero com relagcéo
a guantidade de grupos criados, isso pode estar indicando que o design da
atividade também foi exagerado com relacdo a quantidade de numeros.
Notamos também que essa dupla, apesar de pensar mais matematicamente
diante das situacbes vivenciadas com a musiCALcolorida, mostrou uma
classificacdo dos numeros racionais bem diferente da que é

convencionalmente estudada no ambiente escolar.

Acreditamos que o tempo de duracdo dessa atividade também tenha
colaborado para criagdo de certos grupos, por exemplo, o grupo Rejeitados,
poderia ndo existir se 0s alunos tivessem tido oportunidade para explorar
melhor os nimeros que formavam esse grupo. E ainda outros grupos poderiam
ter sido unificados, como o grupo simples e sequencial, se 0s alunos tivessem

observado a representagéo colorida.

Observamos que durante a organizacdo, essa dupla levantou
discussbes interessantes sobre mudltiplos, simplificacdo, nuameros pares,
nameros impares, numerador, denominador, ndameros inteiros, decimais,
racionais e irracionais. Esses conceitos matematicos observados durante a
interacdo com a musiCALcolorida, refletiram na formacédo dos grupos, por

exemplo, em uma discussdo sobre a diferenca entre o numero racional e

irracional, acarretou na formacéo de um Unico grupo para v12.

Apesar de as propriedades matematicas terem sido mais enfatizadas
pela dupla na formacédo dos grupos, a representacao colorida e sonora também

desempenhou um papel importante nessa organizacdo, por exemplo, na
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criacdo do grupo Xadrez, na busca pelo tamanho do periodo e na motivacéo

dos aprendizes em vivenciar esses numeros de uma maneira diferente.

Na proxima secdo, apresentamos as vivéncias dos alunos durante a
terceira sessdo de pesquisa mostrando o0s principais resultados que

decorreram da aplicacao da Atividade 3 e da interacdo com a musiCALcolorida.

4.1.3 Terceira Sessao de Pesquisa

Esta sessdo ocorreu em apenas um encontro na qual aplicamos a
Atividade 3: Descobrindo propriedades (ver Capitulo Il), que teve por objetivo
levar os alunos a analisarem padrbes e descobrirem propriedades relacionada

ao denominador 9. A atividade era formada por trés tarefas:

12 Tarefa: Quais denominadores geram ndmeros nos gquais a mesma nota €
repetida infinitamente e o quadro é completamente pintado com apenas uma

cor?

22 Tarefa: Quais denominadores geram numeros nos quais duas notas séo

repetidas infinitamente e o quadro é completamente pintado com duas cores?

32 Tarefa: Quais denominadores geram numeros com algarismos do

numerador repetindo infinitamente na parte decimal?”

ApoOs a realizacdo dessas tarefas, os alunos conseguiam encontrar a
relacéo entre o numerador e os denominadores 9, 99 e 999, e assim finalizar a

atividade gerando o numero que Gabriela quer saber.

Em seguida vamos descrever em detalhes essa sessdo de pesquisa
considerando os aspectos relevantes que mostram as interacfes das duplas
Marcia/Nale e Rodolfo/Bruno com a musiCALcolorida para encontrar 0 numero
pensado por Gabriela.
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4.1.3.1 Resultados da primeira tarefa - Dupla: Méarcia e Nale

Assim que a dupla leu essa tarefa, lembraram que ja tinham visto esse
tipo de representacdo colorida e sonora nos grupos criados da atividade
anterior. Entdo pegaram os numeros do grupo constante e foram testando-os
na musiCALcolorida, até que realizaram a operacdo 7/9, obtendo as
caracteristicas pedida na tarefa sobre as representacoes.

Como a atividade perguntou sobre o denominador e o nimero 7/9 deu a
representacédo pedida, a dupla buscou verificar se o denominador 9 fornecia
essas caracteristicas mudando o numerador. Testaram o numero 8/9 e Nale
notou que, ndo apenas a mesma cor e 0 som eram repetidos infinitamente,
mas que na parte decimal o que estava sendo repetido era 0 numerador, que

no caso 8.

Testaram outro nimero, agora 3/9 obtendo também as representacoes
pedidas. Marcia ficou surpresa com o fato do denominador 9 sempre dar a
mesma nota, a mesma cor e 0o numerador repetindo na parte decimal. Ela
gueria muito saber “porque isso acontecia apenas com o denominador 97, uma

qguestao que elas acabaram nao explorando.

Depois elas exploraram em quais condicdbes o denominador 9
apresentava o que estava sendo pedido pela tarefa, para isso a dupla comecou
alterar o denominador para numeros maiores que 9, testando por exemplo,
10/9. Elas observaram que a representacdo dada por 10/9, pinta toda a tela
com uma cor s6 e toca uma Unica nota, mas na parte decimal o digito ndo é o
mesmo do numerador (10/9 = 1,111...). Com isso concluem que para o
denominador 9 o numerador tem que ser formado por apenas um algarismo
(diferente nove) para que aconteca 0 que estava sendo pedindo na primeira

atividade, assim deram como resposta 9.

201



4.1.3.2 Resultados da primeira tarefa - Dupla: Rodolfo e Bruno

A primeira atitude da dupla diante dessa tarefa foi de olhar os envelopes
€ procurar grupos que apresentavam as caracteristicas pedidas. Bruno logo
disse que o denominador teria que ser 3 e realizaram a operacdo 1/3 na
musiCALcolorida obtendo uma pintura com uma Unica cor repetida

infinitamente e o som tocando uma Unica nota também infinitamente.

O professor-pesquisador questionou se somente com o denominador 3
isso era possivel de acontecer. Para responder esse questionamento eles
comecaram a fazer testes trocando o denominador e olhando para os
envelopes para ver se encontravam outro denominador que pintava s6 uma cor

e tocava uma nota infinitamente.

Entdo Rodolfo propbs para testarem denominadores que fossem
multiplos de trés e assim realizaram na musiCALcolorida as operacodes 1/3, 1/6,
1/9, 1/12, 1/18 e 1/30. Bruno notou que a representacdo decimal € uma dizima
e que desses apenas 0s denominadores 3 e 9 apresentaram a caracteristica
pedida na tarefa.

Para verificarem se realmente os denominadores 3 e 9 atendiam a
tarefa, eles comecaram testando fragdes com numeradores diferentes e
denominadores iguais a 3 e 9, observando que o denominador 9 além de dar a
mesma cor, 0 numerador repete na parte decimal. Finalizam a atividade

colocando 3 e 9 como resposta.

4.1.3.3 Resultados da segunda tarefa - Dupla: Marcia e Nale
Rapidamente, a dupla pensou no denominador 11, pegando o envelope

do grupo Constante, realizando a operagéo 16/11 na musiCALcolorida obtendo
a pintura de duas cores e 0 som de duas notas.
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O professor-pesquisador interferiu perguntando se o numerador estava
repetindo na parte decimal. A dupla notou que isso nao estava acontecendo e
comegaram a procurar outros denominadores com dois digitos como 44, 22 e
33 até que encontraram 99 que apresentou na parte decimal a repeticdo do
numerador, caso esse seja formado por dois algarismos. Assim colocaram

como resposta para essa tarefa denominadores 11 e 99.

4.1.3.4 Resultados da segunda tarefa - Dupla: Rodolfo e Bruno

Ao lerem a segunda tarefa, voltaram a olhar os envelopes e Bruno
comegou a procurar um grupo especifico: “Cadé o grupo Xadrez...
Xadrez...Xadrez...” Encontrando o grupo, testaram primeiro o nimero 16/11 e
depois 8/99 obtendo a pintura de duas cores e 0 som de duas notas repetidas
infinitamente. Testam também denominadores 22, 33 e 44, concluindo que

apenas 11 e 99 atendiam a segunda tarefa.

4.1.3.5 Resultados da terceira tarefa - Dupla: Marcia e Nale

Imediatamente Marcia sugeriu como denominador 999 e realizaram na

musiCALcolorida 6/999 obtendo 0,006. A dupla observou que na parte decimal,
ndo esta repetindo o numerador, mas Marcia concluiu que: “pelo denominador
ter quatro, ai eu acho que acrescentou zero na frente do numerador”. Ela
estava se referindo ao fato de na parte decimal o numerador estava se
repetindo com dois zeros na frente, porque o denominador era formado por

quatro noves e o0 numerador nado tinha quatro algarismos.

Depois dessas observacgoes ela resolveram testar 1569/9999 obtendo O,

1569. Notam que o numerador repetiu na parte decimal e fizeram a seguinte

reflexao:
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Mércia: “Por ele ter quatro niumeros ele ndo acrescentou o
zero, como o denominador tem quatro numeros e o0
denominador também entdo ndo acrescentou o zero.”

Nale: “Por exemplo 15/9999 iria acrescentar dois zeros.”

Essa discussdo mostrou que as alunas estavam relacionando a
quantidade de noves do denominador com a quantidade de algarismos que
formava o numero do numerador, para que na parte decimal ocorresse a

repeticao do numerador.

Aleatoriamente elas testaram 135/333 e observaram que o numerador

nao repetia na parte decimal chegando a seguinte concluséo:

Nale: Toda vez que colocar o nove vai repetir o numerador
Marcia: Depende do denominador.

Nale: Se vocé colocar o mesmo numero de numerador e de
denominador vai dar uma sequéncia s6. A mesma quantidade

de nimero no denominador tem que ter no numerador.

Continuaram testando outros numeros como 489/999, 45/99 e 45/9999,
colocando como resposta da terceira tarefa denominadores 999 e 9999.
Agora, ja estavam prontas para o proximo passo que era gerar 0 numero de
Gabriela , apos a leitura do final da atividade, rapidamente testaram o niumero
123/999, depois 1234/999 e 12345/9999 obtendo a representacdo decimal

desejada.

Entdo para fazer um numero repetir as alunas observaram a parte
decimal dada na atividade, usaram os digitos que formavam o periodo no
numerador e colocaram no denominador a mesma quantidade de nove. Nale
disse a respeito, da seguinte maneira: “Acrescentando a mesma quantidade de
nove que tem no numerador no denominador. Agora coloca 123456789 e
coloca amemsma quantidade de nove.” A Figura 53 mostra a reposta final dada

pela dupla para essa atividade.
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FIGURA 53: Namero pensado por Gabriela descoberto p  or Marcia e Nale

No final dessa atividade Nale e Marcia ficaram encantadas com o nove
devido a propriedade de repetir o numerador, Marcia falou: “O nove tem muita

utilidade, me surpreendeu.”

4.1.3.6 Resultados da terceira tarefa - Dupla: Rodolfo e Bruno

A principio a dupla, ndo estava entendendo o que pedia a terceira tarefa.
Colocaram imediatamente como resposta denominador 10, pois ao realizarem
a operacao 3/10 = 0,3 obtiveram o numerador repetindo na parte decimal, mas
ndo infinitamente. Depois testaram numeros com o denominador 7, obtendo
dizimas periédicas sempre com o mesmo tamanho de periodo, no caso,

tamanho seis.

O professor-pesquisador questionou se esses denominadores estéo
gerando numeros com os algarismos do numerador repetindo infinitamente na
parte decimal. Mesmo a dupla percebendo que isso ndo estava sendo
verdadeiro para os denominadores 10 e 7, eles 0s colocaram como resposta da
terceira tarefa e partiram para encontrar o niumero pensado por Gabriela.

Para o decimal 0,123, a dupla tentou 123/7, 123/3 e 123/6. Estavam
fixando o numerador com a parte decimal e trocando o denominador. O
professor-pesquisador sugeriu para os alunos olharem as respostas dadas nas

tarefas anteriores, tentando fazer alguma relacdo. Entdo testaram novamente
8/99 = 0,08 na musiCALcolorida e ao observarem as representacdes visuais e

sonora tentaram também 92/99 = 0,92 chegando a seguinte concluséo:
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Rodolfo: Tem que ser trés noves... Depende de quantas casas
tiver o numerador.
Bruno: Repete a dezena e a unidade.

Rodolfo: Pega 1234 e coloca quatro nove.

Desta forma escreveram 123/999, 1234/999 e 12345/9999 e para o
namero de Gabriela, Bruno disse: “coloca 123456789 e a mesma quantidade
de nove”. Obtendo assim o niumero da Figura 54.

FIGURA 54: Nimero pensado por Gabriela descoberto p  or Bruno e Rodolfo

Para finalizar a atividade, o professor-pesquisador pediu para retornarem
a terceira tarefa e tentarem encontrar outros denominadores que geram o que
estava sendo pedido. Eles disseram que poderia se o denominador 9, 99 e
999, na fala de Rodolfo isso ficou explicito da seguinte maneira: “Dependendo
do numerador... Entre 0 numero de casas do numerador e o tanto de nove que

vai no denominador. Por exemplo 1478 tem que dividir por quatro nove, 9999.

4.1.3.7 Consideracdes sobre os resultados da Atividade 3: Gabriela quer saber

As duplas conseguiram encontrar 0 namero pensando por Gabriela
relacionando o denominador 9 com a repeticdo do numerador na parte decimal.
Notamos que a Atividade 2 teve papel importante no desenvolvimento da
Atividade 3, pois as duplas recorreram aos grupos na busca por niumeros que
tinham as representacdes pedidas nas tarefas.

Essa atividade possibilitou a investigagcdo empirica, mas nao favoreceu
a compreensao do por que apenas com denominador nove o numerador
repetia na parte decimal. Acreditamos que isso pode ter acontecido por dois

motivos: primeiro devido ao pouco tempo em essa atividade foi realizada, como
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a atividade anterior demorou muito tinhamos certa pressa para finalizar a coleta
de dados; e segundo as tarefas ndo foram suficientes para direcionar os alunos
na exploracdo de propriedades matematicas.

Percebemos que essa atividade, proporcionou empiricamente as duplas
um contanto com as propriedades mateméticas de interesse em nossa
pesquisa, mas a estrutura de como ela foi organizada, ou seja, as tarefas,
apesar de colocarem os alunos frente a uma situacdo de resolucdo de
problemas, nao ofereceram condicbes necessarias para que essas

propriedades fossem construidas matematicamente e entendidas por eles.

Resumidamente, apresentamos com detalhes as trés sessdes de
pesquisa que fazem parte do Estudo Principal (Ciclo Il - Experimentacao).
Procuramos mostrar as interacdes dos aprendizes com a musiCALcolorida, os
resultados e andlise da atividades aplicadas. Partimos da entrevista para a
Atividade 1, na qual mostramos os resultados de todos os participantes da
pesquisa. Em seguida consideramos os resultados das interacées das Duplas
Marcia /Nale e Rodolfo/Bruno nas Atividades 2 e 3. Na proxima secao, vamos
descrevemos detalhadamente a Quarta Sessbes de Pesquisa que aconteceu

no Ciclo IlI.

4.1.4 Quarta Sessao de Pesquisa

A quarta sessao de pesquisa foi realizada no Ciclo IIl: Desenvolvimento
e Experimentacdo como ja dissemos na Secdo 2.5, esse ciclo surgiu durante a
realizacdo do Estudo Principal (Ciclo Il experimentag&o), pois apos reflexdes
sobre os comportamentos dos alunos nas trés sessdes de pesquisa, sentimos
a necessidade de realizarmos modificagcbes no micromundo e de criarmos
atividades, a partir das idéias matematicas dos alunos que surgiram durante

essas sessoes, que formalizasse o conceito do niumero racional.
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Realizamos uma sessdo de pesquisa coletiva com duracdo de 2 horas,
participando todos os sujeitos pesquisa, formando um grande grupo, e nossa
atencado centrou nas falas de Marcia, Nale, Rodolfo e Bruno.

O professor-pesquisador iniciou a sessdo de pesquisa registrando na
lousa os seguintes numeros: 6,111...; 8; 3,3; 2; 4 e -333. Depois perguntou
aos alunos se esses sao exemplos de nameros racionais e Rodolfo disse: “Néo
sdo todos, 2 ndo é racional € irracional.” Bruno e Nale concordaram com

Rodolfo, mas Marcia ndo, dizendo: “Acho que todos sao racionais”.

Entdo o professor-pesquisador perguntou se ja ouviram dizer que 0s
nameros racionais sdo todos aqueles que podem ser escritos na forma de
fracdo. Apenas Rodolfo e Bruno disseram que sim. A partir dessa colocacéo, o
professor-pesquisador, voltou-se para os exemplos registrados na lousa e
perguntou se seria possivel colocar o 8 na representacéo fracionaria, Rodolfo

disse que sim, dando como exemplo 8/1 e Bruno deu como exemplo 16/2.

Desta maneira, a discussdo concentrou-se em como seria possivel
escrever um numero inteiro na representagdo fracionaria. O professor-
pesquisador perguntou sobre como escrever -333 em forma de fracdo e trés
opcOes foram sugeridas: -333/1 e os alunos deram as fracdes equivalentes -
666/2 e -999/3.

Aproveitando as falas sobre numeros inteiros, o professor-pesquisador
chamou atencdo para 4. Marcia disse que era um numero inteiro, pois
representa uma raiz exata. Na sequéncia o professor-pesquisador perguntou
sobre 0 2, enfatizando a fala prévia de Rodolfo e as distingbes entre as

representacdes decimais dos numeros racionais e irracionais.
Para os dois numeros restante (3,3 e 6,111) o grupo coletivamente

determinou as fracdes geratrizes e nesta discusséo os alunos utilizaram duas

idéias que foram trabalhadas nas atividades anteriores — denominador 9 e 10.

208



Em seguida, o professor-pesquisador chamou atencao para a idéia de que
toda fracdo € um numero racional, dando como exemplo, 2/3 que esta
representacdo fracionaria, mas ndo € um numero racional. E aproveitou esse
momento para apresentar as classificacbes convencionais dos numeros
racionais que depois seriam comparadas com as classificacfes da Atividade 4.
Ele finalizou a discussdo introduzindo uma definicdo formal de numeros

racionais, registrando na lousa da seguinte forma:

Q={ab:al ZeblZ comb 0}

Com relacao a esta formalizagédo, Rodolfo, Méarcia e Bruno mostram sinais
de reconhecimento, falando que ja tinham visto essa notacdo, em suas aulas
de Matematica, embora nenhum deles tenha explicado o que entenderam por

esta expressao.

Notamos que nesse momento da pesquisa, 0 professor-pesquisador teve
uma postura de professor, na verdade a discussdo mais parecia uma aula
expositiva com questdes diretas. Essa postura, na qual o professor-
pesquisador conduziu a discussao, foi uma tentativa de introduzir a
formalizacdo em linguagem matematica do conceito de numero racional,
bastante utilizada no universo escolar. Entretanto depois deste momento de
exposicao, foram realizadas algumas atividades que tiveram o intuito de
explorar as conexdes que 0s sujeitos poderiam fazer entre suas observacdes

durante o trabalho com musiCALcolorida e as representa¢des convencionais.

Assim foi proposto a realizacdo da Atividade 4, na qual os alunos tinham
que relacionar trés representacdes coloridas com um numero racional ou
irracional. Eles relacionaram duas delas como um numero racional e essas

representacdes sdo dadas pela Figura 55 e Figura 56 que segue abaixo.
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FIGURA 55:; Representacao colorida de FIGURA 56: Representacao colorida de

de um namero racional x um ndmero racional y

Para tal relagdo, os alunos observaram que um padrédo de cores
estavam se repetindo. Na Figura 55, Nale e Marcia notaram que as cores
estavam se repetindo em uma sequéncia de seis: “a sequéncia (Aponta para as
cores) sdo contadas em seis e sao repetidas”. Enquanto que Rodolfo e Bruno
observavam o padrédo diagonal das cores: “é racional, pois vemos um

alinhamento de cores na diagonal, ha um periodo de 6 casas.”

Para observar um padrao de cores se repetindo na Figura 56, ficou um
pouco mais complicado devido, como expresso por Nale, a “Sequéncia ser bem
longa, de 46 cores”. Nesse caso eles utilizaram duas estratégias: contando as
cores até encontrarem a repeticdo ou observando quadradinhos da mesma cor

repetindo.

A Figura 57 que segue abaixo foi relacionada pelos alunos como um
namero irracional. Eles observaram que as cores ndo se repetiam em

sequéncia como das outras representacdes colorida.

Figura 57: Representacao colorida de um nimeroirra  cional z
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Assim os alunos estavam relacionando as representacdes coloridas que
apresentavam repeticdo de cores em sequéncia como numeros racionais e
guando ndo observavam um padrao de cores se repetindo, relacionavam essa
representacdo com um numero irracional. Talvez essa estratégia, em outras
situacdes, poderia levar os alunos se enganarem, por exemplo, no caso de um
namero racional com um periodo muito grande, em que néo se é possivel ver a

na musiCALcolorida a repeti¢cdo dos digitos.
Uma outra tarefa da Atividade 4 foi dizer qual diferenca ha entre um

namero racional e irracional. As duplas escreveram as seguintes respostas

gue seguem nas Figuras 58 e 59.

FIGURA 58: Resposta de Bruno e Rodolfo

FIGURA 59:; Resposta de Nale e Marcia

Notamos que ambas as respostas estdo corretas e que o0s alunos

relacionaram o numero irracional com uma representacdo decimal infinita e ndo
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periddica quando dizem que “ndo tem um periodo” ou “ndo da para encontrar o

periodo”.

Nale e Marcia mostraram que essa diferenca estava no fato de o numero
irracional ndo poder ser escrito na representacdo fracionaria usando uma
linguagem natural. Ainda a esse respeito, essa descricdo pareceu uma
repeticdo da fala do professor-pesquisador, entretanto, é possivel que a
explicacdo do professor-pesquisador tenha motivado uma reflexdo nas
meninas, pois na Atividade 2, elas tinham organizados alguns nameros raciona

Nno grupo “sem sequéncia”.

Bruno e Rodolfo, também deram atencdo para a caracteristica do
namero racional ter uma representacéo fracionaria, explicando essa condicéo,
por meio de uma linguagem simbdlica matematica, anteriormente introduzida

pelo professor-pesquisador.

A Ultima tarefa da Atividade 4 foi de tentar encontrar uma fracao geratriz
para as representacfes coloridas que relacionaram com um numero racional,

para isso podiam se dispor da musiCALcolorida.

Os alunos utilizaram a seguinte estratégia: foram até a musiCALcolorida
e registraram, como mostra a Figura 60, os digitos correspondentes a cores.
Para a representacdo colorida de padrdo diagonal, os alunos conseguiram
escrever a fracdo geratriz, colocando no numerador o periodo de seis digitos
(830168) e no denominador 999999, obtendo assim 830168/999999. Como a
outra representacdo colorida apresentavam um periodo de 46 digitos, 0s
alunos s6 deixaram indicado os digitos que formavam esse periodo dizendo

gue no denominador teriam que colocar a mesma quantidade de 9.
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FIGURA 60: Representacdes coloridas de nimeros raci  onais

Observamos que os alunos buscaram auxilio da musiCALcolorida
somente para relacionar os digitos com as cores e entdo encontrarem 0 0S
digitos do periodo. Interessante que os alunos utilizaram a propriedade do

denominador 9 voluntariamente.

Ao término dessa tarefa, o professor-pesquisador, propds a realizagcao
da Atividade 5, ultima de nossa pesquisa. Primeiro ele registrou na lousa um
esquema com a classificacdo convencional dos numeros racionais (ver Quadro
8, Secdo 2.5.1). E depois entregou para cada aluno, quatro fracdes ordinarias
(ver Tabela 3, Secao 2.5.1) diferentes explicando que deveriam associar esses
nameros de acordo a classificacdo registrada na lousa e poderiam usar a

musiCALcolorida.

E para finalizar essa sesséao de pesquisa, foi entregue para cada aluno,
as filipetas com um dos nomes dos grupos (ver Secdo 2.5.1) para serem

também associadas ao esquema convencional registrado na lousa.

Agora vamos apresentar os resultados obtidos com essa organizacao.

Os alunos associaram aos numeros inteiros, fracdes ordinarias que
tinham como resultado um numero inteiro. Utilizaram a musiCALcolorida para
obter os resultados de 564/3, 42768/324 e 16562/13 conseguindo para as
demais fracdes realizarem os calculos de cabeca. Colocaram a caracteristica
“sem reagao” para 0s numeros inteiros, pois ao realizarem esses numeros na

musiCALcolorida nada foi pintado ou tocado, apenas o resultado inteiro era
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dado. Essa percepcéao, também foi observada pela dupla que criou esse nome
para o grupo formado por inteiros, eles associaram esses numeros com essa
expressdo porque a musiCALcolorida ndao apresentava nenhuma reacgao.
Segue abaixo a Figura 61 que mostra as fracdes ordinarias que foram

associadas pelos alunos aos numeros inteiros.

FIGURA 61: Associacdo para 0s nimeros inteiros

Como podemos notar na Figura 62, os decimais exatos foram
associados a fracdes ordinarias que geraram ndameros com representacao
decimal finita. Para 8/500 e 7/50 os alunos utilizaram a musiCALcolorida
enquanto para os demais numeros essa estratégia ndo foi necessaria por
serem mais usuais. Associaram 0 nome La, aos decimais exatos porque ao
realizarem na musiCALcolorida essas fragles, a tela de pintura ndo coloria
totalmente e o som ficava atrelado a apenas algumas notas musicais. Vale
lembrar que L& foi nome de um grupo formado apenas por nameros com
representacdo decimal finita e a dupla o criou associando o som finito (de

apenas algumas notas) com a parte decimal finita.

FIGURA 62: Associacdo para os decimais
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A Figura 63 abaixo mostra que as dizimas periddicas simples ou
compostas foram associadas a fra¢cdes ordinarias que geravam numeros com
representacdo decimal infinita e periddica. Nesse caso o0 uso da
musiCALcolorida foi priorizado, ndo utilizando a calculadora para 5/3, 7/9,
56/99 e 18/99, que foram associadas as dizimas periodicas simples, pois pelo
denominador conseguiam prever essa dizima usando a propriedade do 9.
Como a propriedade do denominador 9 foi explorada apenas empiricamente,
os alunos ndo conseguiram aplica-la nas fragdes 211/99, 65/90, 653/900, 56/90
e 1312/990, por isso utilizaram a musiCALcolorida para obterem as expansdes

decimais, 0 mesmo aconteceu com as fracdes 1/22 e 167/66.

FIGURA 63: Associacdo para as dizimas periodicas

Notamos que os alunos relacionaram as caracteristicas constantes,
sequencial e xadrez tanto para as dizimas periédicas simples como para as
compostas mostrando que essas caracteristicas, apesar de estarem
relacionadas a diferentes representacdes coloridas e sonoras, nédo se
distinguem quanto as representacfes decimais classificadas dessa maneira. A
caracteristica digitando colorido foi associada apenas as dizimas periddicas
compostas porque nesse grupo ocorreu uma maior concentracdo de fracdes
que geravam representacdes decimais com periodo maior que dois

consequentemente a representacao colorida era formada por mais cores.

Resumindo, as atividades desenvolvidas nessa sessado de pesquisa

foram uma tentativa de enfatizar as observacbes dos aprendizes, que
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emergiram durante a interacdo com a musiCALcolorida, relacionadas com as

propriedades dos nimeros racionais destacadas no ambiente escolar.

As atividades foram desenvolvidas num ambiente de tranquilidade e os
alunos mostraram seguranca em suas respostas, expressando agora uma
relagdo entre a representagdo fracionaria e a decimal que remete ao conceito
de numero racional, diferente do que aconteceu na primeira sessao de

pesquisa.

Os alunos também conseguiram relacionar as caracteristicas dos
nameros racionais levantadas por eles na Atividade 2: organizando os nimeros
com as caracteristicas matematicas apresentadas convencionalmente. E
interessante notar que mesmo a propriedade do denominador 9 ter sido

explorada apenas empiricamente, os alunos a utilizavam voluntariamente.

Neste capitulo descrevemos as quatro sessfes de pesquisa que
ocorreram do no Estudo Principal e no Ciclo Ill. Nessa descricdo, procuramos
apresentar com detalhes as interacbes dos aprendizes com as atividades
aplicadas e a musiCALcolorida para que o leitor pudesse vivenciar as situagoes

de aprendizagem nos quais os aprendizes participaram.

Para cada sessdo de pesquisa buscamos descrever: as estratégias e as
dificuldades dos alunos durante a realizacdo das atividades com a
musiCALcolorida; as propriedades de numeros racionais expressas durante as
interacbes dos alunos a musiCALcolorida; as principais acdes, decisbes e
interacbes da pesquisadora com os alunos; e as narrativas produzidas para
interpretar os comportamentos observados das propriedades dos ndameros
racionais, as quais foram apresentadas (dinamicamente) através das falas e
dos gestos dos alunos e aspectos do seus comportamentos indicativo de

sintonicidade entre as representacdes exploradas com seu corpo e ego.

Notamos que as expressfes de sintonicidade foram mais evidente no
Estudo Principal, especialmente nas Atividades 1 e 2, que no Ciclo Ill. E

também que, essas expressbes de sintonicidade, prevaleceram sobre a
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producdo de narrativas. Exploramos estas observacdes em mais detalhes nas
Consideracbes Finais, onde voltamos para as questdes de pesquisa

apresentando nossas conclusoes.
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CONSIDERACOES FINAIS

Apos um longo caminho percorrido, chegamos as consideracdes finais e
conclusdes de nossa pesquisa. Vamos finalizar nosso trabalho apresentando
uma sintese de nossa trajetéria retomando aos principais conceitos teéricos, a
metodologia e os resultados. Essa retomada irA nos ajudar a entender as
respostas dadas a nossas questfes de pesquisa, sugeridas na introducao,

além disso, vamos sugerir futuras investigacdes sobre o tema.

1. A pesquisa

Em nossa pesquisa buscamos estudar, como a interacao dos alunos do
Ensino Médio com o micromundo musiCALcolorida pode contribuir para suas
compreensdes sobre o conceito de numero real. Em particular, considerarmos
as narrativas produzidas durante suas interacdes, com o objetivo de explorar
se essas estorias contadas por eles contribuem na construcdo do conceito de
namero real, na tentativa de descobrir o papel das narrativas na aprendizagem

Matematica.

Fundamentamos teoricamente nosso trabalho de pesquisa, inicialmente
com as contribuicbes de Bruner (1997), em particular suas idéias de
interpretacbes dos conceitos matematicos através das narrativas. Para ele
existem dois estilos fundamentais de pensamento que tornam possivel aos
seres humanos fazer suas relagbes com o mundo: o modo paradigmatico e o

modo narrativo.

Segundo Bruner (1997) a narrativa € um modo de pensamento que
permite estruturar e organizar nosso conhecimento matematico de uma
maneira mais particular e pessoal, localizando as experiéncias matematicas no
tempo e no espacgo. Enquanto o modo paradigmatico € uma forma explicita de

argumentacao sobre o mundo em fatos que refletem o modo formal de pensar
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(concepcdes atemporais e abstratas) usado para se comunicar

matematicamente.

Apesar de o pensamento paradigmatico ter maior destaque nas
atividades matematicas, alguns pesquisadores como Healy e Sinclair (2007),
apoiadas nas idéias de Bruner (1997), apresentam nas suas pesquisas gue as
narrativas também surgem nas experiéncias matematicas. Elas argumentam
que as estorias contadas pelos alunos envolvidos em uma experiéncia
matematica sao interpretacdes particulares de propriedades matematicas, que

motivam e estimulam a exploragcéo do objeto matematico.

Para identificar mais precisamente o0 modo narrativo nas estorias
contadas pelos alunos que surgem quando estdo tentando dar sentido as
experiéncias matematicas, podemos definir quatro caracteristicas que foram
delineadas por Bruner (1997), que s&o: sequéncia inerente, eventos reais ou

imaginarios, conexdes entre o excepcional e o ordinario e qualidade dramatica.

Healy e Sinclair (2007), também defendem que ndo é em qualquer
ambiente que narrativas produtivas, no sentido de terem conexdes com
propriedades matematicas, emergem. Para tal € necessario criar um ambiente
educacional que estimula os alunos a interagirem com uma situacao proposta,

no caso de nossa pesquisa, um micromundo.

Baseamo-nos em Papert (1985) para falarmos sobre micromundo, que
segundo esse autor, um micromundo €é um ambiente computacional
desenvolvido para proporcionar uma aprendizagem interativa, ou seja, as
trajetérias de aprendizagem sdo controladas pelos aprendizes e nao pelo
computador. O micromundo é composto por modelos de um dominio do
conhecimento matematico e por um sistema formal com manifestacdes
fenomenoldgicas (fisicas, graficas e ou auditivas) que mostram acfes formais
desses objetos formais. Assim, somente os primeiros elementos do modelo séo
apresentados ao aprendiz que pode sobre esse modelo construir novas

ferramentas a partir de combinacdes das iniciais.
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Segundo Healy e Sinclair (2007), em suas pesquisas com tecnologias,
as caracteristicas da narrativa foram observadas e identificadas nas interagcfes
dos aprendizes com diferentes micromundos computacionais. Elas acreditam
que essas tecnologias podem fornecer oportunidades uUnicas para narrativas
produtivas nas atividades matematicas dos aprendizes, pois apresentam trés

recursos que incentivam a sua criagao: movimento, tempo e agao.

Também consideramos em nossa pesquisa a concepcdo de Papert
(1985) de que “os objetos computacionais devem incorporar uma matematica
nao apenas formal, mas também relacionada com o individuo permitindo uma
abordagem que faz sentido em matematica e significativa para o aprendiz.”
(Healy e Sinclair, 2007, p.12)

O micromundo que procuramos desenvolver, a musiCALcolorida foi
inspirado em Sinclair (2006) que desenvolveu uma calculadora que fornecia
resultados numéricos em uma tabela colorida. Em nossa versao, essa
calculadora passou a fornecer esses resultados com notas musicais, assim
temos uma representacdo colorida, sonora e numérica para 0 numero real.
Portanto, temos um ambiente computacional de aprendizado com
caracteristicas (cor, tamanho e rapidez) que encorajaram o0s alunos a explorar

0 conceito do numero racional pela experimentacéo e investigacao.

Esse ambiente computacional foi desenvolvido de um modo que permite
o aluno a reconstruir e organizar o conceito do numero real e suas
propriedades, trabalhando tanto na representacao fracionaria como decimal.
Com a musiCALcolorida pudemos apresentar 0s nUmeros reais em uma nova
abordagem de ensino, pois esses alunos que participaram da pesquisa, em
algum momento de sua vida escolar ja haviam visto ou aprendido algumas
propriedades sobre esses numeros, mas ainda apresentavam uma

compreensao limitada.

A metodologia utilizamos foi baseada em Design Research com a
finalidade compreender os processos de aprendizagem dos alunos. Com essa

metodologia a pesquisa se desenvolveu através de ciclos continuos de design
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(construcéo, organizacao, elaboracéo), de interacdo, de analise e de redesign.
Assim nossa pesquisa foi delineada em ciclos continuos entre a criacdo do
micromundo musiCALcolorida como também na elaboragdo das atividades e
na investigacao e analise das interacfes dos aprendizes com esse ambiente

computacional.

O enfoque matematico de nossa pesquisa foi o estudo do conceito do
namero real, contetdo que permeia todo Ensino Fundamental e Médio. Muitas
pesquisas (Kieren, 1993) apontam para as dificuldades do ensino e
aprendizagem dos nuameros racionais nos seus diferentes significados: razéo,
parte-todo, quociente, medida e operador. Enquanto que as questdes que
envolvem o ensino e aprendizagem dos numeros irracionais sao poucas
exploradas e as que encontramos (Fischbein, 1994) centram seus estudos nas

dificuldades de diferenciar um numero irracional do racional.

No Estudo Principal de nossa pesquisa, buscamos descrever as
observacdes dos alunos durante o envolvimento com as atividades propostas
mostrando 0s principais resultados. Na préxima secao, apresentamos uma
sintese desses resultados relacionados ao design e ao processo de ensino-

aprendizagem.

2. Principais Resultados

Vamos apresentar 0s principais resultados de nossa pesquisa
considerando dois pontos de vista. Primeiro os aspectos relacionados ao
design das atividades e do micromundo e depois os relacionados ao processo

de ensino-aprendizagem.

2.1 Relacionados ao design

A Atividade 2, Organizando os Numeros, apesar de ter tido um papel
importante na exploracdo da relacdo entre a divisdo de numeros inteiros e a
representacdo decimal, observamos um exagero na quantidade de numeros

escolhidos para serem organizados, que causou algumas dificuldades por parte
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dos participantes. Esse fato pode ter influenciado na organizacdo dos grupos,
pois a atividade acabou ficando longa demais necessitando de varios encontros
para sua finalizacdo. Em particular, observamos que em alguns casos, novos
grupos eram criados para um numero que poderia ser incluso em um grupo ja

existente.

De uma maneira geral, as atividades eram de carater empirico, nao
enfatizando os “porqués”. Na Atividade 3, Gabriela quer saber, as tarefas néo
levaram os alunos explorarem matematicamente os resultados, ou seja, elas
nao foram suficientes para auxiliar os alunos na construcdo de propriedades
matematicas. Em futuras versbes desta atividade, poderia ser interessante
propor tarefas que vao além de exploracbes empiricas, conectando as

representacdes da calculadora com representacdes algébricas, por exemplo.

As analises também sugerem que a ordem das atividades aplicadas no
Ciclo Il poderia ser alterada, com a Atividade 4 precedendo a tentativa de
formalizacdo do professor-pesquisador, ja que os alunos discutiram sobre a
diferengas entre numeros racionais e irracionais apresentando suas nogdes

sobre esses nimeros de uma forma bastante interessante durante Atividade 4.

Com relacdo a musiCALcolorida, apos Estudo Principal, ocorreram
modificagdes significativas no micromundo: a criagdo da ferramenta Galeria e a

modificagdes com relagéao a cor e o som do zero.

A necessidade de criarmos a ferramenta Galeria surgiu a partir da
observacdo da interacdo dos aprendizes com a musiCALcolorida durante a
realizagdo da Atividade 2 e Atividade 3. Como para essas atividades os alunos
precisavam fazer comparacdes entre os padrdes de cores e assim observar as
regularidades matematicas, eles acabavam ficando confusos, pois tinham que
ficar realizando varias vezes a operacdo para obter a pintura e assim conseguir
fazer as comparagcdes que nem sempre condizia com que estavam
observando. Por exemplo, na Atividade 2 alguns numeros foram encaixados
em grupos em que sua caracteristica colorida ndo condizia com as

caracteristicas dos demais numeros que formavam o grupo. E também na
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Atividade 3, ficaria mais facil de perceber a propriedade do denominador 9, se
os alunos tivessem condi¢cdes de comparar as representacdes coloridas e

decimais dada pela musiCALcolorida de uma forma geral.

Na Figura 64 apresentamos a interface da Versdo Beta da
musiCALcolorida. O botéo enviar Galeria que quando clicado salva a imagem e
0 som obtido os enviando para uma nova janela, que podemos acessar

clicando o botao Galeria.

FIGURA 64: Interface da Versao Beta

A Figura 65 mostra a Galeria de pintura e musical onde podemos
observar até oito representacdes coloridas e sonoras ao mesmo tempo.
Quando queremos ouvir a musica referente uma tela de pintura, basta
clicarmos no bot&o tocar quadro e alterarmos a barra de rolagem vertical para a
posicdo da tela de pintura, por exemplo, para ouvirmos o som de 5/99 temos
que alterar essa barra para a posicdo 6 e depois clicar no tocar quadro. Se

gueremos voltar a musiCALcolorida basta clicar no botdo Calc.
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FIGURA 65: Galeria de pintura e musical da Versdo B  eta

Como podemos observar a ferramenta Galeria, pode auxiliar os alunos
na observacdo geral das representacOes favorecendo a descoberta de
propriedades matematicas, por exemplo, 1/7 e 2/14 apresentam a mesma
pintura € 0 mesmo som, pois sdo fracbes equivalentes. Talvez essa
ferramenta potencialize a Atividade 2, levando os alunos a criarem grupos mais
consistentes matematicamente e a Atividade 3 favorecendo na descoberta da
propriedade do denominador 9.

A mudanca da cor e do som do zero esta relacionada ao fato de quando
se calculava raiz quadrada de um numero a tela era pintada (rosa), o som era
tocado e na parte decimal apresentava varios zeros se repetindo. Essas
representacdes levaram os alunos a se confundirem, por exemplo, colocaram

36 em um grupo formado por fracdes que geravam numeros decimais
periodicos mesmo sabendo que o resultado era um namero inteiro, mas o fato

de ter pintado e tocado influenciou na tomada dessa decisdo. Assim a cor do
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zero passou para branco e o som representa uma pausa, a Figura 66 mostra

as representacdes dada pela Versdo Beta da musiCALcolorida para 36.

Figura 66: Resultado de 36 dada pela musiCALcolorida

Apesar da musiCALcolorida ter sido desenvolvida sobre influéncia da
filosofa construcionista, ela ndo representa um verdadeiro micromundo, pois a
aprendizagem exploratoria sobressai com relacdo a expressiva, ou seja, 0
aprendiz explora os numeros reais de um ponto de vista diferente do seu ou do
que ja tinha sido aprendido ao invés de criar novas ferramentas sobre na

musiCALcolorida para explorar as propriedades desses nimeros.

Assim consideramos a musiCALcolorida um tipo de ferramenta dinamica
e interativa com caracteristicas (cor, tamanho, som e rapidez) que permitem
encorajar e apoiar a experimentacdo e explorar propriedades matematicas dos
nameros, apesar da eficacia em representar 0os numeros reais, apresenta
algumas limitagcbes, mesmo com varias casas decimais, para numeros com

periodo muito grande, ndo é possivel ver a sequéncia repetindo.
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2.2 Relacionados ao processo de ensino-aprendizagem

Na entrevista pudemos identificar, nas respostas dadas pelos alunos,
certa inseguranca sobre o conceito do numero racional. Percebemos que os
alunos tiveram algum tipo de experiéncia escolar que Ihes proporcionou lidar
com o0s numeros racionais em suas atividades matematicas. Dessas
experiéncias, notamos que, para a maioria deles, o que predominou foi a
compreensao de que esses numeros sao inteiros e dizimas periodicas.
Apenas trés alunos (Gabriela, Rodolfo e Bruno) pareciam fazer uma conexao

entre a expansao decimal e a fracéo.

Em um primeiro momento, os alunos que participaram de nossa
pesquisa apresentaram dificuldades em distinguir entre nimero racionais e
irracionais, mas durante a interagcdo com a musiCALcolorida os alunos se
mostraram mais seguros, expressando suas duavidas e ampliando a
compreensao desse conceito. Aparentemente experimentar as diferentes
representacbes dada pela musiCALcolorida, possibilitou a esses alunos

construir novas relacdes com esses numeros.

Em particular, a musiCALcolorida, juntamente com as atividades
propostas, mostrou-se uma poderosa ferramenta que permitiu a exploracao
rapida da divisdo para a expansao decimal, favorecendo assim a conexao entre

a representacdo fracionéria e decimal.

Um fator que merece destaque € que, para 0s participantes desta
pesquisa, 0s numeros inteiros e aqueles cuja representacdo decimal é finita
ndo foram julgados tdo interessantes e fascinantes para como as dizimas
periodicas. Notamos que, com a musiCALcolorida, inteiros e decimais finitos,
nas palavras dos alunos séo, “sem graca”, assim esse ambiente computacional
fornece um ambiente no qual as dizimas periddicas sdo mais “interessantes” e

“agradaveis”.

Acreditamos que, as representacbes dadas pela calculadora

possibilitaram o envolvimento dos alunos em investigagbes matematicas. Sua
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atencdo durante a exploracdo de representacdes decimais cujo periodo era
maior que quatro voltou-se para o que estava acontecendo com os resultados,
permitindo entdo a comparacao, o levantamento de hipdteses, estabelecimento
de relacbes e, desse modo, construindo novas relagbes com esse numero e
descobrindo propriedades. Para essas tomadas de decisbes, as

representacdes coloridas e sonoras desempenharam papel fundamental.

A organizacdo da Dupla Rodolfo e Bruno foi guiada principalmente por
propriedades matematicas, destacando as idéias de multiplos, simplificacdo de
fracdo, relagdo entre numerador e denominador, e representacdo decimal,
entretanto, mesmo esses grupos que tiveram em sua criagdo uma inspiragéao
matematica, fatores associados as representacdoes sonoras e coloridas talvez
também desempenhado seu papel na criacdo dos grupos, por exemplo, na
criacdo do grupo séxtuplos a representacdo colorida de seis cores se
repetindo constantemente foi determinante na formacgéo desse grupo e também
0 grupo xadrez foi criado sobre influencia do padrédo de cores. Na organizacéo
dos nameros em grupos pela Dupla Marcia e Nale foi bastante influenciada
pelas observagbes empiricas destacando a tanto a representacdo colorida e

sonora como a decimal.

Observamos que a representacdo sonora dos numeros com
representacao decimal infinita potencializou a percepcéo de infinito, pois 0 som
iria continuar tocando infinitamente se os alunos ndo o interrompessem. Em
muitas situacfes os alunos associavam o som com outros do cotidiano, como
por exemplo, de uma ambulancia, indicando talvez uma associacdo a essas
representacfes sonora com processos sem fim. Ainda com relacdo a
percepcao de infinito, a limitagdo da tela de pintura n&do atrapalhou essa

percepcao, nas falas dos alunos, as cores se repetiam infinitamente.

Com relacdo as narrativas e o significado matematico, tivemos as
primeiras indicagcbes de que os alunos estavam criando narrativas para
interpretar o feedback visual e sonoro na Fase Teste. Nessa fase, certos
nameros foram descritos com apatia ou simpatia (alegres), a partir de

caracteristicas particulares e matematicas (tamanho do periodo, dizima, etc.).
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Ja no Estudo Principal, aspectos do pensamento narrativo aparecem sutilmente
quando os alunos estavam explorando diferentes tipos de som, pois notamos
uma tendéncia de conectar os sons da calculadora com uma musica conhecida

ou com outro som semelhante ao do cotidiano.

Embora, nas falas dos alunos, ndo tenhamos identificado narrativas em
termos de estérias constituidas por uma sequéncia de eventos com todas as
caracteristicas delineadas por Bruner (1997), podemos nessas harrativas
identificar a caracteristica qualidade dramatica e a conexdo entre o
extraordinério e o ordinario. Por exemplo, a exploracdo do som por meio da
mudanca dos instrumentos levou os alunos associarem esses sons com outros,
como de uma ambulancia e de um sino, indo além de uma simples descricéo
de o que é visto e ouvido e também quando as duplas se deparam com
pinturas que apresentam um padrdo de vérias cores se repetindo eles ficam
admirados com o colorido da tela de pintura e com o som tocado, e essas
representacfes motivam os alunos na busca por explicacbes aos fatos que

estao visualizando e vivenciados.

Essas narrativas comunicam significados matematicos que podem ser
associados com diferentes representacdes do numero racional, como podemos
notar para alguns nomes dados aos grupos (Alegres e Xadrez). Algumas
narrativas ndo foram tao ligadas com propriedades matematicas dos niumeros,
mas tiveram um papel importante no envolvimento dos alunos nas atividades,
por exemplo, um ndimero que vira um passarinho e lembrou a avo, faz com que

exista uma relacéo pessoal, uma motivacao.

As narrativas, também apareceram quando os alunos estavam falando
sobre um numero preferido. Nessas falas observamos uma preferéncia por
nameros sem ligacdo a um significado matematico, e sim a uma experiéncia
pessoal afetiva positiva. Eles ndo buscaram uma relacdo com a Matematica e
sim com algo pessoal, que faz ou fez parte de sua estéria particular. Outros
alunos preferiram numeros, aparentemente relacionados a uma experiéncia

matematica positiva, como aprender a tabuada e fazer operacdes.
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Durante a realizacdo das atividades surgiram associacdes que ndo sao
necessariamente narrativas, como o caso do helicoptero e da ambulancia, pois
como ja dissemos ndo podemos observar as quatro caracteristicas descritas
por Bruner (1997), mas percebemos que essa foi uma maneira dos alunos de
capturar uma propriedade matematica de periodicidade com sintonicidade
corporal, no sentido de sentir essa periodicidade. A musica também teve esse
papel de sentir quando os alunos estavam cantando, acompanhando o corpo

como o movimento do periodo de um namero.

A sintonicidade corporal, ou pelo menos uma reagdo sensorial/afetiva
para as representacdes mateméaticas, apareceram quando o0s alunos
acompanhavam o som o ritmo movimentando parte do corpo (a cabeca e as
maos) expressando um movimento de danca para a muasica que tocava ou
guando os alunos utilizavam a linguagem corporal para expressar suas idéias,
por exemplo, movimentando as maos para indicar uma repeticdo. E o0s
aspectos da sintonicidade relacionada com o ego aparecem nas expressoes
dos alunos quando indicaram desconforto e irritacdo com o som ou alegria

guando estavam admirando uma pintura ou dangando com o som.

Acreditamos que, o0s alunos ao vivenciarem as diferentes
representacbes dada pela musiCALcolorida, também experimentaram
diferentes possibilidades de tornar mais palpavel ou concreto esses niumeros

do que em uma calculadora comum.

O professor-pesquisador assumiu diferentes posturas durante a
pesquisa. No Ciclo Il (Fase Teste e Estudo Principal) desempenhou um papel
relativamente neutro, mas em alguns momentos, por também estar vivenciando
uma situacdo de aprendizagem, pois pela primeira vez estava assumindo o
papel de pesquisador, a sua ansiedade o levou a antecipacdo de algumas
respostas dos alunos. Ja no Ciclo lll, a postura de professor foi evidenciada,
gue buscou por meio de uma discussao introduzir a formalizagdo em linguagem

matematica do conceito de nimero racional.
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As atividades realizadas no Ciclo Ill, nos mostraram que os aprendizes
conseguiram conectar suas observagdes sobre as diferentes representacdes
dos numeros racionais, que emergiram durante a interacdo com a
musiCALcolorida no Estudo Principal, com as propriedades desses numeros

racionais destacadas no ambiente escolar de forma convencional.

Nas atividades que finalizaram a pesquisa, 0s alunos estavam confiantes
em suas respostas, conseguindo conectar uma relagdo entre a representacao
fracionaria e a decimal que remete ao conceito de numero racional utilizando
também propriedades mateméaticas, como do denominador 9, apesar de terem
sido exploradas apenas empiricamente. Isso mostra que os alunos nao apenas
percorreram a trajetéria da pesquisa, como terminaram esse trabalho

estabelecendo distintas relacdes entre 0s niumeros racionais e irracionais.

3. Discutindo as questbes de pesquisa

Agora vamos refletir sobre nossas questfes de pesquisa na tentativa de
respondé-las:

1. Quais relacbes entre a representacao fracionaria e a representacao
decimal do mesmo numero emergem durante a interacdo com a

musiCALcolorida?

Em nosso trabalho, a opcdo em apresentar véarias fragBes ordinarias que
geravam diferentes representa¢gdes decimais, permitiu que os alunos tratassem
essas fracbes como uma divisdo e a representacdo decimal como resultado

dessa operacéo.

Assim, o0s alunos perceberam que estavam trabalhando com
representacdes diferentes para um mesmo numero, mostrando uma concepcao
diferente das que apresentaram no inicio da pesquisa, mais precisamente na
entrevista, em que a maioria dos alunos mostraram ter uma idéia de namero

racional desconectada as suas diferentes representagoes.

230



Também observamos que para dois desses alunos, essa conexao foi além
da relacdo entre uma representacdo decimal e fracionéria. Eles perceberam
gue uma classe de fracdes poderia ser representada pelo mesmo som, mesma

cor e mesma representacao decimal.

Os alunos comecaram visualizar as regularidades nas representagcdes
decimais de numeros racionais, devido a quantidade de digitos e a

representacao colorida que a musiCALcolorida oferece.

Outra relacdo entre a representacao decimal e fracionaria que emergiu com
a interagcdo com a musiCALcolorida, foi durante a realizagéo da Atividade 3,
em que fragcbes com denominador 9 geram representacdes decimais que pode

repetir na parte decimal o numerador.

2. Qual é o papel das representacbes nao-convencionais (sonora e
colorida) da musiCALcolorida no processo de interpretacdes dos

numeros reais dos alunos?

Vamos ressaltar que o principal papel das representacdes coloridas e
sonoras foi a motivagdo em buscar repostas para os fendmenos diferentes
apresentados pela musiCALcolorida. As representagcdes coloridas e sonoras,
favoreceram tanto interpretacdes mateméaticas dos numeros racionais como
também permitiu que os alunos associassem 0s numeros investigados com um
aspecto importante de sua vida pessoal. Assim, a representacdo sonora e
visual ofereceu uma nova forma concreta, de vivenciar os numeros explorados,

que no minimo contribuiu na motivagdo do aprendiz.

A representacdo sonora enfatizou a percepcdo de infinito e as telas de
pinturas ajudaram na observacdo de regularidade do numero racional, e a
possibilidade de mudar a extensdo das telas de pintura facilitou encontrar o
periodo das dizimas periodicas.
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As evidéncias indicam que os alunos estavam mais convencidos sobre a
falta de padrdes repetidos nas representacfes decimais dos numeros
irracionais a partir das suas interagbes com suas representacdes em cores —
entretanto €& importante ressaltar que, como esta representacdo €
necessariamente finita, ndo € possivel afirmar definitivamente que uma pintura
sem sequéncia da calculadora necessariamente vai representar um ndmero

irracional na base da pintura (ou som) apenas.

A calculadora providenciou um “Feedback” muito rapido, que mostrou a
conversdo de fracdo para decimal (por meio da operagdo da divisao).
Significativamente, a mesma rapidez poderia ter sido um fator importante na
descoberta de fracbes com denominador 9 e 10 , favorecendo os alunos em
efetuar conversdes de representacdes decimais (seja numeérico ou colorido)
para fracionério, colaborando ndo apenas para a identificacdo da conversao de

fragbes com denominador.

3. O acesso a representacdes palpaveis e dindmicas de numeros reais na
musiCALcolorida incentivam a construgcdo de narrativas matematicas
gque expressam o sentido dado aos numeros racionais e irracionais pelos

alunos?

As narrativas produzidas pelos alunos como resposta aos fendmenos
observados a partir das representacdes coloridas, sonoras e numéricas dadas
pela musiCALcolorida, ndo apresentaram as quatro caracteristicas delineadas
por Bruner (1997). Porém conseguimos identificar duas caracteristicas, a
qualidade dramatica e a conexdo entre o extraordinario e dramatico. Essas
falas que parecem expressar narrativas surgem quando os alunos estao
interagindo com as diferentes representacbes dada pela musiCALcolorida e
precisam explicar aos fatos que estédo visualizando e vivenciando, e quando

fazem esses explicacdes utilizam uma linguagem mais pessoal.

Apesar de as narrativas produzidas pelos alunos serem curtas, elas
comunicam significados matematicos que podem ser associados com

diferentes representacdes do numero racional, como os nomes de alguns
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grupos (Alegres e Xadrez), por outro lado algumas narrativas nao foram téo
ligadas a propriedades matematicas dos numeros, mas tiveram um papel

importante no envolvimento dos alunos nas atividades.

Essa postura dos aprendizes de explicarem, por exemplo, as cores
ficando embaralhadas e o som tocando uma musica também evidencia uma

aprendizagem relacionada com a sintonicidade corporal e ego (Papert, 1985).

Temos uma conjectura de que ambientes dindmicos com movimento s&o
mais propicios para criacdo de estdrias tendo em vista a importancia do
movimento na cogni¢gdo humana. Talvez por isso, as narrativas ndo foram tao
eficientes na musiCALcolorida, por se uma ambiente computacional de carater
explorativo e 0 movimento das cores e do som néo foram tdo expressivos para

colocar os eventos observados em sequencialidade, originando narrativas.

4. Limitacdes da pesquisa

Em nossa pesquisa temos evidéncias de que a experiéncia dos alunos com
a musiCALcolorida, vivenciando diferentes representacfes para um mesmo
namero, levou esses alunos estabelecerem novas relacdes afetivas com os
nameros. Apresentamos argumentos de que estas relacdes contribuiram para
uma aproximacgado desses alunos com aspectos das propriedades dos objetos

matematicos em questao.

Entretanto é importante destacar que nao buscamos de maneira
sistematizada evidéncias de que estas relagbes resultaram em robustos
significados matematicos associado com o discurso convencional, ou seja, com

as representacdes dos reais nas formas tradicionais.

De fato, seriam necessarias outras pesquisas com a musiCAlcolorida,
formulando diferentes atividades que buscam garantir aos alunos a producao
de conhecimento matematico quando estdo lidando com as diferentes

representacbes dada pela musiCALcolorida como também quando estdo
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envolvidos em outras atividades matematica sobre os numeros racionais apos

0 uso desse micromundo.

5. Sugestdo de pesquisa

Essa pesquisa é apenas o inicio do trabalho com a musiCALcolorida
explorando os numeros reais. Ao refletirmos sobre nossos erros e acertos
conseguimos abrir novas possibilidades de uso dessa ferramenta que podera

contribuir para o ensino-aprendizagem da matematica.

Sugerimos como futuros trabalhos de pesquisa a exploracdo de fracdes
equivalentes, a reorganizacdo das atividades propostas criando tarefas que
permitem os alunos construirem propriedades relacionadas ao denominador 9
e denominador formado por multiplos de 2 e 5 e poténcia de 10 que permitem
os alunos conectarem as fracdes ordinarias formada por esses denominadores

com as representacdes decimais que elas geram.

Ainda sugerimos o uso da Galeria para auxiliar os alunos na visualizagao
de padrbes e assim descobrirem diferentes propriedades, como também
perceberem pelas representacfes sonora, colorida e numérica a diferenca

entre nimero racional e irracional.

Uma questdo muito importante, que outras pesquisas com a
musiCALcolorida poderia explorar, € o fato de que nossas atividades e o design
do micromundo contribuiram para “aproximar’ os alunos aos objetos
matematicos estudados, porém ndo temos clareza se essa aproximacao
efetivamente colaborou para a construcdo do saber matematico significativo e
para responder essa pergunta seria necessario mais investigacdes. Essas
novas pesquisas poderiam trabalhar no redesign da musiCALcolorida
construindo novas ferramentas para explorar esses numeros em outros
aspectos e as atividades poderiam ter um carater menos empirico,
privilegiando uma maior conexdo entre as representacdées ndo convencionais

(cor e som) com as tradicionais (fracionarias e decimais).
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Essa pesquisa teve uma intencdo maior, porque a aplicacdo com alunos
regulares contribuiu para a realizacdo de novas pesquisas com a
musiCALcolorida sendo desenvolvida em trabalhos com alunos cegos,
explorando a representacdo sonora, € com alunos surdos, explorando a

representacao colorida.

Voltando para a questdo norteadora, temos varios indicios que a
musiCALcolorida, apesar de suas limitagGes, contribuiu para a construcédo do
conceito de numero real, principalmente por permitir os alunos explorarem
diferentes representacdes para um mesmo numero, partindo da divisdo de
dois inteiros para a expansao decimal. Felizmente a ferramenta Galeria foi
desenvolvida, pois acreditamos que ela permitird que outras relacées com 0s
nameros racionais e irracionais sejam evidenciadas, porém nossos

participantes ndo tiveram a oportunidade de explora-la.

Também nao temos duvidas que a musiCALcolorida pode ser utilizada
tanto no Ensino Fundamental (I e Il) quanto no Ensino Médio e nos cursos de
licenciatura em Matematica, podendo ser desenvolvidas atividades de simples
exploracdo das representacfes decimais, ficando apenas na parte empirica

até atividades mais complexas envolvendo propriedades e conceito.

Finalizamos com D’ Ambrésio (2007) que nos fala sobre o uso da
calculadora no ensino de matematica que vai de encontro com a proposta de

nossa pesquisa:

“Com uma calculadora abrem-se inUmeras possibilidades de se fazer
matematica criativa com temas classicos. Nao consigo entender
porgue razao a calculadora ainda nédo se incorporou integralmente as
aulas de matematica”
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ANEXO 1: Atividade papel e lapis

O professor de Michele estd dando uma aula sobre numeros racionais faz a
seguinte pergunta:

Que numeros sao racionais?

—

Micheli pensou em varios nameros.

126
84/13 15 O 0.1010010001...
289 5.555... 0.16 -0.325
13.76543217654321  25/4 0.333... -36
3/9 0.325151... 0.12123123412345..

Todos 0s numeros que Micheli pensou sdo niumeros
racionais? Justifique sua resposta.
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ANEXO 2 : Dupla Mariangela e Maristela

TABELA: Resultado da Atividade 2: Organizando 0os nimeros

Dupla Grupo Observacbes NUmeros Novo
Numero
e 42768 7
Finitos e infinitos com 36 —— — 24
Valor Unico uma Unica cor ou 324 10 T
nameros inteiros. 1 7 5 16562
3 9 2 13
Ambos sdo infinitos,ea | 16 1 8 42
sequénciadecoress@o | 75 A~ An ~mn 9
Infinitos praticamente iguais e 11 22 98 90C @
possui apenas duas 2894 9 7
casas ap6s a virgula 900c 99¢ 12
repetitivamente.
Maristela e
Mariangela
S&o finitos e possuem 25 315 27
Finitos duas casas apos a — T —
virgula. Nao repete as 4 100¢ 4
notas e nem as cores.
135 695 1 148
33% 56 7 999(
Infinitos com Todos possuem uma
mais de duas | tabela de cores variadas | 18 5689 J12 13
casas de e tem mais de duas 42 999¢ —
repeticdo casas de repeticao. 7
78 1 56
62 43 147
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ATIVIDADE 3: Descobrindo propriedades
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ANEXO 3: Dupla Joao e Sérgio

TABELA: Resultado da Atividade 2: Organizando 0os nimeros

Dupla Grupo Observacoes Numeros Novo
Numero
== 25 315
Cores chamativas e 36 7 m 1
Rapido e apresentam sons diferentes E
colorido dos outros porque s6
contém poucos nimeros. 7 5
10 2
789 9 16 1
62 99C€ 11 43
1 o5g9 135 1
5 22 999¢ 337 3
Joeao Digitando e Colocamos no envelope 2365
L Colorindo porgue gostamos do jeito e =
Sérgio do tom infinito. — 5_6 ﬁ Z 96¢
99 147 47 9
148 2894 [ 42
999¢ 900C 12 90C
Cores NOs o colocamos aqui 1 2
comportadas | porque achamos o jeito que - -
todos os nimeros se 7 7
repetem legal.
Sem reacéo NGs os colocamos aqui 4276816562 1
porque ele n&o tem cores e o — =
nem som. 324 13 1
NGs colocamos aqui porque 695
Sinfonia ele nunca se repete e faz V12 —— \/E
parecer uma musica. 56
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