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Sintesis del problema elastico y Métodos de resolucidn

Con lo visto en el capitulo anterior se completa el modelo matemético de la Teoria de la
Elasticidad Lineal y sus hipotesis definen las condiciones en las que resulta adecuado. Ahora se
discutira como resolver las ecuaciones derivadas de ese modelo, tanto por via analitica como

numeérica, procediendo de la siguiente manera:

4.1. Se hara una sintesis del problema reuniendo todas las ecuaciones, tal como fueron

deducidas, y se comentardn dos casos particulares: los estados de tensién y deformacién plana.

4.2. Se utilizard el Método de las Tensiones para resolver por primera el problema, por via

analitica, y comprender cabalmente lo que significa “encontrar la solucién de las ecuaciones”.

4.3. Se plantear4d el Método de los Desplazamientos como alternativa para sortear algunas

dificultades del anterior, todavia analiticamente y sin modificar el formato de las ecuaciones.

4.4. Se deduciran Formatos Convenientes para las ecuaciones, segun el método de resolucion

escogido, aprove chando las relaciones que vinculan a las incognitas del problema.

4.5. Se comentardn intuitivamente las ideas basicas para obtener soluciones aproximadas con

métodos numéricos tales como el de Diferencias Finitas (MDF) y de Elementos Finitos (MEF).

4.1. Sintesis del problema elastico

El problema elastico se planteard primero en su forma méas general para luego abordar dos casos

particulares muy frecuentes en la practica: los estados planos de tension y deformacion.

GEOMETRIA

Se comienza por una completa definicion de la geometria de la pieza a analizar (dominio),
compuesta de un volumen encerrado por superficies en su contorno. Se trata de un problema
naturalmente tridimensional aunque en ciertos casos particulares, tales como los estados planos

de tension o deformacion, es reducible a dos dimensiones o incluso una.

MATERIAL

Se define el material de la pieza especificando los valores de sus constantes elasticas “E, G, n”,

recordando que s6lo dos de ellas son independientes. La teoria impone que el material sea:
Continuo - Isétropo - Perfectamente elastico

Homogéneo - Linealmente deformable
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FUERZAS MASICAS

Las cargas por unidad de volumen (fuerzas masicas) que afectan a cada porcién del material en
estudio son otros datos necesarios para definir el problema. El caso mas sencillo lo constituye el
peso especifico (Densidad x Aceleracion de la Gravedad) que se incluye cuando no es
despreciable en comparacién con las cargas externas. Otro caso tipico, adicionable al anterior, es
el de las fuerzas de inercia presentes en mecanismos sujetos a grandes aceleraciones. Un
estudio cinemético y dindmico previo permite calcular estos esfuerzos, en ocasiones bastante

complejos, para incorporarlos luego como datos del problema elastico a resolver.
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CONDICIONES DE CONTORNO

Todos los puntos del contorno de la pieza “sin excepcion” deben tener algin tipo de condicion
especificada. Las llamadas condiciones Dirichlet imponen Desplazamientos en los puntos
correspondientes: pueden ser nulos, como en un empotramiento, o no nulos, como al forzar cotas
de montaje. Se asocian a direcciones especificas (no necesariamente a todas) lo cual da lugar a
situaciones en las que se imponen desplazamientos en una direccién y cargas en la otra, como en
un apoyo deslizante. Las condiciones Neumann imponen Cargas en los respectivos puntos y en

direcciones especificas. Un sector de contorno en el cual “no haya nada” posee, en realidad, una

IR — |

condicion Neumann de carga nula.

DIRICHLET i 2 i NEUMANN |
i Desplazamientos {---~, “r---1 Cargaimpuesta |
E impuestos | ! (eventualmente nula),

! MIXTA ;
1 Carga dependiente
i del desplazamiento |

R S

Existen también condiciones de contorno Mixtas que imponen Cargas dependientes de los
Desplazamientos de los puntos, tal como sucede en los apoyos elasticos. Los mismos proveen
una carga o reaccién (desconocida a priori) que depende del desplazamiento que experimenta

ese punto (que es una incégnita del problema).
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INCOGNITAS

Las incognitas del problema son “funciones tensoriales y vectoriales definidas en todo el dominio”
descriptas a través de sus componentes en cierto sistema de coordenadas adoptado para el
célculo: la tension (seis funciones componentes de un tensor), la deformacion (seis funciones
componentes de un tensor) y los desplazamientos (tres funciones componentes de un vector).

Estas incognitas no son todas independientes dado que existen relaciones que las vinculan.

ECUACIONES CINEMATICAS

:E
XX ﬂX

ECUACIONES DE COMPATIBILIDAD
2 2 2
e, T ey - 179,
2 2
Ty fix ixTy

e

_ﬂ_V 2 2 2
= ﬂexx+ﬂ e, _179,

122 x> x1z

Las ecuaciones cinematicas permiten obtener

las deformaciones en funcién de los

desplazamientos, con la sola condicion de

que estos Ultimos sean continuos. Para el

l 6é[gxy_ ﬂgxz+ﬂgy29=
Tygfiz Ty fixg

camino inverso, obtener desplazamientos

continuos a partir de las deformaciones, es

necesario verificar ciertas relaciones a cumplir

ﬂ &iﬂgxy_'_ﬂgxz +ﬂgy29=2ﬂzezz
Tzg 1z Ty Txg Ix7y

entre las componentes de la deformacion

(ecuaciones de compatibilidad).

La Ley de Hooke, en sus formas directa e inversa, relaciona a las tensiones con las

deformaciones. La inclusion de las ecuaciones cineméticas en esta ley provee una relacion directa

entre tensiones y desplazamientos (sus derivadas).

ou i€, =Tu/Mx U

s :
!
1-

00 1Q,, = Tu/Tz+Tw/Ixi
Gy %g e = T/ Mz + ﬂW/ﬂy"b
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Nota: Usando la ley de Hooke pueden escribirse las ecuaciones de compatibilidad en funcién de las componentes de
tensién. Asi se muestra que las tensiones también deben ser “compatibles” y que se relacionan mutuamente de forma
similar a las deformaciones. Este hecho podia intuirse notando que entre deformaciones y tensiones so6lo median
valores constantes (las constantes elasticas del material) y, por ende, son funciones equivalentes.

ECUACIONES PARA PUNTOS DEL VOLUMEN

Todos los puntos del volumen deben verificar el equilibrio entre componentes de tensién y
fuerzas mésicas expresado por las Ecuaciones Diferenciales del Equilibrio en Volumen obtenidas

a partir de sumatorias de fuerzas y momentos:

ECUACIONES PARA PUNTOS DEL CONTORNO

Todos los puntos del contorno con condiciones Neumann deben verificar el equilibrio entre
componentes de tensién y cargas impuestas y todos los puntos del contorno con condiciones

Dirichlet deben verificar la compatibilidad con los desplazamientos impuestos.

s,
=5,
&

en contornos GS

POSTPROCESOS

Habitualmente se denominan postprocesos a ciertas operaciones posteriores a la determinacion
de las incognitas fundamentales del problema. Algunos permiten completar los resultados
(ejemplo: calculo de reacciones de apoyo) y otros los reelaboran para facilitar su interpretacion
(ejemplo: calculo de tensiones principales y equivalentes). Una parte fundamental de los

postprocesos son las salidas gréaficas de las diversas magnitudes obtenidas.
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Comentario sobre estados planos I

Los llamados estados planos de tension o deformacién son simplificaciones, aceptables en ciertas

circunstancias especiales, que permiten tratar el problema elastico (realmente tridimensional)
como si fuese bidimensional. Existen otras posibles simplificaciones, aplicables a solidos de
revolucién, placas, laminas, vigas, etc.,, que reducen las dimensiones del problema

particularizando las ecuaciones tridimensionales generales de la teoria de la elasticidad.

Estado plano de TENSIONES I

Este estado se caracteriza por la nulidad de la tensién normal en la direccion “z” (no de la

deformacién asociada) y la nulidad de componentes cortantes en los planos “zx” e “zy” (lo cual
implica distorsiones nulas). Una pieza se encuentra en este estado si su dimension segun “z"
(espesor) es notablemente inferior a las otras dos (largo y ancho) y todas las cargas estan
contenidas en su plano medio “xy”. El equilibrio de los contornos normales al eje “z" revela que la
tension normal “z” y las cortantes “zx” y “zy” son nulas porque no hay carga externa. Por ello es
aceptable pensar que, si a uno y otro lado de un “pequefio espesor” estas tensiones son nulas, no

adoptaran valores importantes hacia el interior del mismo.

ot il P qattil]
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Las ecuaciones particularizadas para el estado de tensidon plana se obtienen haciendo nulas

las tensiones mencionadas en las ecuaciones de la elasticidad y tienen la siguiente forma:

Equilibrio en volumen: Ecuaciones cinematicas:
TISxx ﬂSYX _ e :_T[y_ e :_ﬂy_ :_TIY_+JI£J_
T ox gy R “Tax Ty T Ay

Compatibilidad en volumen:
=0 ﬂzeXXJrﬂzeW:ﬂzgw
Ty 11X Ixfy

Compatibilidad en contorno:

Equilibrio en contorno:
iISaxi_ 6, 1S 0] e
S_ =7 = a I R ERY u =up
"TiSwph 8,418,010 )~ Y enG
9 ny &y 12 (1M Vi) _'IV)
X,y
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Ley de Hooke “inversa”:

Ley de Hooke “directa”:

IS 0 6E/1-n?) nE/1-n?)i ouie, u
'S ,y=gE/lL-n?) E/ft-n?) | opie,y
iS.p & O 0 16§i0.p
Nota:

En el estado de tension plana todas las incognitas son funciones sélo de
“X" 'y de “y", incluso la deformacion longitudinal segin “z”. EI movimiento
‘W’ y la deformacién segin “z” existen pero estan “desacopladas del
problema” por lo que no se requieren para obtener la solucién y pueden

calcularse luego, durante el postproceso.

distorsiones en los planos “zx” e

piezas prismaticas en la direccion

igualmente cargadas (y vinculadas) y los extremos inmovilizados segun “z

Estado plano de DEFORMACIONES I

En este estado son nulas la deformacién segin

(no la tension normal asociada) y las

zy” (lo cual implica tensiones cortantes nulas). Es propio de

donde todas las secciones contenidas en planos “xy” estén

(w =0 en ambos). Las

ecuaciones de deformaciéon plana Y"E‘
. I !
se obtienen anulando las deforma- : &
| X
ciones mencionadas y solo difieren /)‘ // |<
- b
., / |
de las de tension plana en la forma 7 / }
AN / !
de la Ley de Hooke. Todas las i ?? 1_.-7// |
incognitas dependen sélo de “x” y de : /
|
y 2 ” [Ty |
y" y la tension normal segin “z | /W /
. | /ﬁ?’ f
puede calcularse a posteriori ya que b
es funcion de las otras dos. Caso “3D" Real Caso “2D” Simplificado
Ley de Hooke “inversa”: Ley de Hooke “directa”
| N~ N .
e - _]_-_S _p__s _p__s iS U &G+l | ouie,u
XX XX vy z [ T T
E E E lS I, —_ e | lel e |,
19wy = a | 2G+l |, O/ wY
e =-1s +is .Ig is.h g0 o 'oilg,
yy___é' xx+"' yy__é' z I xyp : I xyp
Nota:
_ 1 S La tensién normal segun “Z" existe pero esta “desacoplada
gxy __é_ Xy del problema” y no es necesaria para obtener la solucion.
T ; Puede calcularse luego, durante el postproceso, como
E e _ N S n S + 1 S -0 : funcién de las tensiones segin “x” e “y” usando la expresion
E z ~ XX E yy z "~ : de la deformacion segun “z” (recuadrada a la izquierda).
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4.2. Resolucion por el METODO DE LAS TENSIONES

Este método consiste en proponer como solucién del problema unas componentes de tension
cuya forma funcional (por ejemplo polinémica) se postula dejando coeficientes indefinidos. Los
mismos se van ajustando a medida que la propuesta pasa por cada una de las ecuaciones de la
elasticidad. Si alguna de ellas no puede ser satisfecha el proceso debe reiniciarse con una nueva

propuesta. El siguiente diagrama ejemplifica el método para el caso de tensién plana:

Proponer i (ej. “tension plana” con 10 incognitas)

Sc=as+ aX +agy + a) + asy’ + agXY (cuadratica)
Syy=ar+agX +agy (lineal)
S xy = aio (constante)
i 1:-[SXX +1l]syx +X_O i
X
i Y :' ~~~~~~~~~ ¢Verifica
S N e equilibrio No o,
P I x Ty | envolumen?
[T Tttt '
| iISaxli S 1S, uila!
|S_n:|' = A XXI yX'X' ’:-
: "S_n IS l‘llm I\\\\ .
Lo l____V_Eg__?__xg_'___{y_u“'____: N ¢ Verifica
h equilibrio No y,
i i_“““““““: en contorno?
1 _ n !
i €. “ES " —E—S W i
]
i n 1 |
i eyy = O +— yy : .
! E :r ______________ Calcular Deformaciones
i n n ! | conlaLeydeHookeinversa
e =--S _--—-S
: 7z E XX E vy i
: 1 |
1 9y =5S i -
b . ! ¢Verifica
- compatibilidad No
et e envolumen?
| 1%, ey, TG, LT
| v X2 1y |
[TTTTTTTT oy B Calcular Desplazamientos
! _Tu _Tv =771 int do las Def [
Do, =0 e, = | . integrando las Deformaciones
R S Ty .-
| v, fu
i YTy
""""""""""" ’ ¢Verifica
P — . compatibilidad No o,
u b en contorno?
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Ejemplo de aplicacion del METODO DE TENSIONES:
Realidad Modelo A TS"”:O
p Y| n=01) | S~
WA o] s
analizar de y
espesor — =
pequefioy g =0 2 ”ig 2 nx:g
desgrzscci)able E,n,G=ctes W;_ Y=0 '_”/;
=-1,0 = =(1,0
TENSION PLANA n1.0) X=0 n=(1.0)
— X
exererere;ore MFSEINY l A >
- x,y)=(0,0) 1_/
Apoyo con / i u=0 i n=(0-1) 'S w0 (S y incognita)
baja friccion i__v=0 ___: v =0 ( u incégnita)
| PASO 1 — Método de Tensiones: Proponer las funciones de tension
Para este ejemplo se propone que todas las componentes de tension sean funciones lineales de “x” y de “y”:
Propuesta inicial
Sxx=Al+A2X +A3Y
Syw=Bl1+B2X+B3.Y 9 incégnitas
Sxy=C1+C2X+C3Y
PASO 2 — Método de Tensiones: Verificar el EQUILIBRIO EN VOLUMEN
Propuesta actualizada
Be Br i X0 S = AL+ A2X + A3.Y
T x Ty :> A2+C3+0=0 C3=-A2 = : :
1S, 1S, C2+B3+0=0  C2=-B3 Sw=B1+B2X+B3Y - 7incognitas
—2 =W 1Y =0
Tx Ty S y=C1l-B3.X -A2.Y

PASO 3 — Método de Tensiones: Verificar el EQUILIBRIO EN CONTORNO

Ver condiciones en lafigura

1Sl S 1S 00 lil—
§n = I’ c=a X | yXL'JXi 7 E__\\\
TS_HVIV) §xy:swaimﬁ ) \L
CONTORNO 1: v Propuesta actualizada

Sx=0 \I

0=Sw(1)+Sw.(0) 0=Sx O0=AL+A20+A3Y AL=A3=0| |Sy=B1+B2X+B3Y :> 3 incognitas
0=Sx.(-1)+ Sy.(0) 0=Sxy 0=C1-B3.0-A2Y C1=A2=0| !Suy=-B3.X )
CONTORNO 2: Propuesta actualizada

Ver condiciones en lafigura Sx=0 \I
0=Sw(1)+Sx(0) 0=Sx OK S w=B1+B2X :> 2 incognitas
0=Sw.(1)+Sw(0) 0=Sxy 0=-B3A B3=0 Sy=0 J
CONTORNO 3: Propuesta actualizada

Ver condiciones en lafigura Sx= 0 \I
0=Sw(0)+Sx(l) 0=Sxy OK Sy=-p :r 0 incognitas
-p=Sx.0+Sw(l) -p=Sy -Pp=Bl+B2X Bl=-p B2=0| |Sw= 0 ]
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CONTORNO 4: Propuestafinal (CONFIRMADA)
Ver condiciones en lafigura Sx=0
0=S x(0) + S x.(-1) 0=Sx OK Sw=-p 0 incAgnitas
S ny = NO ESTA IMPUESTA EN ESTA DIRECCION DEL CONTORNO Sw= 0

PASO 4 — Método de Tensiones: Calcular las DEFORMACIONES

1 n
€u=2S o« S DEFORMACIONES
n 1 €x=(n/E).p
e,=-1s +is | >
»oE X E Y €y =(1E)p
1 Oy=0
gw_ESXy
| PASO 5 — Método de Tensiones: Verificar la COMPATIBILIDAD EN VOLUMEN
2 Ze 2
e, Tey 19, C— > |0+0=0 oK
Ty 1x Ty

| PASO 6 — Método de Tensiones: Calcular los DESPLAZAMIENTOS

Es necesario “integrar” las ecuaciones cinematicas, con lo cual aparecen tres nuevas incognitas (K, C1y C2):

_fu N
xx_ﬂ ® u-@xxdx+F1(Y)

-Woe v=gp, dy+F2
ew_ﬂ V=CFway (X)

_fv_ Tu -
gxy_ﬂ-’_ﬂ_y 9, =0=F§, +F§,

—

—>

DESPLAZAMIENTOS
u=np/E).X+F1w
V= (- p/E).Y + F2x

DESPLAZAMIENTOS
u=(np/E).X+KY+C1
v=(- p/E).Y —-KX+C2

F'1v=- F2x =K (cte) de donde:
Fim=0F1ndy= KY+C1

J)

F2 0 =0F'2dx=- KX+ C2

| PASO 7 — Método de Tensiones: Verificar la COMPATIBILIDAD EN CONTORNO |

CONTORNO 4: puntos (X, Y) = (X, 0) DESPLAZAMIENTOS
ﬂ U= NO ESTA IMPUESTO u=(np/E).X+C1
Ury,y) = Ufl v=(-p/E.0-KX+C2=0 K=0  C2=0 v=(- p/E)Y
' _-yen Gu
Vixy) = Vg % CONTORNO 5: punto (X, Y) = (0, 0) DESPLAZAMIENTOS
u=(p/E).0+C1l=0 Cc1=0 u=(mp/E)X
v=(n/F0=0 0K v=(- p/E).Y
RESUMEN GENERAL DE RESULTADOS
TENSIONES DEFORMACIONES DESPLAZAMIENTOS
Tensor constante en todo el dominio Tensor constante en todo el dominio . -
Vector lineal en todo el dominio
Sx= 0 “tension principal 1” €x=(n/E).p “Deformacion ppal 1”
Sw=-p “tension principal 2” €w=(1/E).p “Deformacion ppal 2” u=(np/E).X umax = (np/ E).A
Sxy= 0 (direccién principal) Oy=0 (Direccion principal) v=(p/E.Y vux=(- p/E)B
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4.3.

Resolucion por el METODO DE LOS DESPLAZAMIENTOS

En este método la solucion propuesta consiste en funciones continuas de desplazamiento (por
ejemplo polinomios) con coeficientes indefinidos. Los mismos se ajustan a medida que la
propuesta pasa por cada una de las ecuaciones de la elasticidad (salvo las de compatibilidad en
volumen pues quedan automaticamente aseguradas por la continuidad de los desplazamientos).

Este método presenta dos importantes ventajas con respecto al de tensiones:

1) NO se usan las ecuaciones de compatibilidad en volumen (se satisfacen automaticamente).

2) NO se integran las ecuaciones cinematicas (sélo se derivan los desplazamientos).

El siguiente diagrama ejemplifica el método para el caso de tension plana:

Proponer UyVv “continuos”

ASEGURA LA COMPATIBILIDAD EN VOLUMEN
(€j. “tensién plana” con 9 incégnitas)

U=ag+aX + agf + a) +asY? + agXyY (cuadratica)
v=ar+asX+ ay (lineal)
I
I P
| =Vt U ,  TT==__ .
:______V_(X_V_)___V_ili ________ P T ¢ Verifica
~~~~ compatibilidad No o,
encontorno?
! flu v
I = e, == i
! x iy 1
| v fu T t ,
i Xy—ﬁ—X-WT—y- v T Calcular Deformaciones
N A ! derivando los Desplazamientos
\ 4
R Y L O f # ]
P IS L eE/(l n?) nE/{L-n ): oaie.ui Calcular las Tensiones
) yyy QE/l n_) E/t-n?) 1 Ouﬁewy b con laLey de Hooke directa
| e 1 a A T T T - J
i 1s.p & 0 0 ieig.p |
¢Verifica
T T i - equilibrio No
| I i
| 1S +ﬂS—V‘+X =0 7 en volumen?
o Tx Ty SISt
] ]
i ﬂsxy+1TSyy+Y_O i
I Ny :
¢Verifica
- equilibrio No g,
T T Tt T T P encontorno?
ES— _|S_nxl;|_£xxisyxl:|||ui’,,"”—
n =i =& el
i IS_"'Yg §xy:syyHTm i
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4.4 FORMATOS CONVENIENTES para las ecuaciones de la elasticidad I

El conocimiento de las relaciones entre las incégnitas del problema permite formular la teoria en
funcion de cualquiera de ellas. Esto genera nuevos formatos para las ecuaciones que pueden
resultar convenientes para su resolucion. De las muchas opciones posibles se planteara una
particularmente Gtil y que da lugar a una mejora notable del método de los desplazamientos.
La idea consiste en reescribir las ecuaciones de equilibrio (en volumen y contorno) en funcién de

los desplazamientos, con ayuda de la Ley de Hooke y las Ecuaciones Cineméticas.

EQUILIBRIO EN VOLUMEN
en funcién de los desplazamientos

Las ecuaciones de equilibrio en volumen fueron deducidas inicialmente en funciéon de las

componentes de tensidn. Por otro lado, la inclusion de las ecuaciones cinematicas en la Ley de
Hooke proporciona la relacion entre desplazamientos y componentes de tension. Esto altimo,

incorporado a las ecuaciones de equilibrio, permite escribirlas en funcion de los desplazamientos.

Ecuaciones de equilibrio en volumen Ley de Hooke con inclusion de Ecuaciones Cinematicas:
en funcién de las tensiones Tensiones en funcién de los Desplazamientos
S ‘S (] A e — / ..
ﬂSXX+ﬂ W+ﬂSZX+X:0 : Xx:,l gZG+I I I .00 03: = Tu/1Ix :J
Tx Ty 1z Swi a ! 26+ | '000 i€, =W/ Ty :
1S, 1S, TS iS,f & | | 2G+ io 0 ou 'fezz = w1z i
A 10| B P ettt ey y
Tx Ty 1z iSsi & 0 0 GO o, = 1wty + v/
S iIS,I & 0 0 0 OGOUI xz—ﬂuﬂz+ﬂw'nxl
ﬂS Xz ﬂ yz + ﬂS 7z + Z - O | I e I U g / /
T x Ty 11 z 1Syp & 0 0 0 1o 0 Gp TQYZ—ﬂV/‘nz+‘nw/ﬂyb

Ecuaciones de EQUILIBRIO EN VOLUMEN como funcion de los desplazamientos

Y e T e T 6+1) 1Y (6+1) T 4 X =0

1x? 0 TxTy 1z
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EQUILIBRIO EN CONTORNO
en funcién de los desplazamientos

Con un razonamiento idéntico al anterior se utilizan las Ecuaciones Cinematicas y la Ley de Hooke

para transformar las ecuaciones de equilibrio en contorno.

Ecuaciones de equilibrio en contorno Ley de Hooke con inclusion de Ecuaciones Cinematicas:

en funcién de las tensiones Tensiones en funcion de los Desplazamientos
- 1S, u &G+l | |10 0 0u i€, =fu/fx i
S x=S,1+S,,m+S n 'S g P .0 0 0u |e Yy |
- 13221 é | | 2G+|'00 0u1e = w1z i
Sw=S,+S , ,m+S n P

Y TOxy Ty v Is,¥7€0 0 0 icooitg, =mumy+
_— T i é ai = + |
Sw=S,0+S,m+S, n | |13+ £ 0 0 0 06 0gG. =tz i

fSyp 6 0 0 0 100 Gy 1gyz—ﬂv/‘ﬂz+‘nW/ﬂyb

Reemplazando tensiones I\

Ecuaciones de EQUILIBRIO EN CONTORNO como funcién de los desplazamientos

=foe M omU g Tul, § | TV o TV, S
é Tx Ty Tza e Ty Txa é

=9 mI e U S5 TV oG 41 )m Y TVEL S
é 1x Tyg é 1Tx 1 Tz &

—3 n—+GIﬂuu+ nﬂ+Gmﬂv
€ Tz ¢ Ty 1z

Nota: como ejemplo se desarrolla la transformacion de una ecuacion de equilibrio en contorno. En la segunda linea se
reemplazan las tensiones en funcién de desplazamientos (Ley de Hooke + Ecuaciones Cinematicas). En la tercera linea
se agrupan las derivadas de cada uno de los desplazamientos:

=S ,I+S  ,m+S n

é fu v ﬂwu fu fvu Tu Twu
S . =g2G+I +H =+ gl + L m+ +G
S( )ﬂx Ty Tz§ SGﬂy Ixg & 1z ﬂXH
e Tu Tu fuu €& qv ﬂWl‘J
S ,=a2G+! ) —+Gm—+Gn—t+d |— n—-r,
S( ) xS My O eE ﬂxu 3 [ERRCTY
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Método de los DESPLAZAMIENTOS I

Escribir todas las ecuaciones “en desplazamientos” simplifica ain mas el método de resolucion

respectivo. Se maneja una Unica incégnita, el desplazamiento, y las demas se calculan luego de

obtener la solucién, durante el postproceso. La propuesta sélo debe verificar la_compatibilidad en
contorno y el equilibrio en volumen y contorno. No hay necesidad de usar explicitamente las

Ecuaciones Cinematicas ni la Ley de Hooke porque estan incorporadas a las ecuaciones de

equilibrio. El diagrama muestra la nueva estructura del método:

]
! i |
e
b Vi) -‘L%/e"Gu T
YW, a=wWw T T T e
L e T :
I T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
! foc+1 )T U g Tl (6,1} TV 641 ) I 4 X =0 i
g >~ y> 1% xTy %1z !
] ]
e Ty v~ T°vu 1°u °w _ !
i g;ﬂx2+(26+l b—ﬂy2+Gﬂzzg+(G I)ﬂyﬂx+(G+ )ﬂyﬂz+Y_O i
| . N
PG Iw, IW e ) 641 ) Y e T v Z 20
I T ( )ﬂzzu( )ﬂZ‘ﬂx ( Tzfy |
]
LT T T e T T e T e i
15, =g2G+I )IE+GmM+GnME+SI Iﬂ+GmME+§ IM+Gnﬂ—WHE
! é Tx fy Tza € Ty fixa & Tz Xa
]
I — & fu fuu é_ qv v Tvu é fw Twu !
1S, =d mM—+Gl—+aGl—+Q2G+| )m—+Gn—+d m—+Gn— |
Lo g MOy e ( )mﬂy "8 M2 n‘ﬂyHi
1
Lo G TG TUL g TV, Ve e T w fwu
ES"Z gnﬂx+GlﬂZH+g| n +Gmﬂzg+§lﬂx+Gm‘|Iy+(ZG+|)m‘II_uzgi
Y
T e |
e -Tu v, Ju
] T - ]
! *qx Yooqx Ty !
1 1
le, =TV g =Tw T
! Ty x 91z b T -
e =Tw L el
IR P Ty 1z T
] |
Ve T T :
PIS LU @G+ | I |00 0yi€,u !
N - , AP
I iSwi g | 26+ 100 04 i€wi |
i iS,i € | | 2G+ll00o0uj€,f | -7

1 y=€ T Tt T [ u y i~
| iSer e 00 0 016 006,Gs1
P iS,T €0 0 0 l0GoOUIQ,T !

1 1 € Ul i
i 1S,p 60 0 0 100Ga19,p |
g

ASEGURA LA COMPATIBILIDAD EN VOLUMEN

Proponer U,V yw “continuos”

(Caso general “3D")

¢Verifica
compatibilidad
en contorno?

Nof

¢Verifica
equilibrio
en volumen?

¢Verifica
equilibrio
en contorno?

No

POSTPROCESO
Ingresar lasolucién U, vyw

4

Calcular Deformaciones

derivando los Desplazamientos

Calcular las Tensiones
conlalLey de Hooke directa
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Ejemplo de aplicacion del METODO DE DESPLAZAMIENTOS:

Realidad Modelo A
p Yl ns=(0,1 T n
WA oo s
analizar de y
espesor - =
pequefioy g=o0 2 ”*:g 2 "":8
desgrzscci)able E, n, G = ctes "e— YO e
=(-1,0 — =(1,0
TENSION PLANA M~-1.0) X=0 n.=(1.0)
— X
OOQ0O00 el l e
2 X, - N
Apoyo con 7 i u=0 : n,=(0,-1) nx_—O (S y incognita)
baja friccion :___ v=0_ v=0(u |ncogn|ta)

| PASO 1 - Método de Desplazamientos: Proponer funciones “continuas” de desplazamiento |

Para este ejemplo se propone que todas las componentes del desplazamiento sean funciones lineales de “x” y de “y”:

Propuesta inicial
u=A1l+A2X+A3Y
v=B1+B2X+B3Y

} 6 incognitas

PASO 2 — Método de Desplazamientos: Verificarla COMPATBILIDAD EN CONTORNO |

CONTORNO 4: puntos (X, Y) = (X, 0)
U= NO ESTA IMPUESTO

Propuesta actualizada

U=AL+A2X +A3Y } -
4 incognitas

— T ﬂ v=Bl1+B2X+B30=0 Bl=0 B2=0 v=B3Y
Ugx,y) = UH
_-yenG
Vixy) = vﬁ u % CONTORNO 5: punto (X, Y) = (0, 0) Propuesta actualizada
U=Al+A20+A30=0 A1=0 u=A2X+A3Y } s
3 incoégnitas
v=B3.0=0 OK v=B3Y
| PASO 3 — Método de Desplazamientos: Verificarel EQUILIBRIO EN VOLUMEN |
Equilibrio en volumen para “tension plana”:
E u ‘uu E Y 0+0]+0+0=0 OK
? o 1° +Gﬂ2l]+9 N o T° 01V . X -o :> [0+0]
&L-n’gTx*  1¥°q 1-n’gTxYy [0+0]+0+0=0 OK
4 2 .. q72 "
e v + e E (0] Y% l;'_l_ % E (0] ﬂ u +Y =0 Con fuerzas masicas nulas el equilibrio sélo se
éG 2 Ql 2 2 U G 1 2 - cumple con desplazamientos constantes o lineales
e ﬂ X el-n ﬂﬂ y u e -Nn ﬂﬂ yﬂ X pues tienen derivadas segundas nulas.

| PASO 4 — Método de Desplazamientos: Verificar el EQUILIBRIO EN CONTORNO

Equilibrio en contorno para “tension plana™
§ = e E ¢ 'ITu+Gmﬂuu E o ﬂV+GmMH
eelng'ﬂx 'ﬂyueelnz'ﬂy xg
S_ny: E O ﬂu+G|‘ITuH SG v, aeE 0 ‘ITvu
& 1-n’g Tx yo é ‘erlnzﬂyA

Notacion simplificada
S nx=K1ll.ux+ G.m.uy + K2l.vy + G.m.vx

S ny= K2.m.ux+ G.lL.uy + G.Lvx+ K1.m vy

donde las derivadas para este ejemplo valen:

ux=Al uy=A3 vx=0 vy =B3
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CONTORNO 1: Ver condiciones en lafigura
0=K1.,(-1).ux+ G.0.uy + K2.(-1).vy + G.0.vx

0= K20.ux+ G.(-1).uy + G.(-1).vx+ K1.0.vy ==>Uy = - Vx

==>vy = - uxK1/K2

B3=-A2/n
A3=0

Propuesta actualizada
u= A2X

1 incognita
v=—(A2/n).Y

CONTORNO 2: Ver condiciones en la figura
0 = K1.(1).ux+ G.0.uy + K2.(1).vy + G.0.vx

==>Vy = - uxK1/K2 OK

0=K2.0.ux + G(l)UY + G(].)Vx + K1.0.vy ==>Uy =-Vx OK
CONTORNO 3: Ver condiciones en lafigura Propuesta actualizada

= == So u=(np/E).X
0= KL.0.ux+ G.(1).uy + K2.0.% + G.(1).vx > Uy = - Vy oK (np/E) } N—
-p =K2.(1).ux + G.0.uy + G.0.vx+ K1.(1).w =>-p=K2.A2 -K1.A2/n v=(—p/E).Y

=> —p=A2.[K2-K1/n] = A2.[nE/(1-r) - E/(1-n%) / ] A2=np/E

CONTORNO 4: Ver condiciones en la figura Propuesta final = SOLUCION
0=K1.0.ux+ G.(-1).uy + K20.wy + G.(-1).vx  ==>Uy = - Vx oK u=(np/E).X

S ny= NO ESTA IMPUESTA EN ESTA DIRECCION DEL CONTORNO

v=(—p/E).Y

| FIN DEL CALCULO (SEOBTUVO LA SOLUCION EN DESPLAZAMIENTOS) — INICIO DEL POSTPROCESO

| POSTPROCESO : Deformaciones

DEFORMACIONES
Ecuaciones cinematicas (sélo es necesario derivar) €= (n/E)p
e ~Ju e =v g =ﬂ—V+M :> = 1/E'
XX qx yy ﬂy Xy qx ﬂy ey=( )-p
Qy=0
POSTPROCESO : Tensiones |
1S .0 éE/f-n?) nE/t-n?)}ouie,u TENSIONES
I | é 2 2 : al | P N Sx=0
1S,y =@E/n?) EM-n®)iogie,y | o> g
| | a g 1 |
1S wp § O 0 | GY Tgxyp Sx=0

RESUMEN GENERAL DE RESULTADOS

TENSIONES
Tensor constante en todo el dominio

Sx= 0

“tension principal 1"
Sw=-p “tension principal 2”

Sxy= 0 (direccion principal)

DEFORMACIONES
Tensor constante en todo el dominio

ex=(n/E).p
€w=(1E)p
Qy=0

“Deformacion ppal 1"
“Deformacion ppal 2"

(direccion principal)

DESPLAZAMIENTOS
Vector lineal en todo el dominio
u=(np/E).X
v=(- p/E).Y

uwax = (np/ E).A
Vmax = (- p/E).B

Nota: como era de esperar, la solucién coincide con la obtenida antes por el método de las tensiones. Sin embargo, con

este método se ha resuelto mas rapidamente, desarrollando menor cantidad de pasos (4 en lugar de 7). Ademas, se ha

implementado el llamado “postproceso” que es una sencilla y predecible marcha de célculo para obtener el resto de las

magnitudes de interés “una vez que se ha resuelto el problema”.
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4.5.

Soluciones aproximadas por métodos numeéricos

Inicialmente se utilizé un simbolismo {

F:AF)=0; B(F):O} para el problema elastico

gue, retoques mediante, proveera una notacién compacta y Util para interpretar las ideas basicas

aplicadas en los métodos numéricos:

Ecuaciones diferenciales
Las funciones incégnitas deben cumplir
ecuaciones en el volumen y el contorno

Resolucidn de las ecuaciones:
La via analitica proporciona la solucién exacta,
la via numérica provee soluciones aproximadas

Ecuaciones — = . =
enel contorno} B(F)_ 0 A(F) 0 B(F) 0
Ecuaciones METODOS METODOS
Diferenciales A(F): O ANALITICOS UMERICOS
en el volumen
Solucion Soluciones
exacta aoroximadas

El volumen del dominio sera simbolizado con W'y el contorno con G, destacando aquellos
con desplazamientos impuestos como GU y con cargas impuestas como GS .

Las incognitas tension-deformacion-desplazamiento, simbolizadas en principio por F, seran
reemplazadas por una Unicaincdgnita, el vector desplazamiento, representada con U

Las ecuaciones a cumplir en el volumen, inicialmente representadas con A(F)ZO, conforman

en realidad un sistema de ecuaciones (3 ecuaciones con el desplazamiento como incégnita) y

pasaran a simbolizarse, para mayor precisién, como:

E 32G+I)'"Zl:+G'"2l:+Gﬂzl:B+(G+l) v +(G+I)ﬂ2W +X=0 |
; é Tx Ty 124 xfy x7z |
' I RY, TV RD) T1%u T°w !
! +(2G +I +G— i+ (G + +Y=0 !
representa E g?’ﬂ 2 ( )ﬂyz ZZH ( )ﬂyﬂx ( )ﬂyﬂz E
i e TPw_ . T°w 1w T°u v !
! +G 2G+1) U (G+l) +(G+ +Z =0 !
| g':’ﬂxz ﬂy ( 23 ( ] 27 x ( )ﬂzﬂy E

Las ecuaciones para el contorno, simbolizadas en principio con B(F):O, son realmente

sistemas de ecuaciones (3 ecuaciones con el desplazamiento como incognita) distintos para

cada parte del contorno, segun el tipo de condicién que se le haya impuesto:

flu flu fuu

—+Gm—+Gn—u+S “"+em“"“+§ —+Gnﬂ—WE-SnX 0
1x Ty — fzg & xa !
fuu e ‘IIvu wl — :
+Gl—gt I 2G +I m—+Gn— + m—+Gn— -S =0,
g L e I eengy 3 fiva ="
fuu é va, é w ﬂw Twu i
ot g vV iem I +Gm—+(2G+ )m—4- S, =0!
o128 e "y O Mz e Oy e M ;
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Forma DIFERENCIAL del problema elastico
y Método de DIFERENCIAS FINITAS

El planteo teérico visto hasta el momento constituye la denominada “forma diferencial” del

problema elastico, compuesta por una serie de ecuaciones igualadas a cero. Estas se_satisfacen

cualquier otra funcion de desplazamientos, que no sea exactamente la solucion, las ecuaciones

serdn distintas de cero en al menos algin punto del dominio (volumen o contorno).

y para U arbitraria

El método numérico denominado DIFERENCIAS FINITAS (MDF) utiliza esta forma diferencial y se
basa en reemplazar las derivadas de diversos 6rdenes que aparecen en la formulacién por

expresiones aproximadas, como en los siguientes ejemplos bidimensionales para “Uy,y)"™

Derivada primera “centrada” seguin “x”

Muiy) @0 Yo oey)
I 20X

Derivada primera “hacia adelante” segun “x”

MUy @0 Yoy
I Cx

Derivada primera “hacia atras” seguin “x”

MUy @' Yooy
I Dx

Derivada primera “centrada” segun “y”
My Gy - Yoy- o
Ty 2Dy
Derivada primera “hacia delante” segin “y”
My Gloxyson - Yoy
Ty Dy
Derivada primera “hacia atras” segun “y”
My @lon Yoxy- o)
Ty Dy

Derivada segunda segun “x”

MUy @xeDuy)” 2y ) *Yix- Dey)

x?

Dx?

Derivada segunda segun “y”

T*Uy) @) 2Uxy) *Yx,y- Dy)

%

Dy?

Derivada segunda segln “x e y” (cruzada)

2
Uy @0crDxy+0y) YDy D) Yo Dy U Dy oy

ixfy

4DXDy
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Esta aproximacion requiere el trazado de una “malla” sobre el dominio. En el mas sencillo de los

casos se trata de un arreglo de filas y columnas equiespaciadas a distancias “Dxy Dy

_,IDX|<_ Purto genéricoen \\W/
G vt 10 .
i A O A O A '
Mallado
Gu W (discretizacion
dd dominio)
o S

Punto genéricoen Gu || Punto genéricoen GS

De este modo se genera una cantidad finita de puntos en el volumen y contorno, proceso al que
suele denominarse “discretizacién del dominio”. Los mismos se identifican con algun tipo de
rétulo (nUmero) que permite hacer referencia a cualquiera de ellos y a sus “vecinos” al momento
de calcular las derivadas presentes en la formulacién. El método de diferencias finitas propone
verificar las ecuaciones discretizadas de la elasticidad solamente en esta cantidad finita de
puntos. Para cada uno, aquellas involucran a los desplazamientos del punto en cuestién y de sus

vecinos cercanos. Como ejemplo se discretiza la ecuaciéon de equilibrio en volumen segun “x:

Ecuacion DIFERENCIAL (sobre DOMINIO CONTINUO) de equilibrio en volumen para la direccion “x”™:

é 12U T2u T2ul RY 12w
2G+| )= +G2— +Go— +(G+| ——+(G+] }—+ X =0
2( e Ty T 12 ( xTy ( 1x1z

Ecuacion ALGEBRAICA (sobre DOMINIO DISCRETO ) de equilibrio en volumen para la direccion “x™:

u - 2u +u u - 2u +u u - 2u +u
ZG+I) (x+Dx,y,2) (x,y,2) * “(x-Dx,y,z) +G (% y+Dy,z) (xy,2) * “(xy-Dy,z) +G (x,y,2+D2) (x,y,2) "~ “(x.y,z- D7)

Dx? Dy? Dz?

@ M >

VixtDx,y+0y,2) ~ VOxrDry- Dy, ~ Vix- D, y+0y,2) TV(x- Dxy- by,2)
4DxDy

+(G+l)

W(x+D<,y,z+Dz) B W(x+Dx,y,z- Dz) - W(x- Dx,y,z+Dz) +W(x- Dxy,z-Dz) | X

4DxDz (2 =0

+(G+l)

Nota: Se procede de igual forma con las ecuaciones de equilibrio en contorno, las cuales contienen derivadas primeras.
Segun el sector de contorno que se considere se aplican distintas formulas de aproximacién de la primera derivada:
centrada, hacia delante o hacia atrds. Por ejemplo, los puntos del contorno vertical derecho no poseen vecinos adelante
y utilizan derivadas hacia atrds que sélo requieren informacién de sus vecinos a izquierda. Contrariamente, puntos del
contorno vertical izquierdo utilizan derivadas hacia adelante ya que s6lo poseen vecinos a su derecha.

Por otro lado, las condiciones de contorno Dirichlet son triviales pues consisten en “imponer el valor del desplazamiento”
en los puntos correspondientes. Por tanto, en aquellos no aparecen férmulas con derivadas de los desplazamientos

sino, simplemente, se les asigna un valor y dejan de ser incégnitas del problema.
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La idea general es encontrar “n valores” discretos “u, v, w’ correspondientes a los “n puntos” de la
malla, que cumplan aproximadamente las ecuaciones en volumen y contorno, en lugar de buscar
funciones solucién. Esto es posible ya que el planteo de las ecuaciones discretas para cada uno
de los puntos genera un sistema de “n ecuaciones” con “n incognitas” que puede resolverse con

diversos algoritmos: eliminacion Gaussiana, descomposicion LU, Choleski, Gauss-Seidel, etc.

Ejemplo 1D: aproximemos por MDF las deformaciones de una viga empotrada en un extremo, con una tensién de
traccién en el otro y sometida a fuerzas masicas (inerciales por ejemplo) en la direccién de su eje. Se trata de un caso

reducible a una dimension y con ecuaciones muy simplificadas que permiten prestar atencion al MDF:

e Equilibrio en volumen:
S
——— x Xog > — 1S
o i XX + X =0 +"Hooke'
A\\ x=0 es (u x=L es G / Tx
u=0 (Dirichlet) S x=100 (Neumann) S —EX =E xﬂ—u =}
XX XX x
i=1 i=2 =3 i=4 =5 =6 i=7 i=8 i=9 i=10 7°u
O T L L e Y DO (e I et
W=l X
ul=0¢ ¢—¢¢—>¢—>¢—>¢—>+—>¢—>+—>+S—> I
; R — — — . Ui 4q - 2U; U
| | | | | | | | | 1 EY|+1 ! I'1+><_:0
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 DX2 I
X, esd vaor deX(x) ene puntoi=2 |
Equilibrio en contorno:
i=1: wu,=0 es Gu S x :1OO:SXX>4 +" Hooke"
i=2:  (U3—2u,+ U)E/dXx®+ X, =0 es W S -ge -gxM p
XX XX ﬂx
i=3:  (Us—2uz+ U)E/dX?+ X3=0 es W fu
> 100= Ex— +"MDF"
................................................................ X
i=9:  (upo— 2ug + Ug)E/dX® + X9 =0 es W 100= E s Y-
Dx
i =10: (uyo— Ug)E/dx = 100 esGs /

Reordenando las 10 ecuaciones anteriores queda planteado un sistema lineal 10x10:

(1 o0 o o o o o o o) (u) [ 0)
1 -2 1 0O 0 0 0 O0 o0 Uz -X2.dx?/E
o 1 -2 1 0 0 o0 0 o0 o© Us -X3.dxYE
o 0 1 -2 1 0 0 0 0 O Uy X4.dx?/E
o o o 1 =2 1 0 0 0 O Us -Xs.dx?/E

< o o O o 1 -2 1 0 o0 o© >* Us | = | -Xe.dx¥E
o o o0 o o 1 -2 1 0 © uz -X7.dx?/E
o o o O O o0 1 -2 1 o0 Us -Xg.dx?/E
0O 0 0O 0 O0 o© 1 2 1 Ug -Xo.dX?/E

\0 0o 0 0 o0 O 0 1 1) | Uy _-100.dx/E

Apuntes de clase (TEL08-Metodos) Version N° 4 (01/03/2005) Autor: Ing. Marcelo E. Valderrey



Escuela de Ingenieria Mecénica — Universidad Nacional de Rosario

TEORIA DE LA ELASTICIDAD LINEAL: Sintesis del problema elastico y Métodos de resolucion........cccecenenee. 85

Forma INTEGRAL del problema elastico
y Método de ELEMENTOS FINITOS

El problema elastico también admite una “forma integral” que puede deducirse partiendo de
“consideraciones energéticas” tales como el “principio de los trabajos virtuales”, o bien por
“integracion y ponderacidon” de las ecuaciones diferenciales. Se adoptara este Ultimo camino

aprovechando el conocimiento ya adquirido acerca de las ecuaciones diferenciales.

La forma diferencial del problema expresa que la funcion solucién hace nulas las ecuaciones

diferenciales “"en todos_ y cada una de_los puntos del dominio”. Una consecuencia, casi trivial, de

esto es que la integral de tales ecuaciones nulas también resulta igual a cero:

,I[A( :6 "(x,y,z)TW-ii;] _ _ _
S.. - _ ) y P @A(U)dw+ @‘)B(U)de =0
TB(U) 0 "(xy2)1 G 'b W G

Para interpretar mejor esta formulacién es util recordar las ecuaciones de equilibrio tal como se
dedujeron inicialmente y justo antes de proceder a la “simplificacion de los diferenciales” de

volumen o superficie correspondientes:

El equilibrio en volumen, en forma diferencial, tiene unidades de “fuerza”

S
‘"? X dxdydz + 1S, dxdydz + ﬂ? _dxdydz + Xdxdydz = 0
X z
~ ~— S
[E' Desbdancede [E Desbdance de [E Fuerza mésica sobre
tendonesnormdes tensiones cortantes d cubo diferencid,

=gn“x’ [Kg sgln“xX’ [Kd sgln“xX’ [Kd

La integral de esta ecuacién en todo el volumen expresa el desbalance total [en Kg] necesario en

las tensiones normales y tangenciales para equilibrar a la fuerza masica [Kg] de todo el cuerpo.

El equilibrio en volumen, en forma integral, también tiene unidades de “fuerza”:

S
G ﬂ? X dxdydz + @ﬂﬂ—w dxdydz + @ﬂi—“ dxdydz + @XdXdde =0
X y z
W W W

- J — J
D gl
ﬁi Desbdancetotd de E ' Desbdancetotd de ﬁ Fuerzamédca
tendonesnormaes tensiones cortantes entodo € cuerpo,
sgin “x" [Kd] sgn“x” [Kq] segin X’ [Kg]

Algo similar sucede con las ecuaciones de equilibrio en el contorno, cuya forma integral tiene

también el sentido de “totalizar valores” que fisicamente estan distribuidos en todo el cuerpo.

Apuntes de clase (TEL08-Metodos) Version N° 4 (01/03/2005) Autor: Ing. Marcelo E. Valderrey



Escuela de Ingenieria Mecénica — Universidad Nacional de Rosario

TEORIA DE LA ELASTICIDAD LINEAL: Sintesis del problema elastico y Métodos de resolucién

El equilibrio en contorno, en forma diferencial, tiene unidades de “fuerza”:

Sxxlds+S mds+S, nds— S wxds=0
H_J

ﬁ; Fuerzadebidaala K Fuerzas debidas a \C Fuerzaexterior sobred contorno
terson normd tensiones cortantes dd cubo diferencid,
sgin"x’ [Kd sgin“x’ [Kg sgin“x’ [Kg

El equilibrio en contorno, en forma integral, también tiene unidades de “fuerza’

QP | ds+ P ,mds+ gy, ,nds- @‘)‘S_nx ds=0
C C C

AN v J —~— -
[i Fuerzatota en é contorno xc Fuarzatotd end contormo \ Fuerza exterior sobre el
debidaatensones normdes debida a tensones cortantes contorno de todo € cuerpo,
segin“x’ [Kg sgin“x’ [Kd s=gin "X’ [Kg

En resumen, integrar las ecuaciones de equilibrio en todo el dominio conduce a un resultado
“global” que totaliza las tensiones normales y tangenciales, las fuerzas masicas y las fuerzas

exteriores aplicadas en el contorno del cuerpo. Es justamente por ese caracter totalizador que la

forma integral puede ser satisfecha par infinitas_funciones ademas de la solucién del problema:

Si el vector
del dominio, con lo cual sus integrales pecesariamente resultan nulas.

es la solucidn del problema, hace nulas a las ecuaciones “A y B” en cada punto

A u” solucion A S
{ Suinteyd A av=0
; ; ; ; “ DEBE” @Aka)dw =0
; ; ; ; SERNULA W
| | i A(u) =0 |
- —p L4 )
Si un vector “u” no es la solucién del problema, provoca que las ecuaciones “A y B” adopten

valores en el dominio (residuos), pero sus integrales también_padrian resultar nulas.
A A

“u” NO solucion

Suintegrd
“ PUEDE”
SERNULA

——————
W ——
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Entonces, esta formulacion integral es incapaz de distinguir entre la solucién del problema, que
satisface punto a punto las ecuaciones diferenciales, y cualquier otra funcion que provoca
“residuos” en todo el dominio. El residuo en un punto manifiesta un “incumplimiento” de la
ecuacion diferencial correspondiente. La integral de residuos igual a cero puede estar reflejando
graves incumplimientos, de distinto signo, que sumados se cancelan. Estas situaciones, si bien
parecen muy particulares, pueden resultar infinitas en cantidad. Sin embargo, si los residuos son
multiplicados por ‘funciones de peso” arbitrarias, y luego integrados, se amplifican con la forma
de las mismas y, en general, el resultado ya no es nulo. A este proceso se lo denomina

“ponderacion” y de él derivan los llamados “métodos de residuos ponderados”.

Formulacién integral ponderada

< A + W :_
@iy, g, AW ?W(x,y,z) Bpae=0

W

donde W y W* son las funciones de peso o ponderacién

Podria suceder que ciertas funciones con residuos importantes pasen inadvertidas “una Unica
prueba” de amplificacion arbitraria, dando integrales nulas. Por ello conviene aplicar el proceso de
ponderacion con muchas funciones de peso diferentes. Puede demostrarse que, a medida que se
incrementa la cantidad de funciones de peso utilizadas, s6lo las funciones “u” mas parecidas a la

solucion son capaces de provocar integrales de residuos ponderados nulas.

Funcién “u” arbitraria Residuo amplificado Residuo amplificado
con Residuo no nulo con una funcién W ; constante con una funcién W, lineal
pero integral nula pero aun con integral nula y con integral no nula
A A A

“U" NO solucion W, congante

/\/

A(u) = Residuo
(nonulo)

N
7

Wl.A(U) =
Resduo
Amplificado

Wz.A(U) =
Residuo
Amplificado

Métodos numéricos como el de ELEMENTOS FINITOS (MEF) utilizan las ideas anteriores para
“armar una solucion aproximada” con “n parametros a definir’ y plantear “n ecuaciones” para

determinarlos (un sistema nxn) donde cada una corresponde a una funcién de peso diferente.
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Es comuUn armar soluciones aproximadas “a trozos” uniendo sectores “polinémicos” lineales,
cuadréticos, etc. Para esto se divide el dominio en “elementos finitos” conectados entre si por

nodos y a veces también con nodos en su interior:

Funcion solucion Aproximacion a trozos lineales Aproximacion a trozos cuadraticos
Sobre dominio continuo con 3 elementos finitos de 2 nodos con 3 elementos finitos de 3 nodos

1 / h 1
1 ) 1 1
| | |
1 1 1 1
| | | |
1 1 1 1
| | | |
1 1 1 1
| | | |
1 1 1 1
| | | |
1 1 1 1
| | | |
1 1 1 1
| | | |
1 1 1 1
| | | |
1 1 1 1

I
|
|
|
|
|
|
|
|
*

'_________________________

> o—p—o—p—0—4¢—o >
. - -
Dominio continuo Elen.1 Elem.2 Elem.3 Elem.1 Elem.2 Elem.3

Sobre los elementos finitos se definen unas “funciones de forma” que tienen la propiedad de
valer 1 (uno) en un nodo y O (cero) en el resto. Cada elemento tiene tantas funciones de forma
“Ni(x)" como nodos posea. Por ejemplo para una aproximaciéon lineal son necesarias dos
funciones de forma en un elemento 1D: la primera, “N1(x)”", vale uno en el nodo izquierdo y cero

en el derecho y la segunda, “N2(x)", vale uno en el derecho y cero en el izquierdo:

A
|

»
Fommmmmo o P , ,5 Elemento Finito T\} T .
t Nodo 1~ {Nodo 1 “linedl” gendrico  ~LNodo 2

De este modo puede aproximarse la funcion soluciébn como “producto” de sus valores
“aproximados” en los nodos (incégnitas del problema) por las funciones de forma. Al evaluar las
funciones de forma en cierto nodo, todas valen cero excepto “la funcién de forma del propio nodo”
(que vale uno) y entonces la aproximacién propuesta coincide con la funcién incégnita en el

mismo, mientras en el resto (entre nodos) la aproxima con caracter lineal, cuadratico u otro.
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En resumen, se propone como aproximacion una funcion en la que se desconocen una cierta cantidad “n” de
parametros (los valores nodales de la misma):

+ ...+

Uy, @N

><ul +N n(x,y,z) ><un s

2(x,Y,2) ><U2 i

1(xy,2)

Para obtenerlos se plantean tantas ecuaciones como incognitas se hayan propuesto, utilizando distintas funciones de

peso Wi en la formulacién integral ponderada:

?W(x,y.z) Agaw+ ?W(x,y,z) Byae=0

Finalmente se llega a un sistema de “n ecuaciones” con “n incégnitas” que puede resolverse con cualquier algoritmo

numeérico de modo similar a lo dicho para el método de diferencias finitas.

Ecuacion 1: ?\)Wl(x,y,z) A(U)dW+ ?Nl(x,y,z) B(U) dc=0

Ecuacion 2: ?WZ(x,y,z) A(U) dw + ?WZ(x,y, 2 B(U)dG =0

Ecuacion N: ?‘an()(’ v,2) A(U)dW + ?Nn(x, Y, 2) B

NOTAS: los métodos numéricos, en particular el MEF, tienen una carga teérica propia que merece un tratamiento
particular. Lo desarrollado aqui pretende ser apenas una introduccion conceptual, aceptando que muchos aspectos no
guedaran claros hasta tanto se traten con el debido detalle.

Por ejemplo: no se ha mostrado el resultado de reemplazar en la formulacion integral ponderada la aproximacion
propuesta como “suma de funciones de forma * valores nodales de la solucién”. Al hacerlo aparecen explicitamente los
pardmetros incognita y las derivadas de las funciones de forma. Es entonces cuando se descubre que es necesario
pedir mayores requisitos de continuidad a las funciones de forma, para poder integrarlas, que a las de peso y de alli
surge la idea de aplicar la INTEGRACION POR PARTES (proceso de DEBILITACION). El resultado es un nuevo

formato integral en el que los requisitos de continuidad estan mejor repartidos entre funciones de forma y de peso.
Luego, se vislumbra que SI SE ELIGEN LAS FUNCIONES DE PESO IGUALES A LAS DE FORMA (método de

residuos ponderados de GALERKIN) puede obtenerse un sistema de ecuaciones con MATRIZ SIMETRICA, lo cual

facilita enormemente la tarea de resolucion (sobre todo en grandes sistemas de ecuaciones).

Para el estudio detallado de métodos numéricos se recomienda tener en cuenta lo mencionado como “aviso” de las
transformaciones que sufrira la formulacién a favor de facilitar la resolucién numérica del sistema de ecuaciones

resultante pero a costa de enmascarar los conceptos fisicos de los que derivd inicialmente la teoria de la elasticidad.
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