Escuela de Ingenieria Mecanica — Universidad Nacional de Rosario

TEORIA DE LA ELASTICIDAD LINEAL: Los desplazamientos y las deformaciones.....c..ccceccevvevreenceesnienseesseessenns 31

Los desplazamientos y las deformaciones

A continuacion se analizaran los desplazamientos que experimenta un sélido genérico cargado y
con vinculos que le impiden movimientos como cuerpo rigido, por lo cual estos desplazamientos

siempre generan deformaciones en el sélido. Se desarrollaran las siguientes cuestiones:

2.1. Se analizaran los desplazamientos de un cubo diferencial alrededor de un punto del sélido y

sus relaciones “lineales” con las componentes de la deformacién segun los ejes coordenados.

2.2. Se planteara la deformacion de un segmento de orientacion arbitraria para observar su

vinculacion con las componentes de la deformacion segun los ejes coordenados.

2.3. Se verificard que las componentes de la deformacidn constituyen una magnitud tensorial y se

buscaran sus direcciones y deformaciones principales, y el significado de sus invariantes.

2.4. Se planteara que las componentes de la deformacién no son independientes y por tanto sélo
representan verdaderas deformaciones (y desplazamientos) de un soélido continuo cuando

cumplen unas “Condiciones de compatibilidad entre desplazamientos y deformaciones”.

2.1. Relaciones “lineales” entre desplazamientos y deformaciones I

Consideremos un soélido de forma genérica solicitado por un grupo de cargas cualquiera y con
vinculos suficientes que impiden su movimiento como cuerpo rigido, de modo que no sea posible

el desplazamiento de las particulas del sélido sin una deformacién del mismo:
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Haremos algunas hipétesis acerca de este proceso de deformacion que definen la aproximacién
con que la TEORIA DE LA ELASTICIDAD LINEAL describe este fenémeno:

1. Desplazamientos continuos: En cada punto del sélido estd definido un vector U de

desplazamientos que yaria_con continuidad en todo el volumen. Esta condicion es necesaria
para respetar la hipotesis de que el sélido es “continuo”. Si en alguna zona el campo de
desplazamientos no lo fuera, significaria que dos puntos que estaban infinitamente préximos
antes de la deformacion han sufrido desplazamientos U muy distintos y por tanto se han
separado mutuamente una distancia finita (el cuerpo se ha fisurado).

La continuidad del campo vectorial U implica que, en cualquier sistema de coordenadas
(XYZ2), las componentes “U, v, w” del mismo son también funciones continuas de “X, Y, 2.

2. Desplazamientos peguefios: Supondremos que los desplazamientos en todo el cuerpo son

pequefios, de modo que no afecten significativamente la posicion de las cargas. Esta
consideracion estuvo implicita en la deduccion de las ecuaciones diferenciales de equilibrio, ya
gue en ningln momento se hizo distincién entre los estados deformado y sin deformar del
cuerpo. Por tanto, no se tuvieron en cuenta los cambios en los puntos de aplicacién de las

fuerzas de superficie y las de volumen.

3. Deformaciones pequefias: como consecuencia de la continuidad y pequefiez de los

desplazamientos, las deformaciones en todo el cuerpo son también magnitudes pequefias.

4, Deformacién _homogénea en_el _entorno infinitesimal de un punto: consideraremos que un

cubo diferencial alrededor de un punto cualquiera del cuerpo experimenta un tipo particular de
deformacién denominada “homogénea”. Aquella supone que todos los puntos del mismo

., . . s,

sufren

y que dos elementos geométricamente
semejantes e igualmente orientados se conservan asi luego de la deformacion. Esto es, que
las rectas y planos se conservan como tales después de la deformacion, que los planos y

rectas paralelos conservan su paralelismo y que una esfera se transforma en un elipsoide.

Nota: A nivel global la deformaciéon no es homogénea, sino que varia en cada punto del cuerpo, salvo para casos
muy particulares como el de una barra recta sometida a tracciéon simple. Incluso en casos sencillos como el de
flexion simple, por ejemplo, las deformaciones varfan con la distancia a la capa neutra: las secciones permanecen

planas pero ya no paralelas y algunos planos longitudinales se convierten en superficies curvas.
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Con base en estas suposiciones analizaremos los desplazamientos y deformaciones de un cubo
diferencial alrededor de un punto del soélido, paralelo a los ejes coordenados. La hipdtesis de
deformacion homogénea del cubo impone que sus caras planas y paralelas antes de la

deformacidn permanezcan como tales luego de ocurrida la misma.

y 1— y 1/

"
v

-

z

z

Se buscard una expresion para la deformacion _longitudinal que sufren los segmentos

diferenciales paralelos a los ejes coordenados, cuya forma genérica es el cociente entre el
estiramiento (longitud final menos la inicial) y la longitud inicial. Luego se hara lo propio con la

distorsion angular que experimentan cada par de estos segmentos, perpendiculares entre si
antes de la deformacion, sobre cada uno de los planos coordenados.

Deformacion longitudinal de un segmento

diferencial paralelo a un eje coordenado
T ——

En general, un segmento diferencial paralelo a un eje se estira g acorta y, ademas, se desvia del
eje_coordenado porque sus extremos sufren movimientos distintos (si ambos tuviesen el mismo

movimiento el segmento no se deformaria). El desvio se debe a las diferencias de movimientos

segun los otros dos ejes perpendiculares al primero. Observaremos que, para la deformacion del

segmento, resulta_mucho _mas significativa la diferencia de movimientos de sus extremos en_el
sentido del praopio eje que segun los otros dos ejes coordenados.
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Movimientos de ambos extremos del segmento Deformacion neta (diferencia de movimientos)

\A‘ B- [AB
AB

Deformacion teorica del segmento ‘A_B‘ =

Segmento deformado A'B’:
i udi 1axu Tur ]
Al bkl g b 3
A—|Vy B=i0y+jv*y® AB=| Vv*-Vv y
,w'o 10p tw*h bows-w |
Aproximacion lineal de los movimientos en B como funcion de los correspondientes en A:

R [V fu
U@Hﬂxdx.l. ﬂx
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Longitudes TEORICA y APROXIMADA del segmento deformado:

2 __2

g dX+dX— gﬂ—xdx— g dX— =

4B

e’ awe’
gﬂ X@ e‘ﬂxu

@ deﬂ—X+1-_\A B"\

a&ﬂvo a&ﬂwo
gﬂXﬂ gﬂXﬁ

dx 8 +1—

Con base en lo anterior, podremos aproximar la deformacion del segmento teniendo en cuenta
solamente lo que sucede segun su direccidn inicial (eje X por ejemplo) y despreciar la pequefia
deformacién adicional que provocan los movimientos segun direcciones perpendiculares a ella

(ejes Y, Z). Luego, con un ejemplo numérico, comprobaremos la validez de tal aproximacion.
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Deformacion TEORICA del segmento AB:

aeﬂvo aeﬂwo
__[~B]-[A8 dx% +1 " &
. \AB dx
_ 0 &ﬂvo a&ﬂwo
- 8ﬂx 1 +gﬂxz gﬂxz 1

Deformacién APROXIMADA del segmento AB:

& 0
_‘ﬁ— ‘A—B‘ ) dxﬂr)lj-'-l;_ dx qu
e w

Sea un segmento de longitud 1000mm, paralelo al eje X, que se estira igualmente segun los tres ejes
en una cantidad igual a 1mm (este es el orden de magnitud que pueden tener las deformaciones en un
acero de construccion). Verificaremos que la deformacion real del segmento, debida a los tres
estiramientos, es muy similar a la correspondiente al eje X y que por tanto las otras dos (distorsiones

segun Y y Z) pueden despreciarse:

Longitud inicial ....................: |AB| = 1000

Estiramiento segun X..........: ut-u =1

Estiramiento segin Y..........: vi-v =1

Estiramiento segin Z...........  w*w =1

Longitud final “REAL"........  |AB| = [(1000 + 1f + (1)* + (1)* 1" = 1001,000999
Longitud final “APROX.".....: |[A'B”] = 1000 + 1 = 1001
Deformacion “REAL".......... €. = (1001,000999 — 1000) / 1000 = 0,001000999
Deformacion “APROX."......: € = (1001 — 1000) / 1000 = 0,001
ERROR en €, aprox. ........: E% = 100 (0,001000999 - 0,001) / 0,001000999 = 0,0998%

Procediendo de manera similar para el analisis de la deformacidon en segmentos diferenciales
paralelos a los tres ejes coordenados se tiene, segun la aproximacion de la TEORIA DE LA
ELASTICIDAD LINEAL:
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Distorsién del &ngulo recto entre segmentos
orientados segun los ejes coordenados

En general, dos segmentos contenidos en un plano coordenado cualquiera, tal como el XY, y

orientados segun sus ejes (X e Y) sufren una distarsion _del _angulo _recto que formaban

inicialmente. En rigor, esta distorsion deberia medirse sobre el plano inclinado que contiene a

ambos segmentos deformados para obtener su verdadera_magnitud. Sin embargo, es posible
despreciar la pequefia distorsion adicional que provoca la deformacion segun el eje perpendicular

al plano en cuestion (eje Z) y considerar solamente la proyeccign del dngulo sobre el plang.

Movimientos de ambos segmentos Distorsion neta del angulo recto
perpendiculares entre si VERDADERA MAGNITUD: sobre plano A'B'C’
antes de ocurrida la deformacion PROYECCION sobre XY: desprecia los w, w* y w**

¢Qué tan distintas seran la VERDADERA MAGNITUD y la PROYECCION SOBRE XY de un angulo
contenido en un plano con leve inclinacién f respecto al XY?

Lo comprobaremos numéricamente considerando un angulo recto 20 = 90° en verdadera magnitud, contenido en un

*
plano levemente inclinado segin f =10 respecto al plano coordenado, y calculando el angulo proyectado od .

|
tg(d) = T

iy B O

\?{; ~\\\ tg(d* ) = ;

. ‘/\)‘ I XCOS;j

<Y A

¢ °  |Paraj :1°y|?:1
2d =90°0" 0,00

VISTA EN PLANTA VTSTA I.ATI.RAL Zj * = 900 0l 31’42'
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Adoptando esta aproximacion analizaremos la distorsion total {, del angulo recto entre dos

segmentos paralelos a los ejes coordenados, la cual es suma de dy, (correspondiente al

segmento paralelo al eje X) vy bxy (correspondiente al segmento paralelo al eje Y).

°
Distorsion del segmento AB, paralelo al eje X: i Distorsion del segmento AC, paralelo al eje Y:
V*-v ! u**-u
tg(a,y)=——F— i toby)= o
Y/ dx+u*-u | dy+v**- v
Deformaciones netas en X, Y del extremo B: i Deformaciones netas en X, Y del extremo C:
1 u ! fTu
-u u+—d ——u—— ; u**- u@8u+—dy——u— dy
2 ix | Ty "o Ty
& fqv O v v
*-v%v+—dx+-v- dx ! -v@gv+—dy—-v- dy
Ix @ X ; Ty "o Ty
Aproximacién por angulos cercanos a 0°: i Aproximacién por angulos cercanos a 0°:
tg(axy)@sen(axy)@xv ! tg(bxy) C@e“(bxy)@‘:’xy
Aproximacién por pequefias deformaciones: i Aproximacion por pequeias deformaciones:
v Tv | u u
_Tix _ Ix v _ Ty _ Ty fu
Dy T x| Pt w %y
dx +— dx 1+— ; dy + dy 1+—
1 x Mx | Ty Ty
— i —
a v a
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Procediendo de manera similar sobre los tres planos coordenados XY, XZ e YZ se obtienen las

expresiones para las distorsiones de los angulos rectos sobre los mismos:

Plano XY Plano XZ Plano YZ

Componentes de la deformacion |

Bajo ciertas hipétesis se dedujeron seis ecuaciones que vinculan los desplazamientos (sus
derivadas) de un cubo diferencial, orientado segun los ejes coordenados, con las deformaciones

de sus aristas y las distorsiones de los angulos rectos que éstas formaban inicialmente.

Auln no se aclaré el por qué de este andlisis tan particular del cubo. La respuesta esta en el

préximo apartado, en el que se estudia la deformacién de un segmento de orientacién arbitraria en
torno a un cierto punto. Resulta que la misma se expresa, justamente, en funcién de estas seis
COMPONENTES DE LA DEFORMACION que acabamos de deducir e interpretar fisicamente. Es
decir, la deformacion que experimenta un segmento cualquiera depende de tres deformaciones

longitudinales y tres distorsiones angulares calculadas en un cierto sistema de coordenadas.

Deformacion longitudinal Deformacion longitudinal Deformacion longitudinal
segun el eje X segun el eje Y segun el eje Z

Distorsion angular Distorsion angular Distorsién angular
en el plano XY en el plano XZ en el plano YZ

Finalmente descubriremos el caracter tensorial de las componentes de la deformacidn. Esto es,
comprobaremos que son componentes de un TENSOR DE DEFORMACIONES que define
totalmente la deformacién de un punto, de manera similar a como el tensor de tensiones define
completamente el estado tensional de un punto. En consecuencia, son validas las reglas de
rotacién de tensores para obtener sus componentes en otros sistemas de coordenadas y existen

direcciones principales, deformaciones principales y magnitudes invariantes.
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2.2. Deformacion en un punto segun una direccion “n” I

Asi como la Tensidn en un punto con referencia a un plano cuya normal es permitié llegar

al concepto de Tension en punto a través de la entidad denominada Tensor de tensiones,

“ 11

ahora analizaremos la Deformacién en un punto segun una direccion que permitira llegar

al concepto de Deformacion en un punto a través del Tensor de Deformaciones.

En la vecindad de un punto P del cuerpo consideraremos un pequefio segmento PQ, de
longitud r, orientado segin un versor i de componentes (I,m,n) en un cierto sistema

coordenado con origen en P. Las componentes del segmento seran por tanto:

dx=rl dy=rm dz=rn (a)

Luego de la deformacion el extremo P se desplaza (u,Vv,w) hasta P’ y el extremo Q se mueve

(u*,v* ,w*) hasta ocupar la posicion Q’:

dz=rn

i
dy=r m\\,:

Segmento deformado P'Q’:

iuu idxu iu*u ‘|dx+u* uu
P'= Vy Q—|dyy+|V*y® P'Q'= |dy+V* Vy
,Wb ldz'O 1W*b {dz+w*-w'O
Aproximacion lineal de los movimientos en Q como funcién de los correspondientes en P:
flu ﬂu u i Tu fu fu,_U
U*@J+ Uax+ 4 dy+— jdX+—dx+—dy+—dz
ﬂx 1y 2 : O P T Fa
v v I v v Tv 1
@v+ Vax+ Vdy+ V7 Y@ PQ=tdy+vdx+ 1 dy+Vdz
x ﬂyyﬂ y Q=AY TAK T
L Tw Tw i Tw Tw iw i
\/\i"@w+ + dz.. ~dz+ dx+ dyv+ dz.
ﬂx KT b e Ty b

En virtud de la hipétesis de deformacion homogénea en el entorno diferencial del punto P, el
alargamiento especifico en_una_direccidn dada es constante. Por ello la Longitud Deformada de

un segmento cualquiera es igual a Long. Inicial + Alargamiento especifico * Long. Inicial.
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Analizaremos el alargamiento del segmento PQ, para lo cual escribiremos el cuadrado de su

longitud deformada como PQ |2 =(r+€r)> donde € es el alargamiento especifico:

2
(r+e>¢)2:§%x+ﬂ—udx+ﬂudy+ﬂ—udz— +
1x Ty 1z o

.2

+§(ejy+ﬂdx+ﬂ—vdy+ﬂvdz— +

x Ty Tz o
L2
+§%z+ﬂ—wdx+ﬂwdy+ﬂwdz—
Mx Ty 1z o

Del miembro izquierdo de esta expresion puede despejarse r? y pasarse al miembro derecho, con
lo cual apareceran los cosenos directores (I, m, n)en virtud de las féormulas (a):
a&l x ﬂudx ﬂudy ﬂudzo

2
(t+e) _gr x r ﬂyr ETB

aejy fvdx fvdy ‘ﬂvdzo

+ 4+ + =

r Mixr 9qyr ‘ﬂzr;a

aeE Twdx ﬂwdy ﬂwdzo
8 ix r ﬂy r ﬂz r g

Reemplazando los cosenos directores segln las formulas (a) se tiene:

(1+e) a‘f+|ﬂu ‘ﬂuo+
e X ‘ﬂy zo

+ m+|ﬂ—+mﬂ—v+nﬂ—9 +

X Ty zo

ﬂw ﬂW ﬂwo
i "1y "iza

+ n+|

En virtud de la hipétesis de pequefios desplazamientos se hard una “aproximacion lineal” de la
expresion anterior despreciando los términos que contengan derivadas al cuadrado y productos de
derivadas. Para ello conviene tener presente el desarrollo del cuadrado de una sumatoria tal como
las tres que aparecen en el segundo miembro. Por ejemplo, en el cuadrado de una sumatoria de
cuatro valores genéricos aparecen términas_cuadraticas. y dables productos entre cada par de
ellos: (A+B+C+D)?=A?+B?+ C?+ D%+ 2AB + 2AC + 2AD + 2BC + 2BD + 2CD.
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A manera de modelo se desarrollara una de las sumatorias del segundo miembro de la expresion anterior y se
observaran separadamente sus términos cuadraticos y sus dobles productos para puntualizar cuales de ellos pueden

ser despreciados frente a los términos lineales:

§+Iﬂ—+ il nMg =(A+B+C+D)’

X Ty 9ze

Términos cuadraticos:

a—Fﬂuo aeﬂuo aa@gz )
xg 8 Tyo 8 ﬂzbl
@

Términos con dobles productos:

ae 0
29|>4ﬂ“+|>¢n““+|mﬂ“ LI, (TR [T, [T [T, [T @
¢ Tx Ty Tz fix Ty Ix %z Yy 9z
& AB AC AD BC@ BD@ cD@ 9

AU fu fu
@2? ﬂx+|mﬂy+|nﬂzb

Con estas consideraciones, el segundo miembro completo puede aproximarse linealmente con

los siguientes términos:

20 miembro @ 2 +23?2—+|mﬂu nM2+
fix Ty ze

+m2+288rr1ﬂ—v+m2ﬂv+rmﬂvo
& Ty 1zo

+ n2+2a?f1lﬂ—w+ nmﬂ—W+ nZﬂ—WQ

8 X Ty zo

En cuanto al primer miembro, la hip6tesis de pequefias deformaciones permite despreciar el
cuadrado del alargamiento especifico € en el desarrollo del binomio al cuadrado:

(1+e)’=1+e*+2e @ 1+2
€<<1

Al recomponer la expresion original, con estos términos aproximados, se cancelan el sumando “1”

del primer miembro con 12+ m?+n? del segundo, y luego el factor 2 que multiplica a ambos.
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[2+m?+n?=1

1+2e @ 14 2% T Uy Juo
& fix Ty zo

+2&}_\Iﬂ_VV+nmﬂ_W+n2ﬂ_VV9
8 1x

Ty 122

Simplificando el sumando “1” y el factor “2”, y sacando factores comunes “Im”, “In” y “mn” se tiene:

,dud ,avo ,awo &Hu fvo  au Two v fwo
—F+ M ¢—++ N ¢—=+IMg—+—=+Inc—+ =+ MNC— + :
efixg elyo efzo ey fxg &Yz Txg ez Tyo

En esta expresién aproximada pueden reconocerse las cantidades escritas entre paréntesis. Se
trata de las denominadas Componentes de la Deformacion deducidas en el apartado anterior, y
cuya interpretacion fisica hemos hecho como alargamientos de segmentos diferenciales paralelos
a los ejes coordenados y distorsiones del angula recto entre cada par de aquellos segmentos.

I 2

e=eyl*+e,m +e,n’+g, Im+g In+g,mn

Entonces, en la TEORIA DE LA ELASTICIDAD LINEAL, la deformacién en un punto sufrida por
un segmento diferencial orientado seguln una direccion “n” es funcion de seis componentes de

la deformacion calculadas en un cierto sistema de coordenadas.

2.3. Deformacién en un punto - Tensor de deformacidn

La expresion que permite calcular la deformaciéon en un punto segun cualquier direccién dada,

puede reescribirse en formato matricial de la siguiente manera (producto escalar de vectores):

Como dicha deformacion es independiente del sistema coordenado en el que se evalle,
entonces el resultado debe permanecer invariante ante cambios de sistemas de coordenadas.
Plantearemos una rotacion del sistema de coordenadas, a través de una matriz de rotacion B y

analizaremos lo que sucede con los coeficientes de la matriz g de deformaciones.

Apuntes de clase (TELO5-Deformacionesl) Version N° 4 (01/03/2005) Autor: Ing. Marcelo E. Valderrey



Escuela de Ingenieria Mecanica — Universidad Nacional de Rosario

TEORIA DE LA ELASTICIDAD LINEAL: Los desplazamientos y las deformaciones.....cc.cceccevvevneisveesiensenssnennanad 43

Lo que sabemos a priori es que el alargamiento especifico € es un escalar independiente del
sistema de coordenadas y que el versor de direccién N, también independiente, modifica sus

componentes de uno a otro sistema en funcién de la matriz de rotacion 5 segun la formula:

_ R>< A \1 Componentes en el nuevo sistema rotado (XYZ2)'
% en funcion de las del sistemaoriginal (XYZ)

Ahora pretendemos establecer lo que sucede con los coeficientes de la matriz 2 en el nuevo
sistema, que notaremos como Q(]:_ Para ello calcularemos € a partir de las componentes de 1
en ambos sistemas, original y rotado, utilizando la férmula de rotacién de vectores. De este modo

hallaremos la variacion buscada de los coeficientes de la matriz de deformaciones:

Alargamiento especifico calculado a partir de las componentes en el sistema original (XYZ):

e:ﬁT'gxﬁ (a)

Alargamiento especifico calculado a partir de las componentes en el sistema rotado (XYZ)":

e=AT- €X' (b)

Reemplazando en (b) las componentes del sistema rotado segun la férmula de rotacion de vectores se tiene:

e = (Re] €{Rr) -
= AT XB gﬁﬁ =
- a IR ERA = % aYrnse
= AT e nyrregre =R 'R

La dltima linea de este desarrollo muestra que la matriz de deformaciones varia sus componentes,
al rotar el sistema de coordenadas, seguin las mismas formulas deducidas para el tensor de
tensiones. Esto permite afirmar que las_componentes de la matriz de deformaciones
corresponden _a_un tensor, que formalmente hemos definido como una entidad cuyas

componentes varian al rotar el sistema de coordenadas segun estas férmulas:

Componentes del tensor Componentes del tensor
en el sistema original (XYZ) en el sistema rotado (XYZ)’
a partir de las del sistema rotado a partir de las del sistema original
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Consecuencias del
Caracter Tensorial de las Deformaciones

Como consecuencia del caracter tensorial de las deformaciones se postula directamente la
existencia de direcciones principales y deformaciones principales. Es decir, pueden
encontrarse orientaciones de sistemas coordenados en los que el tensor de deformaciones sélo
posea elementos en su diagonal (deformaciones principales). En esta situacion solamente existen
alargamientos segun los tres ejes coordenados, y no se presentan distorsiones de los angulos

rectos (elementos no diagonales) sobre ninguno de los planos coordenados.

p 1 1 N
€ exx 2 g Xy 2 g Xz l,J ée 0 0 u
e é, e 1 u ~ L >
ngy vy Zgyzl] e:eo e, ou
1 J =~ 2 -
§§gxz 29y €2 0 80 0 e3H
En un sistema (XYZ) cualquiera En un sistema (XYZ)' paralelo
hay elementos diagonales (alargamientos) a las direcciones principales solamente existen
y elementos no diagonales (distorsiones) elementos diagonales (deformaciones principales)

Por tanto, un cubo diferencial orientado segln los ejes principales mantendra sus caras, ademas
de planas y paralelas por la deformaciébn homogénea, ortogonales entre si pues no hay
distorsiones. En general, sufrird una pequefia rotacién como cuerpo rigido porque la nulidad de

la distorsion {J no implica que los movimientos que la producen sean nulos:

o =TV T o Tv_ fu
ix Ty ix Ty

no son necesariamente nulas

La metodologia para hallar las direcciones y deformaciones principales es similar a la expuesta

para el tensor de tensiones, solo que ahora se buscan orientaciones en las que coincidan el versor
. ., A e A ., —aT ; e A

de direccion N y el vector © X1, A |a_proyeccidn de este vector € =1~ € XN |a hemos

denominado “alargamiento especifico en la direcciéon n”, y resulta muy sencilla de calcular en un

sistema de coordenadas orientado segun las direcciones principales:

I 2

e=gel” +e,m* +e,n’
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Al igual que con el tensor de tensiones, se comienza planteando el determinante del cual deriva

el polinomio caracteristico cuyas tres raices son ahora las deformaciones principales:

‘th(g-' XL)ZO ® |3-|2X|1+| Xlz- |3:O oon|1,|2e|3constantes

En el mismo aparecen también unas magnitudesinvariantes cuya forma genérica es:

1 XX zz

! 1 . | [ 1 !
| :iexx :’Zgy><i+iexx :}zgyi+iew :”Zgzyi
2 1 11 | 1

!’ngy : eyy i I’ngz ' ezz I E’Z'gyz : ezz i

|
|
|
|
1 1 i

Zg Xy eyy Zg yz:

1 1 '

2 g Xz 2 g yz ezz I

Y, luego de hallar las raices del polinomio, se resuelven los tres sistemas de ecuaciones cuyas

soluciones son las direcciones principales:
Problema 1 Problema 2 Problema 3

€xi =1 X, exy, =1 4, exi, =1 9,

La forma e interpretacion fisica de estos invariantes se facilita al considerar las componentes del

tensor de deformaciones en un sistema coordenado orientado segun las direcciones principales:

I, =e, +e, +te,

e, 0f,fe, | O]k, | O
2%lole, 0 e |0 le,
iel 0 Oi
;=10 e, O
0 0 e

Si se observa el cambio de volumen que experimenta un cubo diferencial orientado segun las

direcciones principales es sencillo dar una interpretacién geométrica a los invariantes:

dx—— d(lte )y g
\—’——”_,\\ r»\”jj—/___ \\\\\\\
< ™ R |
: . _ g} I : AN eSS
B e B ==y
T v B \T |y daives)
] ] : ! ! ! :
O e N I N 1!
———— <70 TN
X &’ /4 \\L—_/ ”””” \\\ X &’ 4\\\:\4::——"—;:::\>L\
d) - \ﬁ y dy(l+e2 )__/ N - \& y
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La deformacion volumétrica €, asociada (cambio especifico de volumen) se calcula como:
Volumen inicial:

V, =dx>dy>dz

Volumen final:

V =dx(1+e,)xdy(l+e,)xdz(l+e;) =V (1+e,) {1 +e,){1+e,)

Deformacion volumétrica:
_V-V, _Vo(lte){lte,){l+e;)-V,
e, = = =
VO VO

=(1+e,){1+e,){1+e,)- 1=

=e, +e,+te;+e e, +e e, +e,e, +e,>e,>e; @e, +e, +e,
i 8 |

primer orden segundo orden tercer orden

prop. a €1.€5 \

prop.a €y

prop.a€> prop.a €1.€; prop. a €1.€,.€3
Cambios de volumen Cambios de volumen Cambio de volumen
de primer orden de segundo orden de tercer orden

Asi, los invariantes del tensor de deformaciones se relacionan con cambios de volumen del cubo

diferencial, de los cuales el mas relevante es el primero de ellos I; (la deformacién volumétrica).

Otra notacién: las componentes del tensor de deformaciones pueden escribirse mas genéricamete como:

e e e_u

A X Xy Xz .,
e=%_ e e Y . _ 1y, LTy u 0
= @& vy () donde todos los elementos tienen la forma: ij E ﬂ— ﬂ—_
€e € €20 ?

Donde i,j=X,Y,Z con Ux=U, Uy=V, Uz= W (componentes del movimiento) y Xx= X, Xy= Y, Xz= Z (coordenadas):

_1&u fvo 18 v  fwo _1aeﬂv fvo_ Tv
€y T 5% e €y: ¢ ; €
Y281y Txe 281z Tye v =280y T Tys Ty
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2.4. Compatibilidad entre desplazamientos y deformaciones

En el capitulo introductorio se planteé que la Teoria de la Elasticidad posee como incognitas a las
tensiones, las deformaciones y los desplazamientos, y que aquellas estan vinculadas entre si. La primera de estas
incognitas se estudié “aisladamente” en el capitulo denominado: las tensiones en un sélido elastico. En el actual capitulo
se hablé de desplazamientos y deformaciones (las restantes dos incognitas del problema) y se estableci6 como
encontrar las componentes de la deformacion a partir del campo de desplazamientos. Ahora se analizar4 el problema
inverso: dadas unas componentes de la deformacion... ¢cOmo asegurar que corresponden a un campo de
desplazamientos en un solido continuo?. Este andlisis conduce a que las COMPONENTES DE LA DEFORMACION
deben cumplir unas CONDICIONES DE COMPATIBILIDAD entre ellas a fin de corresponderse con un campo de
desplazamientos continuo. Finalmente, en el préximo capitulo, se cerrara el estudio de estas tres incognitas exponiendo

las relaciones entre tensiones y deformaciones o desplazamientos.

Tal como se planteé hasta el momento, las 3 _componentes del desplazamiento “u,v,w”
(continuas pero incluso arbitrarias) definen sin equivocos a las 6 componentes de la deformacion
“Bx By, €2 Gy Gz §)z" segn las ecuaciones:

Deformacion longitudinal segin X Deformacién longitudinal segin Y Deformacion longitudinal segin Z

Distorsion angular sobre XY Distorsion angular sobre XZ Distorsion angular sobre YZ

Sin embargo, la inversa no es cierta ya que no se pueden dar arbitrariamente 6_componentes
de_la_deformacidén (aunque sean funciones continuas) y asegurar que se correspondan con
3. camponentes de_un desplazamiento continuo. Sucede que las 6 componentes de la deformacion
no son independientes entre si, como lo son las 3 del desplazamiento, y por tanto deben verificar
unas ecuaciones denominadas CONDICIONES DE COMPATIBILIDAD que establecen ciertas

relaciones entre ellas (a través de sus derivadas).

Este problema tiene un planteo matemético formal bastante complejo para “demostrar” bajo qué
condiciones un grupo de funciones de deformacién se corresponde con un campo de
desplazamientos continuo, pero no es imprescindible en esta etapa del estudio de la elasticidad.
En su lugar se presentara una metodologia sencilla para obtener las 6 ecuaciones de
compatibilidad en el volumen del sélido, aceptando que proviene de un analisis matematico

riguroso que no se desarrollara.
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Lo que si resulta interesante es darle una interpretaciéon geométrica al problema para entender
por qué unas funciones “arbitrarias” de deformacién provocan en general desplazamientos no
continuos, violando la hipétesis fundamental acerca de la continuidad del material. Como
consideracion preliminar puede observarse que: dado un campo de desplazamienios existe unay
s6lo una deformacion asociada, calculable por derivacion de aquel. Pero dada una deformacion

existen infinitos desplazamientos que pueden generarla, como se muestra a continuacion:

A fin de ilustrar la necesidad de que las componentes de la deformacion “sean compatibles”
analicemos un cuerpo bidimensional, imaginariamente dividido en pequefios cubitos a los cuales

pretendemos “imponer arbitrariamente” las deformaciones €y, eyy gxy3

Digamos que cada cubito sufre una deformacion a(x gue depende cuadraticamente de su coordenada “y™:

MTu
exx ﬂ X =a Xy donde el coeficiente A es constante
Digamos también que la deformacion eyyde los cubitos es nula:
e ﬂ V-
w
Ty
Y finalmente “impongamos” que la distorsion g(y también sea nula:
g _fiv ﬂ u_
Xy
fix ﬂ y

Si esto fuese cierto los cubitos deberian “estirarse horizontalmente”, tanto mas cuanto mayor sea su coordenada “y”,
permaneciendo “sin estiramiento en el sentido vertical’. Pero ademas, y a aqui esta el problema, “sin sufrir ninguna
distorsiéon en el plano XY”. No es posible deformar asi el cuerpo sin romperlo (observar en la figura del medio como se
separarian los vértices de los cubos contiguos). Esto indica que la distorsion no puede darse de manera arbitraria, sino

gue se relaciona con las demas componentes de la deformacion (todas deben ser compatibles).

123 1|23 1/2/3
4156 4156 4/5/6/

71819 7189 7/8/9/

Solido Soélido discontinuo Sélido continuo
sin por estiramientos y con iguales estiramientos
deformacion distorsiones arbitrarias pero con distorsiones compatibles
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