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Visual	
  Models	
  to	
  Solve	
  Word	
  Problems	
  	
  
and	
  Non-­‐rou@ne	
  Problems	
  

The	
  green	
  square	
  is	
  created	
  by	
  overlapping	
  
1/3	
  of	
  the	
  yellow	
  rectangle	
  with	
  1/4	
  of	
  
the	
  blue	
  square.	
  What	
  frac@on	
  of	
  the	
  whole	
  	
  
figure	
  is	
  green?	
  

Can	
  you	
  see	
  it?

The	
  green	
  square	
  is	
  created	
  by	
  overlapping	
  
1/3	
  of	
  the	
  purple	
  rectangle	
  with	
  1/4	
  of	
  
the	
  red	
  square.	
  What	
  frac@on	
  of	
  the	
  whole	
  	
  
figure	
  is	
  green?

1	
  unit	
  out	
  of	
  3

1	
  unit	
  out	
  of	
  4

But	
  these	
  green	
  shaded	
  
	
  squares	
  overlap	
  so	
  there	
  are	
  	
  
only	
  6	
  units,	
  so	
  1	
  out	
  of	
  6	
  
units	
  are	
  green.	
  
1/6th	
  is	
  green



An	
  important	
  feature	
  of	
  the	
  Singapore	
  
curriculum	
  is	
  its	
  emphasis	
  on	
  visualiza6on	
  
as	
  a	
  major	
  strategy	
  for	
  developing	
  
understanding	
  and	
  problem	
  solving.	
  

One	
  o=en	
  hears	
  teachers	
  there	
  saying:	
  
“Can	
  You	
  see	
  it?”

528

Visual	
  Models

5

4 1

9	
  +	
  5	
  =	
  10	
  +	
  4



Number	
  Bond	
  	
  
of	
  20	
  	
  

with	
  many	
  parts!
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Why	
  do	
  students	
  struggle	
  with	
  
word	
  problems?

Linguistic	
  issues:	
  reading	
  and	
  understanding	
  the	
  problems	
  
Difficulty	
  with	
  the	
  context	
  
Struggle	
  with	
  writing	
  an	
  equation	
  to	
  represent	
  the	
  problem	
  
Are	
  scared	
  of	
  word	
  problems	
  
Don’t	
  have	
  real	
  entry	
  points	
  into	
  problems	
  
Can’t	
  visualize	
  the	
  relationships	
  
Look	
  for	
  “key”	
  words	
  which	
  don’t	
  help	
  
Too	
  quick	
  to	
  compute	
  and	
  not	
  to	
  represent	
  the	
  situation



Try	
  one	
  of	
  these
Keisha	
  has	
  213	
  pins	
  in	
  her	
  collection.	
  Fran	
  has	
  78	
  more	
  pins	
  in	
  her	
  
collection.	
  How	
  many	
  pins	
  does	
  Fran	
  have	
  in	
  her	
  collection?	
  (2nd	
  grade)	
  

I	
  am	
  thinking	
  of	
  three	
  numbers.	
  	
  The	
  sum	
  of	
  two	
  of	
  them	
  is	
  
24,	
  the	
  sum	
  of	
  two	
  others	
  is	
  33	
  and	
  the	
  sum	
  of	
  two	
  others	
  is	
  39.	
  	
  
What	
  are	
  the	
  numbers?	
  (4-­‐5	
  grade)	
  

The	
  ra@o	
  of	
  the	
  number	
  of	
  apples	
  to	
  the	
  number	
  of	
  oranges	
  at	
  a	
  store	
  
was	
  5:3.	
  Amer	
  an	
  equal	
  number	
  of	
  apples	
  and	
  oranges	
  were	
  sold,	
  the	
  
ra@o	
  became	
  7:1.	
  how	
  many	
  oranges	
  were	
  there	
  at	
  first	
  
if	
  32	
  apples	
  were	
  sold.	
  (6th	
  grade)	
  

Computa6on	
  word	
  problem

Keisha	
  has	
  213	
  pins	
  in	
  her	
  collection.	
  Fran	
  has	
  78	
  more	
  pins	
  in	
  her	
  
collection.	
  How	
  many	
  pins	
  does	
  Fran	
  have	
  in	
  her	
  collection?

     213Keisha

Fran

78	
  more

213

?

Fran	
  equals	
  213	
  +	
  78	
  =	
  291	
  pins



Non	
  rou6ne	
  problem	
  or	
  algebraic
I	
  am	
  thinking	
  of	
  three	
  numbers.	
  	
  The	
  sum	
  of	
  two	
  of	
  them	
  is	
  
24,	
  the	
  sum	
  of	
  two	
  others	
  is	
  33	
  and	
  the	
  sum	
  of	
  two	
  others	
  is	
  	
  
39.	
  	
  
What	
  are	
  the	
  numbers?	
  

?

?

?

24

39

15

33

2	
  bars	
  +	
  15	
  =	
  33
2	
  bars	
  =	
  18	
  
1	
  bar	
  =	
  9	
  

red	
  =	
  9	
  
purple	
  =	
  9	
  +	
  15	
  =	
  24	
  
green	
  equal	
  24	
  -­‐	
  9	
  =	
  15	
  

9,	
  15,	
  24

green	
  and	
  red	
  is	
  
15	
  smaller	
  than	
  green	
  
and	
  purple,	
  so	
  
purple	
  must	
  be	
  15	
  	
  
more	
  than	
  red

apples

oranges

The	
  ra@o	
  of	
  the	
  number	
  of	
  apples	
  to	
  the	
  number	
  of	
  oranges	
  at	
  a	
  store	
  
was	
  5:3.	
  Amer	
  an	
  equal	
  number	
  of	
  apples	
  and	
  oranges	
  were	
  sold,	
  the	
  
ra@o	
  became	
  7:1.	
  how	
  many	
  oranges	
  were	
  there	
  at	
  first	
  
if	
  32	
  apples	
  were	
  sold.	
  (6th	
  grade)

Before

Amer

oranges

apples

Model	
  Method:	
  Definition

Pictorial	
  or	
  Diagrammatic	
  method	
  of	
  representing	
  	
  
quantities	
  and	
  their	
  relationship	
  	
  
to	
  solve	
  both	
  arithmetic	
  and	
  algebraic	
  word	
  	
  
problems	
  

Students	
  ask	
  themselves:	
  
How	
  do	
  I	
  represent	
  or	
  visualize	
  the	
  problem?	
  
What	
  is	
  the	
  question	
  or	
  questions?



• “It	
  involves	
  the	
  construction	
  of	
  pictorial	
  
models,	
  namely	
  the	
  part-­‐whole	
  model	
  
and	
  the	
  comparison	
  model,	
  to	
  help	
  
students	
  visualize	
  abstract	
  mathematical	
  
relationships	
  and	
  various	
  problem	
  
structures	
  through	
  pictorial	
  
representations.	
  It	
  is	
  a	
  powerful	
  visual	
  aid	
  
for	
  solving	
  complex	
  problems	
  involving	
  
fractions,	
  ratio	
  and	
  percentage.”

Model	
  Method:	
  Definition

“Above	
  all,	
  it	
  is	
  closely	
  related	
  to	
  the	
  
algebraic	
  method	
  for	
  solving	
  algebra	
  word	
  
problems”	
  

The	
  Singapore	
  Model	
  Method	
  for	
  Learning	
  
Mathematics

Model	
  Method:	
  Definition

2nd	
  grade:	
  Part	
  /Whole	
  Problems
• Two	
  or	
  more	
  subsets	
  make	
  up	
  a	
  whole	
  

• Represented	
  with	
  two	
  or	
  more	
  
connected	
  bars	
  to	
  make	
  a	
  whole

Whole

Part Part



Part	
  -­‐Whole	
  Problems
Shawn	
  orders	
  75	
  boxes	
  of	
  fruit	
  on	
  the	
  first	
  day.	
  He	
  
orders	
  another	
  84	
  boxes	
  of	
  fruit	
  on	
  the	
  second	
  
day.	
  How	
  many	
  boxes	
  of	
  fruit	
  does	
  he	
  order	
  on	
  
both	
  days?

?

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  75                  84

Part	
  -­‐Whole	
  Problems
OR	
  	
  	
  	
  	
  
Shawn	
  orders	
  159	
  boxes	
  of	
  fruit	
  in	
  two	
  days.	
  If	
  he	
  
bought	
  75	
  on	
  the	
  first	
  day,	
  how	
  many	
  boxes	
  did	
  
he	
  buy	
  on	
  the	
  second	
  day?

159

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  75                  ?

2nd	
  grade	
  Additive	
  Comparison	
  
Problems

green	
  is	
  __	
  less	
  	
  than	
  blue
or	
  blue	
  is	
  ___	
  more	
  	
  than	
  
green
or	
  what	
  is	
  the	
  difference	
  of	
  
the	
  two?



Addi@ve	
  Comparison:	
  
Mr.Clark	
  has	
  $35	
  dollars.	
  Ms.	
  Swan	
  has	
  $44.	
  

How	
  much	
  more	
  does	
  Ms.	
  Swan	
  have?

Change	
  Unknown

10
?

66	
  +	
  ?	
  =	
  10	
  
10	
  -­‐	
  6	
  =	
  ?	
  
He	
  takes	
  4	
  biscuits 10

? 6



	
  	
  	
  	
  	
  Model	
  Types:	
  Mul6plica6ve	
    
Parts/Whole

There	
  are	
  5	
  boxes	
  of	
  pencils.	
  
Each	
  box	
  has	
  12	
  pencils.	
  How	
  
many	
  pencils	
  are	
  there	
  in	
  all?

	
  	
   	
  	
   	
  	
   	
  	
   	
  	
  

12

?

5	
  x	
  12	
  =	
  60	
  There	
  are	
  60	
  pencils	
  in	
  all

Division	
  Models

26

	
  	
   	
  	
   	
  	
   	
  	
   	
  	
  

60

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  ?	
  	
  	
  

60	
  peaches	
  divided	
  equally	
  between	
  5	
  baskets

	
  	
  	
  	
  5
	
  	
  	
  	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  ?	
  	
  	
  

Modeling	
  two	
  
kinds	
  of	
  division

60

60	
  peaches	
  put	
  5	
  in	
  a	
  basket,	
  how	
  many	
  baskets?



36

9 9?

9	
  x	
  ?	
  =	
  36	
  
36÷9	
  =	
  ?

Benny	
  uses	
  4	
  boxes

Mul6plica6ve	
  Comparison

20	
  million	
  people	
  watch	
  the	
  na@onal	
  
nightly	
  news.	
  Three	
  @mes	
  as	
  many	
  watch	
  
American	
  Idol.	
  How	
  many	
  watch	
  
American	
  Idol?	
  

Ahmad	
  sells	
  32	
  video	
  games.	
  He	
  sells	
  4	
  
@mes	
  as	
  many	
  video	
  games	
  as	
  Jus@n.	
  
How	
  many	
  video	
  games	
  does	
  Jus@n	
  sell?

Mul6plica6ve	
  Comparison
22	
  million	
  people	
  watch	
  the	
  na@onal	
  nightly	
  
news.	
  Twice	
  as	
  many	
  watched	
  American	
  Idol.	
  
How	
  many	
  watched	
  American	
  Idol?	
  

	
  	
  22	
  mNightly	
  news

American	
  idol

	
  2	
  x	
  22	
  m	
  =	
  44	
  million



Mul6plica6ve	
  Comparison

	
  	
  	
  	
  	
  ?smaller	
  number

The	
  sum	
  of	
  two	
  numbers	
  is	
  96.	
  The	
  smaller	
  number	
  is	
  	
  
1/3	
  the	
  size	
  of	
  the	
  larger	
  number	
  what	
  is	
  the	
  smaller	
  	
  
number

larger	
  number

	
  96

96÷	
  4	
  =	
  24	
  	
  	
  1	
  unit	
  equals	
  24	
  
3	
  x	
  24	
  =	
  72	
  	
  3	
  units	
  =	
  72

31

Tim	
  and	
  Ali	
  had	
  96	
  marbles	
  altogether.	
  Tim	
  loses	
  24	
  marbles	
  
to	
  Ali	
  during	
  a	
  game.	
  Now,	
  Ali	
  has	
  twice	
  as	
  many	
  marbles	
  as	
  
Tim.	
  How	
  many	
  marbles	
  did	
  Ali	
  have	
  before	
  the	
  game?

Mul6	
  -­‐	
  step	
  Problems	
  are	
  the	
  goal

Tim

Ali ?
Before

After Tim

Ali

96

96

3	
  units	
  =	
  96,	
  
1	
  unit	
  =	
  32	
  
2	
  units	
  =	
  64	
  
Ali	
  has	
  64	
  marbles	
  amer	
  the	
  game

Ali	
  before	
  =	
  64	
  -­‐	
  24	
  =	
  40	
  marbles

Kelly	
  is	
  9	
  years	
  old.	
  Her	
  brother,	
  Ryan,	
  is	
  29	
  years	
  old.	
  How	
  
many	
  years	
  later	
  will	
  Ryan’s	
  age	
  be	
  twice	
  Kelly’s	
  age?	
  

Draw	
  bar	
  models	
  for	
  these	
  non	
  routine	
  
problems.	
  

9Kelly

Ryan 29

Kelly

Ryan

9 ?

29 ?

20	
  

9	
  +	
  ?	
  =	
  20	
  
20	
  –	
  9	
  =	
  11	
  
In	
  11	
  years	
  Ryan	
  will	
  be	
  
Twice	
  as	
  old.	
  



The	
  cost	
  of	
  4	
  belts	
  and	
  5	
  ties	
  is	
  $380.	
  Each	
  tie	
  costs	
  3	
  times	
  as	
  much	
  as	
  a	
  belt.	
  What	
  is	
  the	
  total	
  cost	
  of	
  a	
  tie	
  and	
  a	
  belt.?	
  

Before

Amer

624
624	
  ÷	
  3	
  =	
  208	
  =	
  1/4	
  original	
  
orignial	
  red	
  =	
  832	
  
original	
  tulips	
  =	
  1,664	
  

?

Equal	
  parts	
  of	
  a	
  whole	
  
Judy	
  bought	
  a	
  few	
  pieces	
  of	
  fruit,	
  2/5	
  of	
  them	
  
were	
  pears.	
  She	
  bought	
  12	
  pears.	
  How	
  many	
  
pieces	
  of	
  fruit	
  did	
  Judy	
  buy	
  

Frac@onal	
  comparison	
  
There	
  are	
  3/5	
  as	
  many	
  boys	
  as	
  girls.	
  If	
  there	
  are	
  
75	
  girls,	
  how	
  many	
  boys	
  are	
  there?

Model	
  Types:	
  Frac6ons 



Judy	
  bought	
  a	
  few	
  pieces	
  of	
  fruit,	
  2/5	
  of	
  them	
  
were	
  pears.	
  She	
  bought	
  12	
  pears.	
  How	
  many	
  
pieces	
  of	
  fruit	
  did	
  Judy	
  buy

12
2	
  units	
  =	
  12	
  
1	
  unit	
  equals	
  12÷2	
  =	
  6	
  
5	
  units	
  equals	
  5	
  x	
  2	
  =	
  10	
  
Judy	
  bought	
  10	
  pieces	
  of	
  fruit	
  

Sixth	
  grade	
  models

72

Nadia	
  
?

1	
  unit	
  or	
  1/8	
  =	
  72÷8=	
  9	
  
3units	
  or	
  3/8	
  =	
  27

foreign	
  stamps

Performance	
  Tasks

24	
  sold	
  in	
  morning sold	
  in	
  pm half	
  the	
  total	
  #	
  lem

3	
  units	
  =	
  24	
  
1	
  unit	
  =	
  24/3	
  =	
  8	
  
10	
  units	
  =	
  10	
  x	
  8	
  =	
  80	
  
He	
  started	
  with	
  80	
  newspapers



Model	
  For	
  Ra6o

Apple

Orange
630	
  ml

7	
  units	
  equals	
  630	
  ml	
  
1	
  unit	
  equals	
  90	
  
4	
  x	
  90	
  ml	
  =	
  360ml	
  =	
  apple	
  juice

15

15

Elinor is  15
Mother will be 55

Ra@o	
  Problems

• The	
  ra@o	
  of	
  the	
  number	
  of	
  beads	
  Karen	
  had	
  to	
  #	
  of	
  beads	
  Patricia	
  had	
  
was	
  2:5.	
  Amer	
  Patricia	
  bought	
  another	
  75	
  beads,	
  the	
  ra@o	
  became	
  4:15	
  
How	
  many	
  beads	
  did	
  each	
  girl	
  have	
  at	
  first?

75
75 ÷ 5 = 15

 = 15
Karen = 60 
Patricia had 150

Karen

Pat

Ra@o	
  problems



Eventually	
  students	
  just	
  see	
  it.

It	
  takes	
  5	
  pounds	
  of	
  meat	
  to	
  feed	
  2	
  @gers,	
  
how	
  many	
  pounds	
  to	
  feed	
  11	
  	
  @gers?

Or	
  
It	
  takes	
  5	
  pounds	
  of	
  meat	
  to	
  feed	
  2	
  @gers,	
  
how	
  many	
  pounds	
  to	
  feed	
  14	
  	
  @gers?	
  

Or	
  it	
  takes	
  5	
  pounds	
  of	
  meat	
  to	
  feed	
  2	
  @gers,	
  how	
  many	
  
pounds	
  to	
  feed	
  72?	
  or	
  77?

From	
  ra@os	
  to	
  rates

	
  Percent	
  Problems	
  
	
  Given	
  a	
  quan@ty	
  and	
  its	
  percent,	
  find	
  the	
  whole

Ana	
  has	
  8%	
  of	
  her	
  CD	
  collec@on	
  in	
  a	
  box.	
  If	
  there	
  are	
  
	
  96	
  CDs	
  in	
  the	
  box,	
  how	
  many	
  CDs	
  are	
  in	
  Ana’s	
  whole	
  collec@on?

96	
  CDs	
  (8%)

Whole	
  bar	
  is	
  100%	
  
8	
  %	
  =	
  96	
  
1%	
  =	
  96÷8	
  =	
  12	
  
100%	
  =	
  100	
  x	
  12	
  =	
  1200



Percent	
  Problems	
  
Mr.	
  Jefferson	
  is	
  making	
  80	
  cups	
  of	
  fruit	
  punch	
  for	
  the	
  grand	
  opening	
  of	
  his	
  bakery.	
  He	
  uses	
  
52	
  cups	
  of	
  fruit	
  juice	
  and	
  the	
  rest	
  is	
  sparkling	
  water.	
  What	
  percent	
  of	
  the	
  punch	
  is	
  fruit	
  juice.	
  

80	
  cups	
  (100%)

52	
  cups	
  (?%)

52/80	
  	
  frac@on	
  of	
  fruit	
  juice	
  
=13/20	
  
13/20	
  x	
  100%	
  =	
  65%

80	
  cups	
  =	
  100%	
  
1	
  cup	
  =	
  100/80%	
  =	
  5/4	
  %	
  
52	
  cups	
  =	
  52	
  x	
  5/4	
  %	
  
=	
  65%

Percent	
  Problems	
  	
  
Find	
  percent	
  increase	
  or	
  decrease	
  

Denis	
  bought	
  an	
  an@que	
  model	
  train	
  for	
  64$.	
  two	
  years	
  later	
  he	
  sold	
  it	
  for	
  $72.	
  What	
  was	
  the	
  percent	
  
increase	
  in	
  the	
  price	
  of	
  the	
  model	
  train	
  train.	
  

100%

8$	
  increase	
  

64$	
  =	
  100%	
  
1$	
  =	
  100/64%	
  
8$	
  =	
  8	
  x	
  100/64	
  =	
  12.5%

$64	
  

$72	
  

?

Visualizing variable expressions and 
equations
Caleb is x years old. His sister is ten years older.   
She is y years old. Write an equation that relates  
their two ages. 

Caleb   
(x years old)

10

Sister (x + 10)

y = x + 10



Visualizing variable expressions  
x

5

2x + 5  
x

2x - 5
 -5 y

  
x

 -10

y = x - 10

Visualize: Distributive property

X

3 (2x + 4)

X 1 1 1 1

X X 1 1 1 1

X X 1 1 1 1

=

X X

X

X

X

X

+

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

6x + 12

•The	
  Power	
  of	
  visualiza6on	
  

• To	
  understand	
  the	
  problem:	
  see	
  rela@onships	
  

• To	
  simplify	
  the	
  problem	
  

• To	
  see	
  connec@ons	
  to	
  a	
  related	
  problem	
  

• To	
  cater	
  to	
  individual	
  learning	
  styles	
  

• As	
  a	
  subs@tute	
  for	
  computa@on	
  

• As	
  a	
  tool	
  to	
  check	
  the	
  solu@on	
  

• To	
  transform	
  the	
  problem	
  into	
  a	
  mathema@cal	
  form	
  



	
  	
  	
  	
  Visualiza6on:	
  Enabling	
  
students	
  to	
  persevere	
  	
  &	
  have	
  

entry	
  points

Do	
  you	
  think	
  
	
  a	
  bar	
  model	
  
will	
  help?

Andy Clark 
andrew.m.clark.1@gmail.com

2015	
  NCTM	
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  Conference

Visual	
  Models	
  to	
  Solve	
  Word	
  Problems	
  	
  
and	
  Non-­‐rou@ne	
  Problems	
  


