CONDENSADA

9.1 El Teorema de Pitagoras

En esta leccion

e Conoceras el Teorema de Pitagoras, que establece la relaciéon entre las
longitudes de los catetos y la longitud de la hipotenusa de un tridngulo
rectangulo

e Resolverds un rompecabezas de diseccion que te ayudard a comprender por
qué funciona el Teorema de Pitdgoras

e Leerds una prueba de parrafo del Teorema de Pitdgoras

e Usaras el Teorema de Pitdgoras para resolver problemas

En un tridngulo rectdngulo, el lado opuesto al angulo recto se llama la Hipotenusa

hipotenusa y los otros lados se llaman catetos (legs). Si a 'y b son las \

longitudes de los catetos de un tridngulo rectangulo, y c es la longitud de la 2 a
hipotenusa, entonces el Teorema de Pitdgoras establece que a> + b> = % - \_>Catetos

Es decir, la suma de los cuadrados de las longitudes de los catetos es igual
al cuadrado de la longitud de la hipotenusa.

La actividad de la investigacién ayudard a convencerte de que el Teorema de
Pitagoras es cierto.

Investigacion: Los tres lados de un triangulo rectangulo

Sigue atentamente los Pasos 1-3 en tu libro. Trata de ser lo mds exacto posible
cuando construyas los dngulos y los segmentos de recta.

Recorta el cuadrado que se sittia sobre el cateto mds corto y las cuatro partes
del cuadrado que se sittian sobre el cateto mas largo. Acomoda las cinco partes
para que cubran exactamente el cuadrado que se sitda sobre la hipotenusa.
(Sugerencia: El cuadrado pequefio va a la mitad.)

Ahora piensa en la forma en que este rompecabezas demuestra el Teorema de
Pitagoras:

e Escribe expresiones para las dreas de los cuadrados que se sitdan sobre los
catetos.

e Escribe una expresion para el drea del cuadrado que se sitia sobre la
hipotenusa.

e Pudiste cubrir exactamente el cuadrado de la hipotenusa con los cuadrados de
los catetos. Explica en palabras lo que esto dice respecto a las dreas de los tres
cuadrados.

e Ahora escribe una ecuacion algebraica que exprese la relacién existente entre las
areas. Resume tu trabajo en la forma del Teorema de Pitagoras.

El Teorema de Pitagoras En un tridngulo rectangulo, la suma de los C-82
cuadrados de las longitudes de los catetos es igual al cuadrado de la longitud

de la hipotenusa. Si a y b son las longitudes de los catetos, y ¢ es la longitud

de la hipotenusa, entonces a*> + b*> = ¢

.

(continua)
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Leccion 9.1 « El Teorema de Pitadgoras (continuacion)

Un teorema es una conjetura que se ha probado. Hay mas de 200 pruebas
conocidas del Teorema de Pitdgoras. Tu libro proporciona una prueba. Lee esa
prueba atentamente y asegtirate de que puedes explicar cada paso.

En la pdgina 464 de tu libro se dan algunos ejemplos que ilustran que la relacién
pitagorica, a’> + b?> = ¢2, no se mantiene en tridngulos acutdngulos ni
obtusangulos.

Puedes usar el Teorema de Pitdgoras para resolver problemas relacionados con
tridngulos rectdngulos. En tu libro se dan dos ejemplos; siguelos y después lee los
ejemplos siguientes.

EJEMPLO A Una cancha de fatbol olimpica es un rectingulo de 100 metros de largo
y 70 metros de ancho. ;Qué longitud tiene la diagonal de la cancha?

Solucion La diagonal es la hipotenusa de un tridngulo rectangulo,
con catetos de longitudes 70 m y 100 m. Puedes usar el

Teorema de Pitdgoras para encontrar su longitud. 70 m

a?> + b2 = ¢ Laférmula de Pitigoras.

100 m
702 + 100? = ¢  Sustituye los valores conocidos.

4,900 + 10,000 = ¢*  Eleva los términos al cuadrado.
14,900 = ¢ Suma.
122 = ¢ Resuelve.
La diagonal tiene una longitud aproximada de 122 metros.

EJEMPLO B ;Cudl es el drea de un triangulo rectdngulo con un cateto de 5 pies
de longitud y una hipotenusa de 13 pies de longitud?

Solucion Puedes considerar los dos catetos como la base y la altura 15 pies

del tridngulo. La longitud de un cateto es 5 pies. Para P 5 pies
encontrar la longitud del otro cateto, usa el Teorema de
Pitagoras.

a’? + b2 =2 La férmula de Pitdgoras.

52 + b> = 132 Sustituye.

25 + b2 169  Eleva los términos al cuadrado.
b? = 144 Resta 25 de ambos lados.
b=12 Resuelve.

El otro cateto tiene una longitud de 12; entonces, el drea es %(5)(12), 6 30 pies
cuadrados.
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owensaor | El jnverso del Teorema
92| de Pitagoras

En esta leccion

e Experimentaras con los triples pitagdricos para determinar si el inverso del
Teorema de Pitdgoras parece ser cierto

e Probaris el inverso del Teorema de Pitagoras

e Determinards si un tridangulo es un tridngulo rectdngulo, basandote en las
longitudes de sus lados

En la Leccién 9.1, aprendiste el Teorema de Pitdgoras, que establece que si un
tridngulo es rectangulo, entonces el cuadrado de la longitud de su hipotenusa
es igual a la suma de los cuadrados de las longitudes de los dos catetos. ;Crees
que el inverso es cierto? En otras palabras, si las longitudes de los lados de un
tridngulo funcionan segtn la férmula de Pitdgoras, el tridngulo debe ser un
triangulo rectdngulo? Explorards esta cuestiéon en la investigacion.

Investigacion: ;Es cierto el inverso?

Para esta investigacion, necesitards un cordon, tres clips para papel, y dos
ayudantes. Si nadie te puede ayudar, necesitards un corddn, algunos alfileres o
tachuelas, y una hoja grande de cartulina gruesa.

Un conjunto de tres enteros positivos que satisfacen la formula de Pitdgoras se
conoce como un triple pitagérico. Por ejemplo, como 32 + 42 = 52, los enteros
3, 4, y 5 son un triple pitagorico.

En la pagina 468 de tu libro, se enumeran nueve ejemplos de triples pitagoricos.
Selecciona un triple de la lista, y delimita cuatro puntos, A, B, C, y D, en un
cordén para crear tres longitudes consecutivas a partir de tu conjunto de triples.
(Deja algo del cordén a la izquierda de A y a la derecha de D, de manera que
puedas hacer un nudo.) Por ejemplo, si escoges 5, 12, 13, podrias marcar tu
corddn asi:

A B C D
AN A\ SIS A AN
[+—12 pulg —— 13 pulg —

AN}

5 pulg

Amarra los extremos del cordén de manera que los puntos A y D se junten.
Si estds trabajando con otras dos personas:

e Asegura tres clips sobre el cordon.

e Cada persona jala un clip cada uno, en el punto A, B, o C, para estirar el
cordén y formar un tridngulo. (Consulta la fotografia en tu libro.)

e Mide el dngulo mas grande del tridngulo. ;Qué tipo de tridangulo se forma?
Si estds trabajando solo:

e Fija el corddn a la cartulina en uno de los puntos senalados.

e Estira la parte del cordén entre el punto fijo y el siguiente punto sefialado.
Sujeta ese punto. Después jala el tercer punto senalado para estirar el cordén y
formar un tridngulo. Sujeta ese punto.

(continua)
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Leccidn 9.2 « El inverso del Teorema de Pitagoras (continuacion)

e Mide el dngulo més grande del tridngulo. ;Qué tipo de tridngulo se forma?

Selecciona al menos otro triple de la lista y repite el experimento.

Tus resultados pueden resumirse en una conjetura.

El inverso del Teorema de Pitagoras Si las longitudes de los tres lados de un C-83
triangulo satisfacen la ecuaciéon de Pitdgoras, entonces el tridngulo es un
tridngulo rectangulo.

|
En la pégina 470 de tu libro, se comienza una prueba del Inverso del Teorema de
Pitdgoras. En los ejercicios, completards esta prueba.

EJEMPLO

Solucion

120 CHAPTER 9

Un nino que se llama les querfa construir un corral rectangular para su conejillo
de Indias. Cuando termind, midi6 el fondo del corral. Encontré que un lado tenia
54 pulgadas de largo, el lado adyacente tenia 30 pulgadas de largo y una diagonal
media 63 pulgadas de largo. ;El corral es realmente rectangular?

Si el corral es rectangular, entonces dos lados adyacentes y una diagonal formaran
un triangulo rectdngulo. Para ver si éste es el caso, verifica si las medidas forman
un triple pitagérico.

63 pulg 30 pulg

54 pulg
302 + 542 = 900 + 2916 = 3816 y 63> = 3969

Como 30% + 54? # 632, las medidas no son un triple pitagorico, asi que el
tridngulo no es un tridangulo rectdngulo. Por lo tanto, el corral no es rectangular.
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onensios | PDos triangulos rectangulos
9.3 especiales

En esta leccién
e Descubrirds un medio rdpido para hallar la longitud desconocida de un lado
en un triangulo rectangulo isésceles (también llamado tridangulo 45°-45°-90°)
e Descubrirds un medio rdpido para encontrar la longitud desconocida de un
lado en un tridangulo 30°-60°-90° 45°

Un tridngulo rectangulo isdsceles a veces se conoce como tridngulo 45°-45°-90°,
debido a las medidas de sus dngulos. Observa que un tridngulo rectdngulo T
isésceles es la mitad de un cuadrado.

En la siguiente investigacién, descubrirds la relacién existente entre las longitudes

de los lados de un tridngulo rectdngulo isdsceles. Ll : =
Investigacion 1: Triangulos rectangulos isosceles
El triangulo rectdngulo isdsceles ilustrado aqui tiene unos catetos de
longitud /'y una hipotenusa de longitud h.
Si conoces el valor de [, puedes usar el Teorema de Pitdgoras para b
encontrar h. He aqui dos ejemplos. !
e Siles 5, entonces h* = 52 + 52 = 50, de manera que
h=\50 =V25-2=5V2. .
e Siles 8, entonces h* = 8> + 82 = 128, de manera que !
h=1128 =642 =8V2.
Halla el valor de h para al menos otros tres valores enteros de [ Simplifica la raiz
cuadrada, pero déjala en forma de radical.
Busca un patrén en la relacién entre 'y h. Resume tus descubrimientos
completando esta conjetura.
Conjetura del triangulo rectangulo isésceles En un triangulo rectangulo C-84
isdsceles, si los catetos tienen longitud [, entonces la hipotenusa tiene
| longitud
60°

Si doblas un tridngulo equildtero a lo largo de una de sus rectas
de simetria, obtienes un triangulo 30°-60°-90°.

En la siguiente investigacion, verds si hay un medio rdpido para encontrar las

longitudes laterales de un tridangulo 30°-60°-90°. =L

Investigacion 2: Triangulos 30°-60°-90°
El triangulo ABC es equildtero y CD es una altitud.

Responde las preguntas de los Pasos 1-3 de la investigacién. Necesitas

usar el hecho de que una altitud de un tridangulo equildtero también es
una mediana y una bisectriz de dngulo. En el Paso 3 debes concluir que la A D B
longitud del cateto mas corto es la mitad de la longitud de la hipotenusa.

(continua)
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Leccion 9.3 « Dos tridngulos rectangulos especiales (continuacion)

A continuacién hay un tridngulo 30°-60°-90°. Si conoces la longitud del
cateto mds corto, a, puedes encontrar la longitud de los otros lados. Por
ejemplo, si a es 3, entonces la hipotenusa, ¢, es 6. Usa la férmula de
Pitdgoras para encontrar la longitud del otro cateto, b.

32+ 2 =6
60°
9+ b2 =36 < a
b =27 30°

b=V27 =V9-3=3V3
La longitud del cateto b es 3\/3 unidades.

Comienza con al menos tres valores distintos de a y encuentra las longitudes de
los otros lados. Simplifica las raices cuadradas, pero déjalas en forma de radical.
Resume tus resultados completando esta conjetura.

Conjetura del tridngulo 30°-60°-90° En un tridngulo 30°-60°-90°, si el cateto C-85
mads corto tiene una longitud a, entonces el cateto mds largo tiene una
longitud , v la hipotenusa tiene una longitud 2a.

|
En la pagina 477 de tu libro, hay una prueba de la Conjetura del tridngulo
30°-60°-90°. Lee la prueba y asegtirate de comprenderla.

EJEMPLO Halla las longitudes de los lados sefialados con letras. Todas las longitudes estdn
en centimetros.
a. b. 14
30°
30°
c a
60°
26 b
60° ]
a
Solucion a. La longitud del cateto mds corto es la mitad de la longitud de la hipotenusa,
de manera que a = 13 cm. La longitud del cateto mas largo es la longitud
del cateto mas corto multiplicada por \/3, asi que b = 13V/3 cm.
b. La longitud del cateto mds largo es la longitud del cateto mas corto
multiplicada por \/3, de manera que 14 = a\/3 ya = % cm. La longitud de
la hipotenusa es dos veces la longitud del cateto mds corto, asi que ¢ = % cm.
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CONDENSADA

0.4 | Problemas practicos

En esta lecciéon
o Usaras el Teorema de Pitagoras para resolver problemas

Puedes usar el Teorema de Pitagoras para resolver muchos problemas relacionados
con los tridngulos rectangulos.

Lee el ejemplo en tu texto. Observa que el problema en ese ejemplo requiere
aplicar el Teorema de Pitdgoras dos veces: primero para encontrar la diagonal
del fondo de la caja y después para encontrar la diagonal de la caja.

En los ejemplos siguientes, trata de resolver cada problema por tu cuenta, antes
de leer la solucién.

EJEMPLO A Un cuadrado tiene una diagonal de una longitud de 16 pulgadas. ;Cual es el drea
del cuadrado?

Solucion La diagonal de un cuadrado divide el cuadrado en dos triangulos 45°-45°-90°.
Para encontrar el drea del cuadrado, necesitas conocer la longitud del cateto, I,
de los tridngulos.

45°

16 pulg.

45° ]
!

Segtin la Conjetura del tridngulo rectangulo isdsceles (o segiin el Teorema de
Pitagoras), sabes que [+ \/2 = 16, asi que [ = % pulg. Por lo tanto,

< 16 16
Area del cuadrado = Vo3 . 7
_ 256
2
= 128

Asi que el édrea del cuadrado es 128 pulg?.

(continua)
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Leccion 9.4 - Problemas practicos (continuacién)

EJEMPLO B La banda de marcha de la Clementina High School ensaya en la cancha de fttbol
de la escuela. La cancha mide 300 pies de largo de oeste a este y 160 pies de
ancho de norte a sur. Len comienza en la esquina sudoeste y marcha a una
velocidad de 5 pies por segundo hacia la esquina sudeste. Al mismo tiempo, Jen
comienza a marchar diagonalmente de la esquina nordoeste a la esquina sudeste.
Si desean reunirse en la esquina en el mismo instante, ;a qué velocidad debe
marchar Jen?

Solucion Para empezar, haz un dibujo para ilustrar el problema.
N
Ruta de Jen f
160 pies
Ruta de Len
300 pies

Len marcha 300 pies a una velocidad de 5 pies por segundo, asi que le tomard
300 + 5, 6 60 segundos, para llegar a la esquina suroriental.

Para que se encuentren al mismo tiempo, Jen también debe cubrir su ruta en
60 segundos. Para hallar la distancia que Jen debe marchar, usa el Teorema de

Pitagoras.
1602 + 300% = x?
25,600 + 90,000 = x2
115,600 = x?
340 = x

Jen debe cubrir 340 pies en 60 segundos, asi que debe marchar a una velocidad de
340 + 60, 6 aproximadamente 5.7 pies por segundo.
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owasior | |La distancia en la geometria
9.5 | de coordenadas

En esta leccion

e Aprenderds una férmula para encontrar la distancia entre dos puntos sobre
un plano de coordenadas

e Descubrirds la ecuacién general de un circulo

e Encontrarés el centro y el radio de un circulo basindote en su ecuacién

En un plano de coordenadas, puedes encontrar la longitud de un segmento

Y
en la direccién x, contando los cuadros de la cuadricula o restando 8 i
coordenadas x. De manera similar, puedes encontrar la longitud de un
segmento en la direccién y contando o restando coordenadas y. 6

7 — 4 = 3 unidades

Puedes pensar en cualquier segmento que no esté en la direccién x o y como

. S \ o 4
la hipotenusa de un tridngulo rectangulo con catetos en las direcciones x e y.
Esto te permite usar el Teorema de Pitdgoras para encontrar la longitud del )
Segmento’ l8 —‘ 2 r 6‘unida‘desl
" >4 6 8
8
P
6 ///
4
) \
> X
2 4 6 8

En la siguiente investigacion, usards esta idea para desarrollar una férmula para la
distancia entre cualesquier dos puntos en un plano de coordenadas.
Investigacion 1: La formula de la distancia

El Paso 1 de tu libro muestra cuatro segmentos sobre unos planos de y

coordenadas. Encuentra la longitud de cada segmento, considerando '

que es la hipotenusa de un tridngulo rectangulo. Por ejemplo, el 5

segmento en la parte a es la hipotenusa de un tridngulo rectingulo

con catetos de longitudes de 2 unidades y 4 unidades, asi que usando

el Teorema de Pitdgoras,

longitud? = 22 + 42 ! >

=20

longitud = V20 = 2\/5 =~ 4.5 unidades

En el Paso 2 debes graficar los puntos y luego encontrar la distancia entre ellos.

Puedes encontrar la distancia usando el procedimiento que usaste en el Paso 1.

Considera los puntos A(15, 34) y B(42, 70). No serfa practico graficar estos

puntos en una cuadricula, asi que ;como podrias encontrar la distancia

entre ellos? (continua)
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Leccion 9.5 ¢ La distancia en la geometria de coordenadas (continuacion)

Recuerda que puedes hallar una distancia horizontal restando coordenadas x, y una
distancia vertical restando coordenadas y. Usa esta idea para completar los Pasos
3-5 en tu libro y encontrar la distancia entre los puntos A(15, 34) y B(42, 70).

Puedes generalizar tus descubrimientos en esta investigacion en una conjetura.

Formula de la distancia La distancia entre los puntos A(xl, 71) y C-86

B(xz, yz) se expresa por la formula (AB)? = (x2 — xl)2 + (yz — y1)2 0

AB = \/(x2 - x1)2 + (y2 — yl)z.

.

El Ejemplo A en tu libro te muestra cémo aplicar la férmula de la distancia. Lee
el ejemplo atentamente.

El Ejemplo B en tu libro te muestra como usar la férmula de la distancia para
escribir la ecuacién de un circulo con el centro (5, 4) y el radio 7 unidades. La
solucién usa el hecho de que el circulo es el conjunto de todos los puntos (x, y)
que se sitdan a 7 unidades del punto fijo (5, 4).

Investigacion 2: La ecuacién de un circulo

un circulo, basindote en su ecuacién. He aqui otro ejemplo.

En los Pasos 1 y 2 se te pide encontrar las ecuaciones de los circulos, dados

sus centros y radios. Por ejemplo, el circulo de la parte a tiene el centro (1, —2)
y el radio 8. Si (%, y) es un punto en el circulo, entonces su distancia desde

(1, —2) es 8. Usa la férmula de la distancia para encontrar la ecuacion.

(6= 17+ (y = (22 = &
(x— 12+ (y+2)? =64

Encuentra las ecuaciones para los circulos de las partes b y ¢ por tu cuenta. La

siguiente conjetura resume tu trabajo en la investigacion.

Ecuacion de un circulo La ecuacién de un circulo con el radio ry el centro C-87
| (h, k) es (x — h)?> + (y — k)? = 1.

L

En el Ejemplo C en tu libro, se muestra como encontrar el centro y el radio de

EJEMPLO |

Solucion

126
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Grafica el circulo con la ecuacion x> + (y + 3)? = 9. y

Reescribe la ecuacién del circulo en forma estdndar
(la forma dada en la conjetura).

(x — h)?+ (y — k)?
(x =02+ (y — (—3))?

Ahora puedes identificar facilmente los valores de h, k, y . . y
El centro es (0, —3) y el radio es 3. Usa esta informaciéon N e

para dibujar la grafica.

r2

32

N
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CONDENSADA

9.6 Circulos y el Teorema de Pitagoras

En esta leccion

e Usaras las conjeturas del circulo y el Teorema de Pitagoras para resolver
problemas

En el Capitulo 6, descubriste varias propiedades de los circulos que tienen que ver
con angulos rectos. He aqui dos de las conjeturas de ese capitulo.

Conjetura de la tangente: Una tangente a un circulo es perpendicular al radio
trazado hasta el punto de tangencia.

Conjetura de los angulos inscritos en un semicirculo: Los dngulos inscritos en
un semicirculo son dngulos rectos.

Puedes usar estas conjeturas y el Teorema de Pitdgoras para resolver algunos
problemas dificiles.

En el Ejemplo A en tu libro, se usa la Conjetura de la tangente y el Teorema de
Pitdgoras para encontrar el drea de la porcién sombreada de un circulo. En el
Ejemplo B, se usa la Conjetura de los dngulos inscritos en un semicirculo y el
Teorema de Pitdgoras para encontrar el drea de un circulo. Lee estos ejemplos
atentamente, y lleva a cabo cada paso. A continuacién hay otros dos ejemplos.

EJEMPLO A AD y AQ son tangentes al circulo O, y AP = 3 cm. Encuentra el drea de la region
sombreada.
A
P
A\\
60°
O Q
/
Solucion Puedes dibujar OA para crear dos tridngulos 30°-60°-90°. !
(;C6mo sabes que el segmento biseca a £ O para crear P
dos angulos de 30°?) 3 a4
En AAPO, el cateto mas corto, AP, tiene una longitud de {}k
3 cm, de manera que el cateto mas largo, que es el radio Q
del circulo, tiene una longitud de 3V/3 cm. o
Como el radio es 3\/3 cm, el 4drea de todo el circulo es
277 cm?. El drea de la regién sombreada es %, 6 %, '
del 4rea del circulo. Por lo tanto, el drea sombreada es
%(2777), 6 %W cm?.
(continua)
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Leccion 9.6 « Circulos y el Teorema de Pitagoras (continuacion)

EJEMPLO B Encuentra el drea de la regién sombreada.

M
4 cm
L N
(0]
Solucion El drea de la regién sombreada es el area del semicirculo menos el area
de ALMN.

ALMN es un triangulo rectdngulo isdsceles (un tridngulo 45°-45°-90°) con un
cateto de 4 cm de longitud. Asi pues, la longitud de la hipotenusa, que es el
didmetro del circulo, es 4\/2 cm. Entonces, el radio del circulo es 2\/2 cm, de
manera que el drea de todo el circulo es 77(2\/5 )2, 6 87 cm?. Por lo tanto, el 4rea
del semicirculo es 47 cm?. El 4rea de ALMN es %(4)(4), u 8 cm?. Asi pues, el drea
de la regién sombreada es (47 — 8) cm?.
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