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Wiederholung: Der OLS-Schatzer in Skalarschreibweise

Im einfachsten Schatzmodell schreibt man fiir das tatsachliche
Modell:

Ve = B1+ Boxea + oo + BmXem +ug; t = 1,2, .. T (1)

mit t als Anzahl der Beobachtungen, und m als Anzahl der
Regressoren.

Der OLS-Schéatzer minimiert die Residuenquadratsumme (RSS) fiir
das geschatzte Modell:

T

-
min Z(yt — by — boxgp — ... — bmxtm)2 = Z ﬁf (2)

(El?"'7ém) t=1 t=1



Durch Berechnung der partiellen Ableitungen ergibt sich das
Normalgleichungssystem:
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Thy + bZZXtQ + ...+ meXtm — Zyt =0 (3)
t=1 t=1 t=1

T T T T
blzxtz + bQfoz + ...+ mextzm — thzyt =0
t=1 t=1 t=1 t=1

T T T T
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Dieses System lasst sich fiir m = 2 analytisch |6sen:

T T
Yy = biT+bh Y xo (4)
t=1

t=1
T T T

2
E Yexep = by E xe2 + ba E Xi>
=1 t=1 =1

und man erhalt als OLS-Schatzer:

by =y — bXo; (5)
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Der OLS-Schatzer in Matrixform

Das multivariate Schatzmodell

Ye = P14+ Paxea + .. + BnXem + U t =1,2,..T (1)

lasst sich kompakter in Matrixform schreiben als

YTx1 = XTxmBmx1 + UTx1 (7)



Ausgeschrieben:

n 1 X2 -+ Xim
Y2 1 X - Xom
YTx1 = . XT><m: . . . . /Bmxl =
yT 1 Xr2 -+ Xrm
b1 uy
B2 uo
. Urxi1 =

Bm urt



Das tatsachlich Modell:

y=X8+u
Das geschatzte Modell:
y=XB+10
Minimierung der RSS:
-
min RSS = Z 0?

(10)



0’0 ist das Skalarprodukt oder inneres Produkt und ’ die
Transponierte einer Matrix oder eines Vektors, d.h., Zeilen und
Spalten werden vertauscht. Es gilt (A’) = A

Ausgeschrieben:

1
u2



Durch Einsetzen von Gleichung (9) in (10) folgt

N A

0’ = (y — XB)'(y — Xp)

Matrixrechenregeln:
Es gilt:

1. (A+tB)Y =A"+PB
2. (AB) = B'A’
Damit wird Gleichung (11) zu

0o = (y — (B'X)(y — XB)

(12)



Mit
3. (B+C)A=BA+CA

ergibt sich durch Ausmultiplizieren:
0’0 =y'y — yXB— X'y + F’X'Xj

Unter Anwendung von Regel (2) |3sst sich schreiben:
(Hinweis: Das Produkt y’X /3 ist ein Skalar:

Y 15 TXTxmBmx1 = aix1)
0o = yy—(yYX3) — Xy + XX
= yy 28Xy + XX

(14)



Ableitungsregeln fiir Matrizen:

4. Skalarprodukte: 856'3 = agﬂa = a, mit a als Vektor.

5. Quadratische Form: 6’3 A’B =(A+ A
Mit A symmetrisch, i.e. A A aﬂ AB =2Ap5.

Damit haben wir:

ou'h
op
da mit (X +X7xm) = (X'X)mxm Symmetrie erfiillt ist.

= —2X'y +2X'X3 =0 (15)



Matrixinversion:
Eine quadratische Matrix A heilt invertierbar wenn gilt:

6. AA"L=A"IA=1I.

Dies entspricht ungefidhr der Division im Skalarfall.!

Die Inverse der quadratischen Matrix A kann man berechnen mit
—1 _ 1 .
AT = adj(A)

, wobei |A| die Determinante von A ist.

LFiir rechteckige Matrizen lassen sich s.g. Pseudoinverse berechnen.



Damit A, bzw. (X’X)mxm invertierbar ist, muss gelten:
Rang(X'X) = m,

d.h., die Spalten der Matrix X’X miissen unabhngig sein.?
Auflésen von Gleichung (15) ergibt den OLS-Schétzer:

b= (X'X)"'Xy (16)

2|st dies nicht der Fall, spricht man von Multikollinearitit:



BLUE-Eigenschaften des multiplen OLS-Schatzers

Erwartungstreue (Unbiasedness) des OLS-Schitzers /:

E(3) = E(X'X) Xy (17)
Aus der Gleichung des tatsadchlichen Modells (8):

!/

((X'X) 71X (XB + u)) (18)
(X' X)"IX'XB + X' X~ 1X'u)
(18) + E((X’X)"*X'u)

E(B) = E((X'X
= E((X'X
E

= p

mit der Regel E(b+ aX) = b+ aE(X), der Annahme, dass die
Variablen in X nicht stochastisch sind, und dass fiir die Storterme
gilt u ~ N(0, 02).



Effizienz (Best) des OLS-Schatzers:
Matrixrechenregel:

8. (XX)™1) = ((X'X))~t = (XX)~*

Var(3) = E[(3—EB)(B-EB)Y] (19)
= E[(XX)IX/(X3 +u) = B)((X'X) X (X5 + u) - )]
= E[(X'X)"IX'u+ (X'X)"IX'XB - B)

X' X)X 'u + (X' X)IX'XB — 6)]
[ /X 1X/ (XX)—lx/u)/]
[(X'X)~ 1x’uu’X(x X)™ ]

((
E[(
E[(

Unter der Annahme nicht-stochastischer erklarender Variablen kann
man schreiben:

Var(B) = (X'X) 71X’ E[uu’] X(X'X) 7! (20)



Der Ausdruck Efuu’] ist das duBere Produkt. Dieses wird

berechnet als:

ujuy uiup
, Uy Ulp
E [uu] =E ) )

uruy uUrtu

E [(U1)2] E [U]_U2]
Elwmw] E [(u2)2]

E [u.Tul] E [u.Tuz]

umur
uurt

ururt
E [u1uT]

E [upuT]

E [(ur)?]



Da per Definition:

Var(ui) = E[(ui — Efui])(uj — E[ui])]
fiihrt die Annahme E[u;] = 0

zu Var(u;) = E[u?] fiir i = j

Analog wird

Cov(ujuj) = E[(uj — E[uil)(uj — E[y])]
unter Efu;], E[y] = 0

zu Cov(uj, uj) = Efu;u;] fiir i # j.



Die Annahmen
» Var(u;) = 02 konstant V i: Homoskedastie
» Cov(uj, u;) =0 Vi # j: Keine Autokorrelation

fuhren zur Varianz-Kovarianz-Matrix von u:
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o o2 0 0| L|l01o0
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Damit kann man Gleichung (20)
Var(B) = (X'X) 71X’ E[uu’] X(X'X) ™! (20)
schreiben als
Var(3) = (X'X) 71X 0?1 X(X'X) (21)

Da AaB = a(AB), und X'X(X'X)~1 = I erhilt man die
Varianz-Kovarianz von {3 als :

Var(B) = o?(X'X)"IX/X(X'X)~? (22)



Da o2 unbekannt ist, muss man auch hierfiir einen Schitzer
verwenden. Diesen gewinnt man iiber die Residuen

i=y—Xb (23)
Problem: Var[u] # Var[i]
X (T—-m) = i (24)
E[6°(T —m) = E[i/d]
T— 1
5 T’" = <D
T 1
A2 _ oA
R S
1
A2 o Al A
g = T_ mu u

Dass heiBt, der Term ﬁ korrigiert den Bias, und man erhilt

einen erwartungstreuen Schatzer fiir die unbekannte Varianz der
Regression.3
3Siehe von Auer (2007, S.194/195) fiir einen ausfiihrlichen Beweis.




Zusammenfassung

—_

. Der OLS-Schatzer in Matrixschreibweise:
B = (X'X)"'X'y (25)

2. Die Varianz-Kovarianz-Matrix von :

V(3) = o*(X'X)" (26)
— 6,2(x/x)—1
3. OLS als Best-Linear-Unbiased-Estimator im multivariaten Fall
4. Literatur: Verbeek (2008): Kapitel 2.1 - 2.5
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