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INTEGRALES TRIGONOMETRICAS

Soluciones

Teniendo en cuenta :

1. J-%~cos7x-cos2x-dx: cosmx-cosnx:%[cos(m—n)x+cos(m+n)x] =

cos 7x -cos 2x = % [cos 5x +cos 9x]

:J.l l[cos5x+cos9x] UcosSx dx+jcos9x dx] 1 lsen5x+lsen9x +C
32 615 9

——-sen5x+isen9x+C
54

" 30
senx=t |
cosx-dx =dt|

2. J(cos X)S -dx =J.(cos2x)2 -cos x -dx :j(l—senzx)2 -cos x -dx :{

3 5
I(l—t2)2 ~dt:I(1—2t2+t4)~dt:t—Zt—+t—+C:senx—gsen3x+lsen5x+c
3 5 3 5

3. I sen’x -dx Teniendo en cuenta las relaciones trigonométricas:

sen2x+cos2 x=1

2

Cos X

. 1
) = Restando : 2:senx = 1 - cos 2x despejando  sen Zx=— (1 —cos 2x)
—sen”x = cos 2x 2

J.senzx~dx:'|.l(1—0052x)~dx 1L x—lsen2x +C
2 2 2

2 P 2 )2
cos® X cos? x-cos x 1—-sen“x) -cosx senx =t 1-t
4. j j dx:I / dx = :j S dt=
sen’x sen’x sen“x cosx-dx =t t
-1 3 3
J'l 2t +t! -dt I(—2+t2J~dt=I(t2—2+t2)~dt:t—2t+t3+C=tl—2t+t3+C:
3 3
——1—2t+t—+C {senx:t}:sen X 2senx- +C
t 3 sen x
tgizt:dx: 2dt2
2 1+t 5 5
1 2t 1 2dt (1+t )-(l—t ) 2dt
5. Ii-dx= sen x = 3 =J. . 2=I 5 A > =
senx —tgx 1+t 2t 2t Joff- -1+ 2)) 14
P 1+t2 1-t2
1-t2

I%

=3 (%

t—l

J[

-2
l Lnt—t— +C=l
2 -2 2

[Lnt+1J+C:
2t2
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g2 t 1—cosx 1
= t= =— Ln
X _ 1—cos x 1+cosx 2
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1
=—Ln
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2
) 1—cosx
14+ cosx
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1+cosx‘ 4 l-cosx
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6. I«/senx-cos3x~dx:.[«/senx~coszx~cosx~dx:J‘«/senx~(1—sen2x)~cosx~dx={ senx =t }:

cosx-dx =2t-dt

:J'P-(l—(tz)2)-zt-dt:{ senx = t* }:J'ztz(l—t“)-dt:zj(tz —té)-dt:

cosx -dx =2t-dt

_ t3 t7 +C= senx:t2 _ («/senx)3 («/senx)7 +C=
_2.[_ J C_{t:w/senx}_z. - €=

3 7
[ 3 [
:2.[senx 3 senx _sen X7 Senx]+C:221«/senx-(7senx—3sen3x)+c

37

- Isen X +Cos X dX_J'(sen X + cos x)-(sen X —cOS x) d _J' sen’x —cos? x dx <
“Jsen x—cos x (sen X — cOS x)-(sen X —COS x) (sen X — COS x)2
:J- . (cos2x sen”x -dx:J‘M-dx:ljw-dx:an\l—sen2X\+C
sen“x +cos“x —2sen X - cos X 1—sen2x 27 I-sen2x 2
tgx—t'dx— 2dt 2dt
H R 2 2 _
S'I dx _}J "2 2t1+t _ lzt =Idt=Lnt+C:{t=th= 1 cosx}:
sen x sen x = ; t t 2 1+ cosx
1+t 1+t2
In I—-cosx +C
1+cosx
1 tggzt:d - 2dt2 1 2d 1+t2 2d
9. Ii.dx: Lrt :J' 2 :j * Lt :jdt=t+C=
1+cos x 1-t 1-t2 1+t2 J1+t2 412 1+t2
COSX = 5 1+
1+t 1+t2

X 1—cosx 1—cosx sen x
2 1+cosx 1+cosx 1+cosx

. _ . =t !_ ’
10. J‘sen x_dX:J‘sen X senx.dX:J‘(l cos X) senx_dxz{ Ccos X }:Il 'f[ -(—dt):

Ccos X COS X COS X —sen x-dx =dt

2 44 2 .4
=—J.12tt+t~dt:—j(1—2t+t3j'dt=—{Lnt—2;+t4]+C:{t:cosx}=

1
= cos? x—zcos4 x—Ln‘cos x‘ +C
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3 2 2 2
- cosx =t -
11. Isenixdx:Isenixsenx-dx:jﬂsenx-dx: * ZII : (—dx)=

2+cos x 2+cos X 2+cos X —senx-dx =dt 2+t

2 Descom.pf)r.nendo 3 2
:J. dx = por divisiéon :I t—24+— dx:——2t+3Ln‘2+t‘+C:{t:cosx}:

2+t L 2+t 2

polinémica
cos? x

= 5 —2cosx+3Ln‘2+cosx‘+C

2 . . . . .
12. J'senix -dx A partir de la expresion de la tangente del angulo mitad, y teniendo en cuenta que si:

1+sen 2x
X 1—cosx 1—cos2x
tg—:‘/—btgx:‘/—
2 1+ cos x 1+ cos2x

se puede despejar el coseno del angulo doble en funcion de la tangente del angulo

1-tg?
cos 2X = g2X
I+tg°x
Mediante la ecuacion sen’a + cos’a = 1 se despeja el seno del angulo doble en funcién de la tangente
del angulo
2
T 1-tg? 2t
sen 2x =+/1—cos?2x = _[1—- g2X = g>2<
I+tg°x I+tg"x
Haciendo el cambio de variable
tgx=t— (tg2x+1)-dx =dt:dx = 2dt = 2dt jsen2x = 2t
tgx+1  t7+1 t7+1
2t
2
J‘sen2x.X:J‘t+1.2dt :J‘2 2t . -dt:J- 22t2 dt
1+sen 2x 142t 741 (t +2t+1)~(t +1) (t+1) -(t +1)
2
t7+1

Integral racional con una raiz real de multiplicidad dos y dos raices imaginarias. La expresion se
descompone en fracciones simples de las siguiente forma
2t A 1 A 2 M-t+N
2 (2.4 el 22
(t+1)* -t +1) t+1 (t+1)* 2 +1
Las constantes se calculan sumando el segundo miembro e identificando los numeradores de las dos
fracciones.

2t Al(t+1)(t2+1)+A2(t2 +1)+(M't+N)~(t+1)2

(t+1)2-(t2 +1) (t+1)2'(t2+1)

2t = Al(t+l)(t2 +1)+A2 (tz +1)+ (M -t +N)(t +1)2
desarrollando y ordenando el segundo miembro de la igualdad
2t=(A; +M) +(A; + A, +2M+ N}t +(A; +M+2N)t+(A; +A, +N)
identificando por términos se plantea un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incognitas

A +M=0 Ap=0

t2:A1+A, +2M+N=0 Resolviendo _|A2 =1
s

t:A; +M+2N=0 M=0

IHdZA1+A2+N:O N=1
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2t -1 N 1
(t+1)2~(t2+1) (t+1)2 t2 +1
J- 22t dt:J- _12+21 dt:L+arctgt+C:{t:tgx}: ! +arctg(tgx)+C:
(t+1) {2 +1) (t+1)*  t2+1 t+1 tgx+1
= tx+4C=— % i x4cC
tgx+1 sen X + cos X
—Secx ? (—secx)2 1
13. j(J ~dx:j72'dx:j(1+tgx)72'seczx'dx:‘[(1+tgx)72~ 5 dx=
I+tgx (1+tgx) cos” x
. N SR ")
teniendo en cuenta la primitiva '[ " x)-f'x)dx=——=+C Vn=-I
-1
O] -1
-1 I+tgx

14. Jcosz 3x-dx Teniendo en cuenta las relaciones trigonométricas:

sen?3x+cos’ 3x =1

5 5 = Restando: 2-cos? 3x =1+cos6x  despejando  cos’x = 1 (1+cos 6x)
cos” 3x —sen” 3x = cos 6x 2

J‘cos2 3x-dx ZJ-%(1+COS6X)'(1X :;[X+ésen6x)+c

15. J‘&.dlej‘de:1Ln(4+3senx)+C
4+3sen x 3J 443senx 3

2 !_ 2 ) _t 2
16. Icosx'ctg2x~dx:J‘cosxicos X'dx:J.1 sen X cosx~dx:{ senx }:J-l t -dt=
sen®x sen’x cosx -dx = dt
—1 _ 3
21(12—1]'&=J.(t_2—1)-dt:t—t+C:1—t+C:{t:senx}: ! —senx+C

t -1 t sen X



