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Integrales trigonométricas

Es importante tener en cuenta los siguientes relaciones
sen?x + cos2x = 1
1+ tgzx = sec2x
1+ cotgzx = cosec2x
sen 2x = 2-sen x-cos X
cos 2X = cos’X — sen’x
X 1-cosx

sen — =
2 2

X I+cosx
oS — = |[——
2 2
X I—cox
tg- = |
2 I+cosx
A partir de la ecuacion fundamental y la del coseno del angulo doble, se puede obtener una expresion para el

seno y coseno cuadrado en funcion del coseno del angulo doble, muy utiles en las integrales del tipo

jsennx-dx ) jcosn x -dx

. 1
} Sumando: 2-cos” x = 1+cos2x  despejando  cos® x = 5 (1+cos 2x)
=

sen’x +cos” x =1

2

2
cos” X —sen”x = cos 2x Restando : 2:sen’x = 1—cos2x  despejando  sen’x = % (1-cos 2x)

e Integrales del tipo J. senx-cos" x-dx siendo m y n niimeros enteros, presenta dos casos

diferentes
1) Sial menos m 6 n son impares. En este caso el impar se decompone en par mas uno y se hace el

cambio del la par igual a t

Ejemplo 1. J.sensx-cos2 x-dx :I sen*x-sen x-cos? x - dx =I (senzx) sen x-cos” x -dx =

2 cosx =t 2
=J‘(1—cos2 x) -senx~cos2x~dx:{ * }zj(l—tz) -tz-(—dt):—j(tz—2-t4+t6)~dt:
—sen x-dx =dt
3 4.5 LT 3 5 7
:_L+2t —L+C:{t:cosx}:—cos x+2005 X cos X+C
3 5 7 3 5 7

. 3,03 I U T I I 2 _ ) osenx=t | _
Ejemplo 2. | sen”x-cos” x-dx =| sen”x'cos” x-cosx -dx =| sen x|\l -sen“x fcos x -dx = =
cosx-dx =dt

4 6 4 6
=It3-(1—t2)-dtzf(t3 —t5)~dt=t——t—+cz{t=senx}= Sn xS X, ¢
4 6 4 6
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2

cos® x = — (1+cos 2x)

y aplicando las potencias necesarias
(1-cos 2x)

2) Simy nson pares se tienen en cuenta

SCIl2X =

se desarrolla la expresion

Ejemplo 3. jsen2x~cox4x~dx = I%(l —cos 2x)~%(1+cos 2x)2 dx =

= J.i(l—cos 2x)o(l+2cos 2)(+cos2 ZX)dx :%J‘(l—cos 2x—cos2 2x—cos3 2x)dx =

a cos? 2x:5(1+cos4x)

:1I[l—cos2x—1(1+cos4x)—cos2x~(1—sen22x)de =
cos? 2x = cos 2x - cos 2X:COSZX'(1—SeIl22X) 4 2

sen2x =t q . 3 | 3,
I(l—sen22x).cos2x~dX: cos2x-2=dt :I(l— z)gzz(t—gJ+C:{t:sen2x}:2[sen2x—sen3 X]+C

CcoS2X = E
2

3
=l x—lsen2x—l x+lsen4x —l sen2x—Sen 2 +C
4 2 2 4 2 3

e Integrales del tipo J. sen mx - cos nx - dx siendo m y n niimeros enteros, se transforman en

sumas de senos y cosenos mediante las transformaciones de sumas en productos:
A+B A-B
senA+senB:2~sen( 5 )cos[ j

2
senA—senB:2-cos(A+B ~sen(A_Bj

2 2
cos A+cosB=2-cos ﬂ -Ccos ﬂ

2 2

haciendo los cambios:
A+B A+B
=mx =nx
2 2

se obtienen las transformaciones inversas, de productos a sumas
sen mx - cos nx = % [sen(m - n)- X+ sen(m + n)~ x]
sen mx - sen nx = % [cos(m - n)~ X— cos(m + n)- x]

COS MX - COS NX = %[cos(m—n)- X+ cos(m + n)- x]
Ejemplo 3.

sen5x -cos3x = l[sen(Sx—3x)+ sen(5x+3x)] 1
J.sen5x-cos 3x-dx = 2 | = J.—[sen2x+sen8x]~dx =
sen5x-cos3x = 5 [sen2x + sen8x] 2

=l —lcos2x—lcos8x +C
20 2 8
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e Sien la integral aparece una expresion algebraica de funciones Trigonométricas a la que no
se le pueda aplicar lo anterior, por lo general se pueden transformar en expresiones

. . . . X
racionales mediante le cambio de variable t(2j =t.

tg X = ¢ diferenciondo f 2 X)L g
7 2)2
despejando dx

dx = 2-dt

2 X
1+tg” —
& 2

. X . <7 s
sustituyendo tg 3 por t, se obtiene la expresion de dx en funcion e t.

2.dt

1+1t2
A partir de la ecuacion de cambio de variable, se pueden obtener las expresiones de sen X y cos X en
funcion de t

dx

t. i_t
g2— l—cosx:tz

:7

X I-cosx 1+cosx
tg== |———
2 1+ cosx

despejando cos x

cosx—l_t2
1+1t2
a partir de la ecuacion fundamental de la trigonometria se obtiene la expresion de sen x en funcion de t
2
1-t> 442
sen’x =1-cos? x =1- S| = 5
1+t (1+t2)
sinx = 2t
1+t2
Cambio de variable:
sinx = 2
1+1t2
tgi—t: COSX = -
2 1+t2
2-dt
dt = d2
1+t
Ejemplo 3.
te =t
5o 1-t2 1-t2
_¢2 2 ) 2 : 2
I cosx | o1 t2 =J- 1+t : 2d;:j 12+t : 2d;=J-1 tzdtzj-(—H 22jdt
I+cosx 1+t 1-t° 1+t 1+t +1-t° 1+t 1+t 1+t
dt= 2 1+t 1+t
1+t

:—t+2-arctgt+C:{t:tg;}:—tg)2(+2~arctg(tg;j+C:—tg;+x+C



