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PLANOS soluciones

1. Sea 7 el plano cuya determinacion lineal es el punto A(-1, 2, 3) y los vectores U = (-1, 4, 5),
Vv =(2, -2, 7). Determinar la ecuacion vectorial, las ecuaciones paramétricas y la ecuacion implicita de .

Solucién
La minima determinacion lineal de un plano son dos vectores paralelos al plano y un punto del plano.
Ecuacion vectorial:

n=(xy,2)=(-1,23)+(-1,45)- L +(2,-2,7)-n
Ecuaciones paramétricas:

x=—1-A+2p
n=qy=2+41-2pn
z=3+50+7n

Ecuacion general:
x+1 y-2 z-3
n=| -1 4 51=0

2 -2 7
desarrollando por los elementos de la 1* fila
4 5 -1 5 -1 4
n=(x+1) —(y=2)- +(z-3)- =0
O ) s Y
operando los determinantes y ordenando
n=38x+17y-62+22=0
x=5+3t-2s
2. Sea w el plano de ecuaciones: <y = —2+4t—=5s . Determinar:
Z=6-t+s
a) Dos puntos del plano 7.
b) Dos rectas secantes contenidas en 7.
c) Ecuacion general de .
Solucion
De la ecuaciones paramétricas de un plano se pueden obtener dos vectores linealmente
A =(5-2,6)
independientes paralelos al plano y un punto del plano. Del plano 7 se obtiene: n=4 u= (3,4,—1)
v=(-2,-51)

t=0;5=0:A=(5-2,6)
t=1;5=0:A'=(8,2,5)
A=(5-26) x-5 y+2 z-6  [A=(5-2.6) x-5 y+2 z-6
{ﬁ=(3,4,—1)' 30 4 1 ys:{vz(—z,—s,l)' 2 S5

x=5 y+2 z-6

a) Dos puntos del plano: {

b) r

c) m=| 3 4 —1 | =0 desarrollando por los elementos de la 1* fila
-2 -5 1
4 -1 3 -1 3 4
=(x-5) —-(y+2) +(z—-6)- =0
O RS R, R0

operando los determinantes y ordenando
n=-X-y—-7z+45=0
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3. Ecuacidn del plano que pasa por (2, 1, 0), (1, 1, 3) y (0, 0, 2).

Solucién

La minima determinacion lineal de un plano (dos vectores y un punto), se puede obtener de tres
puntos no alineados. Siendo A =(2,1,0),B=(1,1,3)y C=(0, 0, 2).

A =(2,1,0) x=2 y-1 z-0
n=4 AB=(1-2,1-1,3-0)=(-1,0,3) : | -1 0 3 |=0
AC=(0-2,0-1,2-0)=(-2,-1,2) |-2 -1 2

Desarrollando por los elementos de la 1* fila.
0 3
-1 2
Operando los determinantes y ordenando.

-1 3
-2 2

-1 0

nE(x—2)~ s

+z-

~(y-1)-

~0

n=3x—-4y+z+10=0

4. Ecuacion del plano que pasa por A(—1,3,0) y es paralelo al plano 7 =x+y —z= 0.
Solucién.

El problema se resuelve mediante el haz de planos paralelos a m, particularizando para el plano
buscado con el punto A

Haz de planos paralelos a m:

x+y-z+K=0: VKeR

Para calcular el plano buscado se tiene en cuenta que el punto Peo, y por tanto sus coordenadas

deben de satisfacer su ecuacion.
-1+43-0+K=0 : K=-2
sustituyendo:
c=x+y-z-2=0

5. Sabiendo que el plano mx+ ny + pz — 6 = 0 pasa por (1, 3, —1) y es paralelo al plano
2x —y+2z—7=0.Hallar mynyp.
Solucidn.
Si dos planos son paralelos su vectores caracteristicos seran iguales o proporcionales.
n:mx+ny+pz—6=0=>n, :(m,n,p)

G:2x—y+2z-7=0=>1,=(2,-12) }: 1T| |6 = =k-(212)= (kok2k)

El plano buscado tiene la forma:
2kx —ky+2kz—-6=0
El valor de k se obtiene teniendo en cuenta que el punto (1, 3, —1) pertenece al plano, y por tanto sus
coordenadas satisfacen la ecuacion del plano.
2k-1-k-3+2k-(-1)-6=0 : -3k—-6=0 : k=2

El plano buscado es:
—4x+2y-4z-6=0
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6. Hallar, obteniendo previamente el haz de planos, la ecuacion del plano que pasa por la recta:
{x—3y+22—1 =0
r=

2x+y—z+2=0 v
i) pasa por (2,0, 1)
ii) es paralelo al plano 3x -2y +z—-5=0
ii) es paralelo a la recta X;S =y-3;z=0

Solucién.
El haz de planos de arista r tiene por expresion:
x-3y+2z-1+k(2x +y-z+2)=0 VkeR
i) Pasa por (2, 0, 1). Las coordenadas del punto cumplen la ecuacion del plano, por
tanto sustituyendo en el haz las variables x, y, z por las coordenadas del punto
podemos despejar el valor del parametro que determina el plano buscado.
2-3-042-1-1+k(2:2+0-1+2)=0 3+5k=0 k :—%
Sustituyendo, multiplicando por —3 para quitar la fraccion, y ordenando se llega a la ecuacion del
plano pedido.

x—3y+22—1—%(2x+y—z+2)20
5x— 15y +10z-5-6x-3y+3z-6=0
n=-Xx— 18y +13z-11=0

ii) es paralelo al plano 3x — 2y + z — 5= 0. Los vectores caracteristicos de ambos
planos son paralelos y por tanto.proporcionales. El vector caracteristico del haz de
plano en funcion del pardmetro k se obtiene de la ecuacién del haz ordenando por
variables

x—3y+22—1+k(2x+y—z+2)=0 VkeR
x—3y+2z—1+42kx+ky—-kz+2k=0 VkeR
(1+2k)x +(k-3)y+(2~k)z+(2k-1)=0 f=(1+2k k-3,2-k) VkeR

(3,-2,1)=K(+2k,k-3,2-k) = “321‘ = k_;’ = 211‘

Igualando dos a dos se resuelven las ecuaciones. Si las ecuaciones tienen igual solucion, el problema
tiene solucion, en caso contrario no.

1+2k k-3
==

k=1
3. 2 k=1:m=x-3y+2z—1+1-(2x+y—z+2)=0
-3 2-k
—=—=k=1
-2 1
Ordenando:
n=3x-2y+z+1=0
ii) Es paralelo a la recta X5 y — 3; z = 0. El vector caracteristico del plano es

perpendicular al vector de direccion de la recta, por tanto el producto escalar de
ambos es nulo.
(1+2k)x+(k-3)y+(2-k)z+(2k-1)=0 1i=(1+2k k-3,2-k) VkeR

dy =(2,1,0) L = (14 2k, k=3,2-k)= (2,1,0)o (1+ 2k, k-3,2-k)=0
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2-(1+2k)+1-(k-3)+0-(2-k)=0 Sk-1=0 k=t

Sustituyendo, multiplicando por 5 para quitar la fraccién, y ordenando se llega a la ecuacion del
plano pedido.

x—3y+22—1+§(2x+y—z+2)20
5x =15y +10z-5+2x+y—-z+2=0
n=7x-14y+9z-3=0

7. Radicacion de planos de vértice V(1, =3, 2). Plano de dicha radicacion paralelo a

x 2 -1
n=ly 1 0|=0
z 2 3

Solucidn.
El haz de planos de vértice V(1, -3, 2) tiene por expresion:
a(x—l)+B(y+3)+y(z—2):0 Va,B,vyeR

Para calcular el plano del haz de vértice V paralelo a 7, debemos sacar la ecuacion general de w, para
lo cual desarrollamos el determinante por los elementos de la 1* columna.

x 2 -1
L o 1 0 2 —l+ 2 -1 0
=X — Z =
Y 2 37 3™ o
z 2 3

n=3x—-8y+z=0

Si dos planos son paralelos, tienen igual 6 proporcional vector caracteristico.

(en.B.y)=(3.-8.1)

Sustituyendo en la ecuacion del haz:
3(x~1)-8(y+3)+1(z-2)=0
' =3x-8y+z-29=0

Otra forma mas sencilla de calcular el plano paralelo a © que pasa por V seria desarrollar:

x-1 2 -1
y+3 1 0|=0
z-2 2 3
(x—l*1 O—(y+3*2 _1+(Z—2f _120
2 3 2 3 1 0

' =3x-8y+z-29=0

8. Radicacion de planos de vértice V(-3, 2, 1). Plano de dicha radicacion perpendicular a la recta
_3=Y=2_7
2 -1
Solucidn.
El haz de planos de vértice V(-3, 2, 1) tiene por expresion:

alx+3)+B(y-2)+y(z-1)=0 Va,B,yeR

Si una recta es perpendicular a un plano, el vector de direccion de la recta es paralelo al vector
caracteristico del plano y por tanto o son iguales o son proporcionales.
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i=(onpy)=d, (1.2,-1)

Sustituyendo en el haz se obtiene la ecuacion del plano.
(x +3)+2(y-2)-1(z-1)=0

n=x+2y—-z=0

9. Ecuacion del haz de planos de arista la recta AB: A(3, —1, 4) B(2, 5, -3). Plano de dicho haz
4x-y+3z=0

paralelo a: r=
2x+y+2z=0

Solucidn.
Lo primero de todo es obtener las ecuaciones reducidas de r para con ellas plantear la ecuacion del

haz de planos de arista comun.

L[ A=Go14) x-3 ya1 24
ABIAB=(-1,6-7) -1 6 -7

Igualando dos a dos (x/y; x/z) se obtienen las ecuaciones reducidas de r:

x—-3 y+1
= 6x+y—-17=0
r:d —1 6 Ordenando.t: xvy
x—3:z—4 Tx—z-17=0
-1 -7

Haz de planos de arista comun:
6x+y-17+K(7x-2-17)=0 VKeR

Quitando paréntesis y ordenando por variables:
(6+7K)x+y-Kz=(17+17K)=0 VYKeR

El plano buscado debe ser paralelo ala recta r, por tanto el vector normal del plano debe ser
perpendicular al vector de direccion de la recta.
nld, =ned, =0

El vector de direccion de la recta r lo obtenemos multiplicando vectorialmente los vectores
caracteristicos de los planos que la forman.

8r=(4,—1,3)x(2,1,2)=[ +d

2 1

4 3
2 2

-1 3
1 2

E)

]:(—5,—2,6)

"_

Sustituyendo en la expresion del producto escalar:
fiod, =(6+7K,1,-K)o(~5,-2,6)=0

(6+7K)-(=5)+1-(—2)+(-K)-6 =0: —32-41K=0 : K:—%

Sustituyendo en la expresion del haz se halla el plano buscado.
153

6+7 _32 X+y-— _32 z—|17+17 _32 =0 operando 2x+y+£z——:O
41 41 41 41 41 41

Multiplicando por 41 para simplificar:

n=22x+4ly+32z2-153=0
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. x+2y—z—-1=0
10. ;Pertenece el planox +y +z+ 2 =0 al haz de aristar =
x—=3y+4z+2=0
Solucion.
Haz de planos de arista r:
x+2y—z—1+K(x—3y+4z+2):O VKeR
(1+K)x+(2-3K)y + (4K ~1)z+ (2K ~1)=0

Para que x +y + z + 2 = 0 pertenezca la haz de planos de arista r, debe existir un unico valor del
parametro K que permita obtener la ecuacion del plano.

1+K=1:K=0
2—3K:1:K:%
4K_1:1:K:l:>x+y+z+2:OEAlhaZdeplanosdearistar
2
3
2K-1=2: K==
2

Otra forma de hacerlo seria estudiar los rangos de las matices de coeficientes'y ampliada del sistema

que forman los tres planos. Sirg A =rg A*= 2, los tres se cortan en una recta:y cualquiera de ellos
perteneceria al haz de planos formado por los otros dos.

x+2y-z=1 1 2 -1 1 2 -1 1
x—-3y+4z=-2 A=|1 -3 4 A*=1 -3 4 -2| AcA*=rgA<rgA*<3
X+y+z=-2 I 1 1 1 14 8K —2
1 2 -1
detA=1 -3 4|=-520=>rgA=3=rgA*
1 1 1

No forman un haz de planos.

11. Radicacion de planos devértice Q(—3, 6, 7). Plano de la radicacion perpendicular a la recta
{4+2x+y—5220
r=

3—x-y+4z=0
Solucién.

La radicacion de planos de vértice Q tiene la forma:
a(x—(=3))+B(y—6)+y(z-7)=0 Va,B,yeR
oc(x+3)+[3(y—6)+y(z—7):o Ya,B,yeR

El plano de la radicacion de vértice Q perpendicular a la recta r tendra como vector caracteristico el
vector de direccion de la recta 6 uno proporcional a este.

El vector de direccion de la recta r 1o obtenemos multiplicando vectorialmente los vectores
caracteristicos de los planos que la forman.
‘ 2 -5

ar:(z,l,—S)x(—l,—1,4):( .

1 -5
-1 4

2 1

» _IU:(—1,—3,—1):—1(1,3,1)

>

El plano buscado es:

1-(x+3)+3-(y=6)+1-(z=7)=0
n=x+3y+z-22=0
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12. Plano que pasa por el punto P(—1, 0, —3), es perpendicular a los planos ©; =2x +y -3z =8,y
m=3x—-Ty—-3z=-3.
Solucién.

Se busca un plano ¢ que sea perpendicular a dos planos conocidos y que pase por un punto. Por ser
perpendicular w; y m,, los vectores caracteristicos de estos planos (ﬁ1 , ﬁz) seran paralelos al plano o, por lo

tanto una determinacion lineal de o es:

P=(-1,0,-3) x—(-1) y-0 z—-(-3
c:q 1, =(21,-3) =0=| 2 1 -3 [=0
i, =(3,-7,-3) 3 -7 -3

Desarrollando por los elementos de la primera fila, operando y ordenando se obtiene la ecuacion

general de o.
1 -3
-7 =3

2 -3
3 -3

2 1

Y 3 7

(x+1)(

+(z+3)1

c=24x+3y+17z+75=0

13. Ecuacion del plano que pasa por los puntos A(0, 1, 1), B(1,.0,—2) y es perpendicular al plano
n=2x-y+z+1=0
Solucion.

La determinacion lineal del plano buscado (o) la obtenemos de los puntos A y B y del vector
caracteristico del plano 7, que por ser perpendicular al plano o,.¢el vector normal o caracteristico de T es
paralelo al plano c.

Aeco A=(0,1,1) x-0 y-1 z-1
6:{Bec=>0={AB=b-d=(1-0,0-12=1)=(1,-1,-3)=>c=| 1 -1 =3|=0
nlo i, =(2.-11) 2 -1 1

Desarrollando por los elementos de la primera fila, operando y ordenando se obtiene la ecuacion

general de o.
-1 =3 1 -3 I -1
—(y—l +(Z—1

X =0

=11 2 1 2 -1

c=4x+T7Ty-z-6=0

14. Ecuacién del plano que interceptan en los ejes coordenados segmentos de longitudes 2, 3 y 4
unidades respectivamente.
Solucién.

Suponemos que el plano buscado se encuentra en el primer
octante, ya que la informacién que nos dan, permitiria calcularlo en
cualquier octante con solo cambiar signos.

0Z

La ecuacion canénica [3+%+3 = ] se describe en funcion
a c

de los valores a, b y ¢ que son los puntos de corte del plano con los ejes

coordenados A(a,0,0), B(0,b,0) y C(0,0,c)

X X X

B{0,3,0) X X X,

Para obtener la ecuacion general basta con multiplicar por el
m.c.m. de los denominadores (12)

n=6x+4y+3z-12=0
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15. Ecuacion del plano que pasa por A(4, -5, 1), B(-2, 0, 3) y el punto de interseccion de los planos
m=l-x+z=0,m=-1+y-2z=0ym=2+3x-y=0.
Solucion.

Se pide calcular un plano conocidos tres puntos.

ET S A
T Ben:{%”n:nz AB
Cen I AC

El punto C nos lo dan como interseccion de tres planos, resolviendo el sistema que forman sus
ecuaciones, se obtienen las coordenadas del punto C.

mix—z=1 x=-3
Cidmy:y-2z=1 =iy=-7:C=(-3,-7,-4)
M3 13X —y=-2 z=-4

El plano pedido es:

A=(4,-51)
AB=b-d=(-2-4,0-(-5),3-1)=(-6,5,2)
AC=¢-a=(-3-4,-7-(-5).-4-1)=(-7-2-5)

x—4 y—(—S) z—1
n:| —6 5 2 /=0
-7 -2 £
Desarrollando por los elementos de la primera fila, operando y ordenando se obtiene la ecuacion

general de plano.
(x4 2 (y+5 N
X — _
2 _5 yr)

a
Il

-6 5
-7 -2

3 +(z—l*

7 -5

21x +44y — 47z + 183 =0



