VECTORES

Vectores libres tridimensionales

Definiciones
Sean Ay B dos puntos del espacio de la geometria elemental. Se llama vector AB al par
ordenado (A, B) . El punto A se denomina origen y al punto B extremo.

Se define BA como el opuesto de AB
Si se considera un segmento unidad u, la longitud del segmento AB con u como unidad de

denomina médulo del vector AB y se designa por ‘ﬁ‘ .

Se define direccidn de un vector AB como la de la recta que lo contiene.

Se define sentido de un vector como cada una de las dos orientaciones opuestas de una misma
direccion

Se dice que dos vectores AB y CD son equipolentes si tienen igual mddulo, direccion y
sentido, graficamente, seran equipolentes aquellos vectores que unidos sus origenes y sus extremos

formen un paralelogramo.

A cada clase de vectores equipolentes se denomina vector libre.
a=AB

Se denomina —a al vector representado por BA , llamandole opuesto del a .

Operaciones con vectores

e Suma de vectores
e Producto de vectores por escalares

Suma

Es una operacion interna del conjunto de los vectores, es decir, la suma de vectores da como
resultado otro vector. Graficamente se puede hacer de dos formas, o por la regla de paralelogramo 6
dibujando un vector a continuacion del otro y uniendo el origen del primero con el extremo del dltimo.

La resta de vectores se hace como la suma del opuesto:

a-b=a+(-b)
i-b
b b - B

La suma de vectores tiene las siguientes propiedades:
1. Conmutativa: a+b=b+a
2. Asociativa: [i+b)+c=a+(p+c)
3. Elemento neutro, (6) a+0=3a
4. Elemento opuesto, (-a): a+(~a)=0



Estas propiedades dan al conjunto de los vectores libres del espacio, con la operacion de suma, la
estructura de grupo conmutativo.

Producto de un nimero real por un vector

Sea A un nimero real y @ un vector libre representado por ATEg se define el producto A [@ como
otro vector con igual direccion que @, igual sentido que el de & si A >0, sentido opuesto si A <0y de
maédulo proporcional al médulo de a .

AE=AAB=AC
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SiA=00 a=0, por definicion A[@=0

De lo anterior se deduce:

Propiedades de la multiplicacion de vectores por escalares:
i. (\+p)E =ra+pa
i, AfE+b)=Ad+Ab
i, Aua) = (\u)@
iv. l@=4a

A Los conjuntos que verifican una ley de compaosicién interna (suma) y una ley de composicion
externa (producto por escalares), con sus respectivas propiedades, se los denomina espacios vectoriales,
y a sus elementos, vectores.

Dependencia e independencia lineal en /3

Sea iy, U, ..., U, unsubconjunto de vectores de V> que designaremos por S. Se dice que
S :{Hl, Uy,..., U n} es un sistema linealmente dependiente ¢ sistema ligado si existen n ndmeros reales,

ay, ay, ..., a, no todos nulos, tales que:
a,l; +a,l, +...+a,u, =0

Si la igualdad anterior se cumple solamente cuando
y=a=..=a,=0
entonces se dice que el sistema S es linealmente dependiente 6 sistema libre.

Cualquier vector libre de la forma:
V=a,l; +a,l, +...+a,U,
se dice que es combinacion lineal de U, , U,, ..., U,, con coeficientes respectivos
Oy, O, ..., Oy

Teorema
En todo conjunto de vectores linealmente dependiente, se puede expresar uno de sus vectores

como combinacion lineal del resto, siempre y cuando el vector en cuestion no tenga coeficiente nulo.

En V2 el maximo ndmero de vectores linealmente independientes que puede existir es tres, entre
mas de tres vectores siempre habra dependencia lineal. Tres vectores pueden o no ser linealmente
independientes.

En V? si dos vectores son linealmente dependientes (proporcionales) seran paralelos, por lo
tanto, si dos vectores tienen distinta direccidn seran linealmente independientes.

Si en un conjunto de n vectores existe proporcionalidad entre dos de ellos, el conjunto es ligado.



Si en un conjunto de vectores se encuentra el vector nulo 0, el conjunto es ligado.

Bases.

Base de un espacio vectorial es una familia de vectores libres en funcion de los cuales se pueden
expresar todos los demas vectores como combinacion lineal de ellos.
Las condiciones que debe reunir un subconjunto B de vectores de V, para ser una base de V son:
i) Debe ser un sistema generador de V
i) Los vectores que lo forman deben ser linealmente independientes.
Las base se pueden clasificar en funcion del angulo entre los vectores y del médulo de estos.

Tipo de base Angulo Modulo
LIBRE Sin restriccion Sin restriccién
NORMALIZADA Sin restriccién 1
ORTOGONAL 90° Sin restriccion
ORTONORMAL 90° 1

La base ortonormal también recibe el nombre de base candnica 6 base métrica.
En V2 esta formada por los vectores i = (1,0,0), j=(010), k =(0,02).

En un espacio vectorial, todas las bases estan formadas por el mismo nimero de elemento. Se
define como dimensién de un espacio vectorial como al nimero de elementos que tiene una cualquiera de
sus bases.

Entre los pares de puntos del espacio y los vectores de V* existe una correspondencia que tiene
las siguientes propiedades:
i A todo par (A, B) de puntos le corresponde un tnico vector VV?* tal que v = AB.
ii. AB=-BA para todo par (A, B) de puntos

iii. Si A, By Cson tres puntos: AB+BC=AC

iv. Sea vOV?, acada punto A le corresponde un Unico punto B tal que v = AB.

Al espacio de puntos relacionado de esta forma con V° se llama espacio afin tridimensional
asociado a V°.

Sistema de referencia afin

Se denomina sistema de referencia afin a un conjunto formado por un punto y una base de
vectores. Si O es un punto del espacio tridimensional y T, @i, y {i; una base de V°, el sistema

{O, Uy, Uy, Hs} es un sistema de referencia afin o cartesiano. Las rectas OX, OY, OZ que contienen a los
vectores U,, U, y U5 respectivamente, son los ejes coordenados del sistema afin y O es el origen de
coordenadas.

Cualquier punto P de un espacio en el que hay definido un sistema de referencia afin, genera lo
gue se denomina el vector de posicion del punto, que no es otra cosa que el segmento que une el punto

con el origen de coordenadas. El punto P genera el vector de posicién p = oP




Las coordenadas de un punto P en el espacio es una terna de ndimeros reales a;, 0y, a3 que
expresan el vector de posicién p como una combinacion lineal de los vectores que forman la base.
p=a,l; +a,l, +o3ls

La terna (a4, 0,, a3) se llama coordenadas cartesiana de P, y se representa como P(ay, y, O3).
Las coordenadas cartesianas de un punto coinciden con las componentes de su vector de posicion, y solo
se diferencian en la notacion:

Punto: P(ay, a5, as)
Vector de posicion: E)(al, o, 3)

Sistema de referencia ortonormal {0,7,],k}

Cuando en un sistema de referencia afin los vectores de la base son ortogonales dos a dos y
unitarios, es decir, de modulo unidad, el sistema se llama ortonormal

El sistema ortonormal se representa por {O, i ] R}, donde i, ] k, son los vectores de la base
0z

P=Xoi +Y,]+Z,k
siendo las coordenadas de P la terna (x0 YorZo ) que coinciden con la componentes del vector de
posicion de P.

Coordenadas del vector definido por dos puntos

Sean A(ay, a, a3) Y B(by, by, b) dos puntos referidos a un sistema ortonormal {O, i, R}. El

vector AB definido entre estos puntos se obtendra restando al vector de posicién del punto final (B) el
vector de posicioén del punto inicial (&).
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Razon simple de tres puntos en el espacio

En el espacio, al igual que en el plano, se puede determinar una relacion entre tres puntos
alineados, a partir de los segmentos que determinan los puntos.

Sean tres puntos alineados A, My B
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Los vectores AB y AM tienen igual direccién y sentido, diferencidndose Gnicamente en su
madulo, por lo que existira un nimero real,\, que verifique la igualdad:

AB =AM
Al valor A, se le denomina razoén simple.

Casos particulares:
* SiA =2, Mes el punto medio del segmento.

=3
e Si @\ _ 37 determinan los puntos que dividen al segmento en tres partes iguales.
28

Apoyandonos en el valor de la raz6n simple, se podria calcular las coordenadas de los puntos
intermedios conocidas las de los extremos.

AB =\ [AM

(by -ay,by —ap, b3 —ag)=Am; —a;,my —ap, m3 —az)
o (A-1)a; +b;
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Como ejercicio te dejo que calcules las coordenadas de los puntos a los que se refieren los casos
particulares con las razones propuestas.



