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PROBABILIDAD

Algebra de sucesos.

Un fenémeno o experiencia se dice que es aleatorio cuando al repetirlo en condiciones analogas
es imposible de predecir el resultado.

El conjunto de todos los resultados posibles de un experimento aleatorio se llama espacio
muestral (E).

Se denomina suceso a todo subconjunto de E(espacio muestral). Como los sucesos son
subconjuntos, pueden determinarse por extension enumerando sus elementos; o bien, dando una
propiedad que se verifique solo por los elementos de dicho subconjunto.

Se dice que se verifica, o se realiza un suceso A cuando al realizar el experimento aleatorio se
obtiene como resultado uno de los puntos muestrales que forman el suceso A.

El conjunto formado por todos los sucesos de espacio E se llama espacio de sucesos. Es decir,
el espacio de sucesos es el conjunto formado por todos los subconjuntos de E

Los sucesos definidos por los conjuntos @ y E se llaman suceso imposible y suceso seguro,
respectivamente.

Los sucesos formados por un solo punto o elemento del espacio muestral se llaman sucesos
elementales.

Los sucesos no elementales se suelen llamar sucesos compuestos o simplemente sucesos.

Inclusion o igualdad de sucesos.

Sean A y B dos sucesos del mismo espacio muestral. Se dice que un suceso A esta contenido en
el suceso B, y se escribe AcB, cuando siempre que se presenta el suceso A se verifica B.

Se dice que dos sucesos A y B del mismo espacio muestral son iguales cuando siempre que se
verifica A se verifica B, y reciprocamente. A y B son iguales si constan de los mismo puntos muestrales.
De lo anterior se deduce:

|A=B & AcB A BcA|

Operaciones con sucesos.

Union de sucesos
Dados dos suceso A y B, se llama union de ellos, y se escribe AUB, al suceso que se realiza
cuando ocurre al menos uno de los sucesos A 6 B.

E

AUB
De la definicion se deduce que la union es una operacion interna en P(E); es decir:

VA, BeP(E) = AUBePE)

Cardinal de la union de sucesos, es el nimero de sucesos elementales que forman la unién de dos
sucesos A 'y B.

Al sumar el cardinal del suceso A con el cardinal del suceso B se cuentan dos veces los puntos
muestrales de la interseccion ANB; por tanto,

Card(AUB)=Card(A)+Card(B)-Card(ANB)
Si los sucesos A y B son incompatibles:
Card(AUB)=Card(a)+Card(B)
Analogamente, para tres suceso se verifica:
Card(AUBUC)=
=Card(A)+Card(B)+Card(C)—-Card(AnB)-Card(ANC)—Card(BNC)+Card(ANBNC)
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Interseccion de sucesos
Se llama suceso interseccion de los sucesos A y B, y se escribe ANB, al suceso que se realiza si

y solo si A y B se realizan.

ANB
Como la union, la interseccion es también una operacion interna de P(E); es decir:

VA BePE) = AnBeP®E)
Dos sucesos cuya interseccion es el suceso imposible se llaman sucesos incompatibles.

E

Sucesos contrarios
Dado el suceso AeP(E), se llama suceso contrario de A, y se representa por A 6 por A°, al
suceso que se realiza cuando no se realiza A, y reciprocamente.

E

A

De la definicién se deduce que: B
AU A=E
AN A=Y

Se observa que los sucesos contrarios son siempre incompatibles, pero el reciproco no siempre es
cierto.

Otras operaciones

Diferencia de sucesos. Dados los sucesos A y B, se llama sucesos diferencia de A y B, y se
escribe A-B, al suceso ANB;

e

A-B=AnB
Se observa que el suceso ANB estd formado por los elementos o puntos muestrales de A que
no estan en B.

Diferencia simétrica de sucesos. La unién de los sucesos A—-B y B—A se llama diferencia
simétrica de los sucesos A y B, y se escribe A A B, es decir:
A AB=(A-B)UB-A)

E‘I
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Algebra de Boole de sucesos.

En el espacio P(E) de sucesos se cumple:
a) VA,BeP(E) = AUB e P(E)
b) VA,BeP(E) = AnB eP(E)
¢) VA ePE) = AecP®E)

Ademas, las operaciones de union, interseccion y complementacion tienen las propiedades:
Sean A, B, C, D, & € P(E)

OPERACIONES DEFINIDAS EN P(E)

UNION INTERSECCION
Asociativa (AUB)UC = AU(BUC) (ANB)NC = An(BNC)
Conmutativa AUB = BUA AnB =BNA
Idempotente AUA=A AnA=A

Union respecto a interseccion

AU(BNA)=A
Simplificativa Interseccion respecto a union
AN(BUA)=A
Union respecto a interseccion
AUBNC)=(AUB)"(AUC)
Distributiva

Interseccidn respecto a union
AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

@ es el elemento neutro de la unién
AUJT=A
E es el elemento neutro de la interseccion
ANE=A

Elementos neutros

Complementacion AUA=E ANA=E

Ademas de las propiedades anteriores, son muy utilizadas las siguientes, que son conocidas con
el nombre de leyes de Morgan:

a) AUB=ANB
b) ANB=AUB

Para tres conjuntos es facil comprobar que:
a’) AUBUC=ANBNC
b’) ANBNC=AUBUC

Algebra de sucesos

El conjunto P(E) se sustituye, a veces, por un subconjunto S  P(E).

Se llama algebra de sucesos sobre un espacio muestral E a toda familia S de sucesos tales que:
Axioma 1.°) EeS

Axioma 2.°) A, BeS = AUBES. Es decir la union es una operacion interna de S
Axioma 3.°) AeS = AeS
Consecuencia de los axiomas

a) La interseccion de sucesos es interna en S
b) JeS

c) La diferencia de sucesos es interna en S

Sistema completo de sucesos
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Sea E un espacio muestral y P={A|, A,,..., A,} una particion de E, es decir:

A) Vi, AzD
B) A,UA,U...UA,=E
C) AiﬂAj =
Se dice entonces que P es un sistema completo de sucesos.
Combinatoria
VARIACIONES

Es el nimero de subconjuntos de n elementos que podemos obtener de un conjunto de m
elementos, teniendo en cuenta que para que dos subconjuntos sean distintos debe de variar o el orden de
los elementos o algiin elemento o ambos a la vez. Por eso se dice que en las variaciones influye el orden y
los elementos.

Existen dos tipos:

a) Variaciones ordinarias o sin repeticion. En un mismo subconjunto no hay elementos repetidos.

b) Variaciones con repeticion. En un mismo subconjunto puede haber elementos repetidos.
Calculo del n° de variaciones.

Variaciones de m elemento tomadas den enn Vi, ,.

Variaciones con repeticion de m elementos tomados de n en n VR
Vinn = m(m-1)-(m-2)-.....(m-n+1)
VR, =m"

PERMUTACIONES

Se entiende por permutaciones de un conjunto de m elementos al n° de ordenaciones que se
pueden hacer con todos los elementos del conjunto. Se sobreentiende que en las permutaciones sélo
influye el orden. Existen tres tipos de permutaciones:

a) Permutaciones ordinarias de m elementos P,.

b) Permutaciones con elementos repetidos P,,*>, en el conjunto existen a elementos repetidos de
una clase, b elementos repetidos de otra clase, etc...

¢) Permutaciones circulares de m elementos PC,,. En este caso las ordenaciones se hacen
alrededor de un elemento cerrado.

Calculo del n° de permutaciones.
P, =m! (m factorial)
m!
alpl-..
PCy =Pyt = (m-1)!

pob _

COMBINACIONES

Es el nimero de subconjuntos de n elementos que podemos hacer en un conjunto de m elementos
con la condicion de que para que dos subconjuntos sean distintos deben de tener al menos un elemento
distinto. En este caso se dice que influyen los elementos.

Aunque existen combinaciones con o sin repeticion en este curso solo veremos las
combinaciones ordinarias.
Célculo del n° de combinaciones.

L . n m m!
Combinaciones ordinarias: Chn=Chn,= ="
’ n) nl(m-n)!

Combinaciones con repeticion: CRimn = Ciinoin
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ESTUDIO AXIOMATICO DE LA PROBABILIDAD

Sea E un espacio muestral finito y S un algebra de sucesos definida en E. Se 1llama Probabilidad
a toda aplicacion de S en el conjunto R de los niimeros reales

P:S—»R
Tales que:
L. Para todo suceso A: 0 <p(A)<1
11 p(E)=1

ML Para todo par de sucesos incompatibles A y B es: p(A UB)=p(A)+p(B)

Probabilidad del suceso contrario

p(A)+p(A)=1

p(A)=1-p(a)
Probabilidad del suceso imposible

p(@)=0

Probabilidad del suceso union
Sucesos incompatibles:

p(AUB)=p(A)+p(B)
p(AUBUC)=p(A)+p(B)+p(C)
Sucesos compatibles:
p(AUB)=p(A)+p(B)-p(ANB)
p(AUBULC)=p(A)+p(B)+p(C)-p(ANB)-p(ANC)-p(BNC)+p(ANBANC)

Probabilidad de la diferencia de sucesos _
p(A-B)=p(AnB)=p(A)-p(aB)

Definicion axiomatica

Casos favorables
pA ) =—/—— —
Casos posibles

Probabilidad condicionada

Se llama probabilidad condicionada del suceso B a la hipotesis A y se designa por P(B/A) a la
comparacion del nimero de casos en los que se cumplen los dos frente a los casos en los que solo se

cumple A.
P(%): p(ﬁ(;)B)

Analogamente, la probabilidad condiciona de A respecto del suceso B es:

P(%): p([;(:)B)

De las dos relaciones anteriores se obtiene
p(ANB)

p(B)- P(A B)

p(A)~p(%)

p(ANB)
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Probabilidad compuesta

p(ANBNC)= (/4) (%mB)

Dependencia e independencia de sucesos

Hay ocasiones en la que la realizacién de un suceso no afecta a la probabilidad de otro posterior,
en ese caso son independientes.

Sean A y B dos sucesos. Se dice que A es independiente de B cuando P(A/B)=P(A) (supuesto
P(B)=0). En el caso de que P(A/B)#P(A), se dice que el suceso A depende del suceso B.

TEOREMA

La condicion necesaria y suficiente para que el suceso A sea independiente de B es que
p(AnB)=p(A)-p(B)

TEOREMA DE BAYES )
P(A, ~B) Pa BB
(A/) (B) ZP(Ai)'P(%J




